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I PROBLEMI-TRANELLI

Il gatto e i topi.

Un gatto e mezzo mangiano un topo e mezzo in un minuto e
mezzo. Quanti gatti occorrono per .mangiare 60 topi in 30
minuti ?  (1).

Il ragionamento che molti faranno sarà questo: se 1 gatto
e V» mangiano i topo e V, in t minuto e V» un gatto mangia
un topo in 1 minuto, con relative conseguenze. L’errore con-
siste nel far variare oltre che il numero dei felini e quello dei
rosicanti rosicati anche il tempo impiegato a rosicarli il quale
evidentemente non deve variare.

La  risposta  è  dunque.  3  gatti,  che  a  quei molti di cui sopra
sarebbero sembrati troppo pochi per mangiare i 60 topi, per-
chè la condizione dei 30 minuti concessi si fa passare facil-
mente in seconda linea.

E poi, trattandosi d’ un problema di matematica, non è il
caso di scendere alle volgari considerazioni di capacità sto-
macale, ecc., dalle quali la scienza pura astrae.

La cordicella.

Una cordicella è lunga 28 m etri; ogni giorno se ne tagliano
2 metri ; in quanti giorni si sarà fin ito di tagliare %

In 13 evidentemente, ma... 13 su 14 risponderanno invece : In 141

(1) Questo problema si trova nel periodico < Omnia » fascicolo dell’ 11 giugno
1910, Insieme ad altri beu noti e indicati più oltre In questo volume, e ad uno
(quello della ruota) basato suUa supposizione d’nna ignoranza che svisa l ’ In-
dole dello scherzo geometrico.
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La lumaca viaggiatrice.

Una lumaca, per affari suoi particolari, cuoi trasferirsi da
un orto in un altro, valicando il muro di separazione,
alto 7 metri ; essa sale lungo il muro (sempre vertical-
mente) percorrendo ogni giorno 4 metri in ascesa, e ridi-
scendendo ( capricci di lumaca!) ogni notte di 3 metri, co-
sicché ogni giorno percorre effettivamente 1 metro del suo
viaggio. In quanti giorni arriverà essa in cima al muro t

Risposta.... in coro: in 7 giorni! No, signori, in quattro so-
lamente....

L ’orologio reumatizzato.

Un orologio, a motivo delle variazioni della temperatura, an-
ticipa di 30" durante il giorno e ritarda di 20 durante la
notte. Supponiamo che segni l ’ora esatta al mattino del
1° maggio. In qual momento avrà un anticipo di 5 minuti $

Si fa presto il calcolo : l’anticipo nelle 24 ore è di

30" — 20" = 10" = -4- di minuto
•  5

dunque :

ossia, al mattino del 31 maggio l’anticipo sarebbe di 5 minuti....
ma....  osserviamo  che  al  mattino  del  28  maggio  l ’anticipo  sarà

1  9di minuti 27 X. -g- = -y- e quindi alla sera di detto giorno sarà

appunto di 5 minuti. Cosicché?!

Un passatempo marinaresco.

Fra due città di mare A e B esiste un regolare servizio di
battelli a. vapore ; il tragitto richiede otto giorni. Ogni
giorno, alla medesima ora, parte un battello da ciascuna
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delle due città. Si domanda, uno dei battelli partiti da A
per es„ quanti ne incontrerà sul percorso, supponendo na-
turalmente che il seroizio funzioni da tempo.

La risposta « otto * che qualcuno potesse dare, troppo affret-
tamente, non é esatta poiché il battello non incontrerà sola-
mente i battelli partiti contemporaneamente ad esso e dopo
di esso, ma anche quelli partiti nella settimana che ha prece-
duto la sua partenza ; cioè in totale 16 e non otto.

L ’eredità dell’arabo.

Un arabo morendo lasciò 17 cammelli ai suoi tre figli da r i-
partirs i per metà al primo, per un terzo al secondo e per
un nono al terzo.

Siccome la spartizione presentava difficoltò, gli eredi si ri-
volsero al cadì (giudice) che risolse la questione nel modo se-
guente. Si fece prestare un cammello e fece la spartizione sui
18 cammelli, in modo che ne toccarono 9 al primo, 6 al se-
condo e 2 al terzo. Il cammello preso ad imprestito venne re-
stituito « i tre figli furono lietissimi dell’opera del loro giudice,
poiohé ognuno di essi aveva ricevuto in più di quanto il loro

padre aveva stabilito, rispettivamente ed di cani-C o  y
mello.

Questo curioso risultato che a tutta prima sembra parados-
sale deriva dall’essere la somma :

2
17
18

dimodoché qualora la spartizione fosse stata fatta secondo il

testamento sarebbe rimasto dell’eredità, cioè di cam-

mello non ripartiti.

Un problema da osti.

Due recipienti A e B, contengono quantità eguali, il primo
di vino, il secondo d’acqua. Si preleva da A una certa quantità

di vino, e si versa in B ; poi si preleva da B la stessa
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quantità di miscela e si versa in A. Si domanda se la quantità
di vino cosi tolta dal recipiente A sia maggiore o minore della
quantità di acqua tolta da B.

In generale verrà affermato che la quantità di vino prelevata
è maggiore di quella dell’ acqua, naentre le due quantità sono
eguali.

Sia infatti m il contenuto tanto di A che di B ed ~ la quan-

tità prelevata. In A rimarrà una quantità di vino espressa da

m . m ..m —— -f — Xn  n
1

n + 1

e in B una quantità d’acqua espressa da
m .  .

m — - -  Xn
n

n + i
che sono quantità eguali.

Le teste capellute.

Dimostrare che ci sono sulla Terra molti uomini che hanno
lo stesso numero di capelli.

Un uomo paziente e sfaccendato ha contato o calcolato che
una testa umana contiene, in media, 164 capelli per cmq. Es-
sendo la superficie della testa all’ incirca di cmq. 780 sarà prov-
vista di circa 127920 capelli. Dunque ogni individuo dovrà avere
da un minimo di i ad un massimo di 130000 capelli in cifra tonda.
Ogni 130000 individui dovrà dunque ripetersi uno stesso numero
di capelli per una nuova testa....

Si può naturalmente estendere una simile considerazione a
generi diversi dai capelli, come le penne degli uccelli, le foglie
degli alberi, i fiori, i frutti, i caratteri delle pagine di un
libro, ecc.

U testamento del Nabab.

Un Nabab lascia in eredità ai tuoi Jlgli, tra a ltro , un certo
numero di diamanti di ugual calore, a queste condizioni:

Che il primo prenda un diamante e - j -  di ciò che rimane;

il secondo due diamanti e ^ di ciò che rimane, e cosi di



seguito. Fatta la spartizione si troca che ciascun figlio ha
acuto lo stesso numero di diamanti. Quanti erano i dia-
manti e quanti i fig li ì

La soluzione algebrica del problema non presenta alcuna
difficoltà, ma un modo di soluzione più semplice e più affer-
rabile è quello che indicheremo e che probabilmente, secondo
Lucas, fu seguito in origine, cioè in India.
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Fig. 1.
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Fig. 2.

Reppresentiamo i diamanti con pedoni bianchi o neri, a se-
conda dell’opportunità, e partiamo da un quadrato di 6 di lato
come nella flg. i. Disponiamo la colonna nera al disotto
del rettangolo bianco, come vedesi nella fig. 2. Si vede che
sottraendo il pedone nero eccedente a destra ne rimangono 5
che sono appunto la settima parte del totale rimanente. 11 primo

OOOOi
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Fig. 3.
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Fig. 4.

figlio avrebbe dunque avuto 6 diamanti e ne rimarrebbero 30.
Ripetendo le stesse manovre su questo rettangolo di 30, si
hanno le flg. 3 e 4; sicché togliendo i due diamanti spor-
genti ne rimangono quattro che sono la settima parte dei re-
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stanti e cosi via (flg. 5 - 6 ,  ecc ). Cosicché i figli sono 6 e  a
ciascuno toccarono 6 diamanti.

Il procedimento non cambia se in luogo di un settimo si
abbia nel problema un’altra frazione, cioè un ennesimo; il
numero dei figli sarà n — 1 e quello dei diamanti (n — 1)*.

Questo metodo, che si può chiamare grafico, ha però il di-

già che tanti debbono essere, mentre alla soluzione per via
algebrica si perviene in modo normale procedendo dal noto
all’ ignoto. Si può nondimeno accettarlo come un artifizio
utile e pratico.

Due oiaggiatori arabi, uno dei quali ha 5 pani e l'a ltro 3, ne
incontrano un terzo ricco ed affamato. Pranzano insieme
e il ricco eiaggiatore dà loro come retribuzione 8 monete
d’oro uguali. Come dooranno farne la divisione tra loro
i due compagni *

La spartizione dà luogo a diverbio, pretendendo, il viaggia-
tore dai 5 pani di avere 5 monete, mentre l’altro vorrebbe
averne 4 e rimborsare al compagno il prezzo d’un pane.

Il cadì risolvette la divergenza con queste parole : « Avete
« torto entrambi. Si può ammettere che abbiate diviso ciascuno
« dei vostri pani in tre parti uguali, ossia 24 parti in tutto, e
« che ne abbiate mangiate 8 per ciascuno. Colui che aveva 5
«pani,  ossia  15  parti,  ne  ho  dunque  ceduto  7  al  terzo  viaggia-
« tore, mentre l’altro non gliene ha ceduto che una. Le mo-
« nete debbono quindi essere divise in ragione di 7 ed 1 ».

0 0 0 *ooo#ooo#ooo#
ooo

oooooo
• • • • • •

Fig. 5. Fig. 6.

fetto di cominciare con la soluzione......... anziché fin ire  con
essa; si parte da un quadrato di 36 pezzi..........perchè si sa

I pani oondivisi.
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I tre gioielli.

Disponete su di un tavolo tre oggetti (per esempio: un anello,
un orologio, un portamonete) e una pila di 24 gettoni.

Pregate tre persone di prendere ciascuna uno degli oggetti,
senza che voi sappiate quale abbiano preso. Consegnate alla
persona A un gettone, alla B due e alla terza tre e lasciate
sul tavolo gli altri 18 Passate poi in altra sala dalla quale or-
dinerete alla persona che si trova in possesso dell 'anello di
prendere tanti gettoni quanti ne ha ; a quella dell’orologio di
prenderne il doppio di quelli che hà ricevuto, e a quella del
portamonete quattro volte quanti ne ha avuto.

Rientrando allora nella sala contate quanti gettoni restano
dei 18 e allora potrete indovinare in questo modo chi abbia
preso l’uno o l’altro oggetto :
Se ne restano La 1* persona A La 2* B La terza

avrà; avrà- avrà;
1 Anello Orologio Portamonete
2 Orologio Anello Portamonete
3 Anello Portamonete Orologio
5 Orologio Portamonete Anello
6 Portamonete Anello Orologio
7 Portamonete Orologio Anello.

È impossibile che restino 4 gettoni come vedesi dal seguente
prospetto, nel quale sono indicati i 6 casi possibili di riparti-
zione dei primi 6 gettoni fra le tre persone :

Anello Orologio Portamonete
1 2 3
t 3 2
2 1 3
2 3 1
3 1 2
3 2 1

I gettoni presi dai 18 saranno rispettivamente
1 4 12 totale 17
1 6 8 » 15
2 2 12 » 16
2 6 4  » 12
3 2 8 » 13
3 4 4  » 11
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Il cacciatore e l ’amico.

Un cacciatore va a caccia con un amico e pattuiscono che
per ogni colpo mancato, l’amico riceverà 5 lire, mentre per
ogni colpo buono ne dovrà pagare 4. Dopo 12 colpi l’amico deve
pagare 12 lire; quanti colpi ha mancato il cacciatore?

Risposta. Assai facile : 4.

Quante pecore P

Lisippo chiese al pastore Numidio quante pecore possedesse.
Rispose il pastore: non lo so esattamente, ma se le conto per

due, per tre, per quattro, per cinque o per sei, sempre ne
avanza una, mentre se le conto per sette nessuna ne avanza.

Al che Lisippo tosto rispose: Ebbene, Numidio, tu hai 721
pecore.

Infatti il numero delle pecore doveva essere il prodotto di
2 x 3 x 4 x 5 x 6  aumentato di una unità.

Il traghetto.

Un contadino cuoi traversare un fiume portando con sè un
lupo, una capra ed un grosso cavolo, ma non dispone che
d’una barchetta cosi piccola da non poter contenere che
lui ed una sola di tali cose. Come dovrà fare per evitare
che il lupo mangi la capra o questa il cavoloì

Dovrà cominciare col traghettare la capra ; indi ritornerà a
prendere il lupo e lo lascerà sull’altra sponda, riportandosi
indietro la capra; lascerà questa e traghetterà il cavolo la-
sciandolo col lupo, ed infine ritornerà per traghettare la capra.
In tal modo questa non sarà mai stata lasciata sola col cavolo
nè  col  lupo.  Oh,  i  contadini  hanno  cervello  fino,  e  cosi  doveva
essere fin da tempi assai remoti, poiché di questo problema si
trova indicazione in libri antichissimi.

I tre mariti gelosi.

Tre mariti gelosi si trovano con le rispettive mogli sulla-
sponda d’un fiume che vogliono attraversare. Non dispon-
gono che di una piccola imbarcazione senza barcaiolo,
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nella quale non pongono trovar posto che due persone alla
volta. Siccome nessuno dei'tre vuol lasciare la propria
moglie in compagnia degli a ltr i due., come effettuare la
traversata ì

Questo antichissimo problema non è che lo generalizzazione
di quello del lupo, della capra e del cavolo trattato preceden-
temente-

Rappresentiamo con due tratti verticali le sponde del fiume,
con A - B - C i  tre mariti, con a ~ b ~ c  le loro mogli. La si-
nistra sia la sponda di partenza- Ecco in qual modo si do-
vranno fare i successivi passaggi:

a
b Passano dapprima due mogli.

A  a
Una di esse ritorna e passa g  ^

con  la  terza.  _  ;

A
B
C
c

C

c

A
g  Una delle mogli ritorna e ri-

mane con suo marito; gli
a altri due mariti passano.
b

B
n

Una moglie b ritorna con suo
marito B e sbarca. 0

c

A

a

b A
& 1 due mariti attraversano il
C fiume.
a

La moglie a, la sola che si trova sulla riva opposta, va a tra-
ghettare successivamente le altre due, oppure dopo averne
condotto una, cede la barca al marito della terza, che va a
traghettarla.
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I quattro mariti gelosi.

Questo problema, nelle condizioni del problema precedente,
non è possibile. Tartaglia, il celebre matematico bresciano
(1510-1557) lo aveva ritenuto possibile, in causa d’una svista.

Si può dimostrarne l ’ impossibilità nel seguente modo. In
primo luogo ad ogni successivo passaggio il numero delle per-
sone traghettate non può aumentare che di un’unità.

Ammettiamo dunque che siano passate due, poi tre, poi quat-
tro persone, col procedimento già indicato, e vediamo se sia
possibile traghettarne cinque.

Queste cinque persone potrebbero passare in una delle se-
guenti combinazioni :

4 donne I 3 donne 2 donne 1 donna1  !  !
5 uomini ! 2 uomini 3 uomini 4 uomini

Ma i primi due casi sono impossibili stando all’enunciato
poiché si troverebbe qualche donna con un uomo senza il
proprio marito; lo stesso dicasi per il terzo caso. Quanto al-
l’ultimo caso esso non può aver luogo se non ammettendo che
nell’ultimo passaggio siano stati traghettati due uomini op-
pure un uomo ed una donna. Ora, non si potevano traghettare
due uomini perchè sulla prima sponda sarebbero rimasti due

Prima sponda j Seconda sponda

i.  i
A B C D
a b c d • .

li. | A B C D . . .
• • d a b c •

III. A B c D . . . .
• • a b c d

IV. D A B C .
• d a b c •

V. • - A B C D
• • d a b c •

VI. * • • A B C D
• a b c d



13 -

uomini e tre donne ; e neppure si potevano traghettare un
uomo  ed  una  donna  poiché  si  sarebbero  avuti  sulla  prima
sponda un uomo e quattro donne. Dunque non si possono far
passare cinque persone per le esigenze dell’enunciato del pro-
blema, epperò questo non si può risolvere.

Non è più lo stesso quando si ammetta di poter traghettare
non due ma tre persone nella barchetta. Il precedente pro-
spetto indica le successive posizioni degli uomini e delle donne
sulle due sponde, indicando con A,  B,  C,  D  i mariti e con
a,  b, c, d, le rispettive mogli.

Il mercante di montoni.

Un mercante compra i l montoni a 35 lire per capo. Ne perde
un certo numero e rioende ì restanti aumentando il prezzo
d’acquisto di tante oolte 5 lire quanti sono l montoni per-
duti. Cosi operando egli non ha guadagnato nè perduto.
Quanti montoni ha perduto ?

La spesa fatta dal negoziante è di i l x 35 = 385 lire, pari al
ricavo dalla vendita dei montoni restanti; il numero di questi
è un divisore di 385 ed effettuando la divisione si trova per
quoziente  un  numero  uguale  a  35  aumentato  di  tante  volte  5,
quante sono le unità del numero di montoni venduti. Ora 385
non contiene che un solo fattore 5. Dunque il divisore di 385
che rappresenta il numero dei montoni restanti non contiene
questo fattore 5, ossia tale divisore è uno dei numeri 1, 7, i l
o 77. Dovendosi escludere IMI e il 77, sarà necessariamente il 7;
dunque il negoziante ha perduto 4 montoni. Infatti-.

7 x 55 = 385

Il problema dei buoi di Newton.

I.  — Sapendo che 75 buoiahanno pascolato l ’erba di un prato di
60 are (1) in 12 giorni, e che 81 buoi hanno pascolato quella
d’un prato di 72 are in 15 giorni, si domanda quanti buoi
occorreranno per mangiare in 18 giorn i Perba cPun prato
di 96 are. Si suppone che nei tre prati Perba sia alla me-
desima altezza al momento dell’entrata dei buoi, e che
continui a crescere dipoi uniformemente.

(1) Per semplicità, ho sostituito l ’ara alle antiche misure di superficie.
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L’erba che cresce in un giorno su di un’ara equivale alla
quantità d’erba che ricopre attualmente una certa superficie
che per ora possiamo indicare con ». Secondo il problema, 75
buoi hanno pascolato in 12 giorni l’erba d’un prato di 60 are*
e, in più, 12 x 60 volte l’erba che copre la superficie ».

Cosi pure, 81 buoi hanno pascolato in 15 giorni l’erba d’un
prato di 72 are, e, in più 15 x 72 volte l’erba che ricopre la.
detta superficie ».

Dalla prima condizione risulta che un bue mangia in un
60 60giorno l’ erba d’un prato di —r— — are, e, in più — dell’ erba

12 X 75 75
contenuta nella superficie ».

Ma queste due quantità d’erba sono evidentemente uguali;
60 72inoltre —:— ■==- > -n— e t  e 1® differenza rappresenta l’erba di12x75 15x81 v

un prato di are:
60 72 1

9x15

_______________ 4__
81 75 "’ 9x5

4
rappresenta l’erba contenuta in una frazione disuguale a „— r.y x o

Affinchè vi sia compensazione, occorre dunque che i d i »

valgano ^ ̂  ^ di ara, donde la conclusione che la superficie

s  è  uguale  a  :

12x75 15x81

t 60 72Invece < -xr- e la differenza:
75 81

72 60

1  4  _  1
9x15 9 x 5  12 d‘ ar8.

Le quantità d’erba che crescono nei tre prati durante il sog-
giorno dei buoi sono dunque rispettivamente uguali alle quan-
tità d’erba attualmente contenute nelle superflci di are:

12x60
12 = 60 15x72

12 90 18x96
12

Il problema propostó rinviene perciò a quest’altro:
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H*  — Una mandra di 75 buoi pascola in 12 giorni l ’erba di
un prato di 120 are; un’altra mandra di 81 buoi pascola
in 15 giorni l'erba di un prato di 162 are ; si domanda
quanti buoi occorreranno, a tale stregua, per mangiare
l ’erba d’un prato di 240 are in 18 giorni, sapendo che l ’erba
è inizialmente alla stessa altezza net tre pra ti e che non
cresce durante il soggiorno dei buoi.

Le due condizioni enunciate rientrano l’una nell’altra. Con-
siderando solamente la prima, diremo che ;

Se 75 buoi mangiano in 12 giorni l’erba d’un prato di 120
are, l’erba d’un prato della medesima estensione sarà pasco-
lata in un sol giorno da una mandra di 75x12 buoi e in 18

75 x 12giorni da una mandra di — — buoi- Se l’erba d’un prato di

75x  12120 are è mangiata in 18 giorni da una mandra d i— 75— buoi,
lo

J’erba d’un prato di un’ara sarà pascolata nello stesso tempo

da una mandra d i—-73— x buoi, e, infine per mangiare,IO 120
nello stesso tempo, l’erba d’un prato di 240 are, occorrerà un
numero di buoi dato da:

che é la risposta al problema proposto.

Si lega una pecora ad un palo in un prato con una corda di
lunghezza tale che essa possa nu trirsi per un giorno.
Quale lunghezza occorrerà dare alla corda il secondo
giorno, il terzo, ecc., supponendo che l ’erba non cresca nè
germogli ?

Se R  è il  raggio  del  circolo  che  ha  potuto tondere la pecora
nel primo giorno, è facile vedere che nei giorni successivi do-
vrà poter tondere fino a raggi rappresentati da:

La pecora al pascolo, in vincoli.
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Le fatiche del facchino
Un facchino dece distribuire 6 oggetti a 6 inquilini d’unacasa

che abitano a ciascuno dei 6 piani. Egli non può portare
che un oggetto alla coita. Tra un piano e Vdltro ci è una
scala di 21 gradini e tra la strada e il piano del portico
ci  sono  a ltri  7  gradini.  Quanti  gradini  dorrà  in  tutto  sa-
lire quel facchino per portare tu tti gli oggetti a destina-
zione ì

Soluzione. — Per portare il primo oggetto il facchino sale 7
gradini; pel secondo 7 -f- 21 ; pel terzo 7 + 21 + 21, ecc.

Egli sale dunque in totale un numero di gradini dato dalla
somma dei termini d’una progressione aritmetica di 6 termini
dei quali il primo è 7 e l’ultimo 7 + 5 x 21 =■ 112 e la ragione 21
ossia :

~7 :y 11-2- 6 = 357 gradini.

I. Osservazione. — Questo problema può mettersi sotto altre
forme, per esempio questa:

Jn un tratto di strada ci sono, da un lato, 15 paracarri;
la distanza fra due successici è di 10 metri. Appiedi del
primo paracarro ci sono 15 oggetti uguali che si tratta
di collocare, uno sopra ciascuno dei paracarri, non aspor-
tandone che uno alla colta. Quanti metri si saranno per-
corsi in tutto, quando tutti gli oggetti saranno al posto
indicato ?

Dall’origine al l.° oggetto metri 0
»  » 2.° » » 10
» » 3.° » » 10 + 10
»  »  4.® » »  3x10
» » 14.® * » 13x10
> » 15.® » » 14x10

In totale dunque :
10+2-10+3 • io + .. • • • 14 • 10

ossia :
10 + 140

9 x l4 = 1050

Aggiungendone altrettanti per le corse di ritorno, meno gli
ultim i 14x10, si ha:

1050 + 1050 — 140 = 1960 metri.
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I I . Osservazione. — Analogo ai precedenti è il problema se-
guente :

Si ha un paniere e 100 ciottoli in linea retta , distanti
un metro l'uno dall’altro, il paniere essendo ad un metro
dal primo ciottolo. Due persone scommettono fra loro che
una raccoglierà i ciottoli uno dopo l'a ltro e li porterà
nel paniere; l’a ltra nel frattempo andrà dalla porta della
propria abitazione alla porta della chiesa e tornerà ài
punto di partenza. Quella che aorà terminato prim a acrà
cinto. Supponendo che le due persone camminino con
uguale oelocità, quale vincerà la scommessa sapendo che
la distanza fra le due porte è di circa 5050 metri ?

Il ragionamento è analogo a quello dei problemi precedenti.
La distanza che deve percorrere la prima persona è data da ;

! iL ± J ® 2L x 100 = 10100 metri

cioè tanti quanti deve percorrerne la seconda. Ma occorre
notare che la prima deve perdere del tempo per raccattare i
ciottoli........

Gli otri di vino.

Un facchino e un contadino portavano ciascuno degli o tri di
vino. Siccome il primo si lagnaca del soverchio carico , il
secondo lo redarguì dicendogli: Di che mai ti lagniì Se
io prendessi uno de’ tuoi o tri avrei doppio carico di te,
mentre se tu ne prendessi uno dai miei avremmo carico
uguale. Quanti o tri portava dunque ciascuno di essif

È evidente che la differenza tra i due numeri di otri deve
essere 2, per la seconda condizione del problema. Per la prima
invece la differenza dei due nuovi numeri sarà 4; ma allora il
contadino ha carico doppio del facchino, per cui 4 rappresenta
il numero attuale degli  otri  che  porta  il  facchino;  quando
avrà ripreso il suo otre ne avrà 5; dunque il contadino ne ha 7.

2  —  Gh k r s i.  — 3Satem. dilett.
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Le botti del vignaiuolo.

Un vignaiuolo lasciò, morendo, ai suoi tre figli SI botti della
stessa capacità, ? delle quali piene di oino, 7 semipiene e
7 vuote. Come si potranno ripartire egualmente fra i tre
fig l i quel oino e quelle botti, senza fa r uso di alcuna mi-
sura t

In mancanza di misure si procede per ragionamento. Le 7
botti piene e le 7 semipiene equivalgono a 21 botti semipiene.
Ciascun fratello deve dunque avere 7 botti semipiene, ossia:

oppure :

od anche:

1 piena e 5 semipiene

2 piene e 3 semipiene

3 piene e 1 semipiena

Aggiungendo la considerazione che ciascun fratello deve
avere 7 botti (piene o vuote) è facile vedere che il problema
ammette le due soluzioni seguenti:

Piene semipiene Vuote
A 3 1 3
B 2 3 2
C 2 3 2
A 3 1 3
B 1 5 1
C 3 t 3

Osservazione. — In modo analogo si ripartirebbero 24 botti,
delle quali 8 piene, 8 semipiene e 8 vuote, in 4 modi; 27 botti
in 3 modi, ecc.

L ’eremita e la grazia del santo.

Un pellegrino capita ad un eremitaggio. L ’eremita gli rac-
conta come abbia in esso tre immagini di santi miracolose,
che fanno la grazia di raddoppiare i denari che i fedeli
hanno in tasca; ma occorre pregarli con una certa prc-
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ghiera che l'eremita oen.de per procurarsi di che otoere,
e la oen.de contro la retribuzione di 10 lire per ogni grazia
che oerrà concessa. Accettato.

IJ pellegrino recita la preghiera alla prima immagine e vede
raddoppiarsi il proprio peculio; paga le 10 lire all’eremita e
ricomincia con la seconda immagine; avuta la grazia paga le
altre 10 lire; poi prega la terza, ha ancora la grazia e paga
le ultime 10 lire come d’accordo e ....... resta senza un soldo !

Troppa graziai
È facile trovare che il pellegrino possedeva sole L. 8,75* • • •

e che l’eremita doveva essere riuscito a saperlo.

H benefattore ricompensato.

Un dinoto entra in una chiesa con una certa somma in tante
pezze da due lire ; egli dà ai pooeri tanti soldi quante sono
le sue monete da due tire. Dio gli cambia le monete che gli
rimangono in altrettanti scudi. Di questi il dinoto ne
spende 7 e se ne torna a casà col doppio di quello che pos-
sedeva entrando in chiesa. Quanto possedeva egli allora t

1
Quel divoto ha distribuito in tanti soldi della somma che

39aveva al suo entrare in chiesa, per cui gliene restano *

Questo resto è composto di monete da 2 lire che vengono tra-
sformate in iscudi, ossia rese due volte e mezza più grandi;

39 5 39
ciò che gli restava diviene quindi i x - y ossia i -^r- della

somma primitivamente posseduta.
11 divoto spende allora 35 lire e gli resta il doppio del suo

32avere iniziale, ossia i di esso. Cosicché 35 lire rappresen—
7

tano i —- della somma primitiva, onde segue che la somma
16

16cercata è 35 x — ■*= 80 lire.
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Un furterello di vino.

Tre soci rubano un piccolo fusto contenente 24 lit r i di oino ;
essi non dispongono c)\e di tre misure le cui capacità sono
di 5, 11 e 13 litri. Come dovranno fare le misurazioni per
spartirsi il oino in parti uguali ?

Essendo il problema indeterminato, si procede per tentativi;
ecco due tra le varie soluzioni che ammette il problema ; la
seconda è alquanto più semplice.

litri

1.» - Capienza del fusto e delle tre
misure.............................. 24 13 11

Quantità di vino contenute in
o r i g in e .......................... 24 0 0

Si riempiono 2 misure e parte
della  te r za ...................... 0 8 11

Si versano 16 litri nel fusto . 16 8 0

Si  opera  un  traverso  . . . . 16 0 8

Si riempie la misura di 13 litri 3 13 8

Si riempie la misura di 5 litri 3 8 8

Si ottiene in fin e ................... 8 8 8

Si riempiono due misure . . 8 0 11

Si fa un travaso................... 8 l i 0

Si finisce di riempire la mi-
sura di 13 litri coi 5, e l ’a-
vanzo si versa in quella da
11 l i t r i.............................. 8 13 3

Si riempie di nuovo la mi-
sura di 5 l i t r i ................... 8 8 3

Si travasa.............................. 8 8 8

5

0

5

Ò

0

0

5

0

5

5

0

5

0
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Un problema di Leonardo da Pisa.

Due torri A e B alte, una 30 paesi, e l ’a ltra 40, sono distanti 50
passi; fra esse si trova una fontana  F verso la quale due
uccelli scendendo dalle sommità delle due torri si dirigono

Fig. 7.

con velocità uguali e pervengono ad un tempo ; quali sono
le distanze orizzontali dal centro della fontana alle due
torri l (Leonardo da Pisa, Liber abaci, 1202).

La soluzione, assai facile, ci dà :

F N =  32 F M =  18

Indovinare l ’ora pensata,

I. — Si inviti una persona a pensare un’ora a, e a designarne,
sul quadrante dell’ orologio, un’altra b. Partendo allora da
quest’ultima ora la persona dovrà, procedendo in senso con-
trario a quello delle sfere, toccare successivamente le ore con-
tando mentalmente a , a + 1 , a + i , .... fino a 6 + 12; l ’ora
sulla quale verrà in tal modo a fermarsi sarà appunto l’ora
pensata.
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Se, per es., l’ora pensata è la Vili, la persona che l’ ha pen-
sata dovrà designarne un' altra, per es. V, e contare 8 -9- 1 0
-11-12 .... fino a V -f 12 = 17, toccando successivamente le
ore  V  -  IV  -  III  -  II  -  I  —  XII  -  XI  - K -  IX  -  Vili  ;  quando avrà
contato fino a 17 sarà giunta precisamente sull’ora pensata, Vili.

La spiegazione di tale regola è facile.
Contando mentalmente si perviene in ultimo alla (6 + 12 — o)

esima ora ; ma, poiché si procede a rovescio delle sfere, si deve
passare su (6 — a) ore per arrivare all’ ora o e l’ aumentare
tale differenza (6 — a) di 12, non ha altro effetto che di far
fare un giro completo del quadrante.

Essendo poi l’espressione 6 + 12 — a sempre positiva, poiché
a < 12, facendo puntare alla persona le ore fino alla (6 + 12 —a)
esima, si dà alla regola una forma generale per tutti i casi,
cioè tanto per b > a  come per 6 < a .

11. — Una persona A pensa un’ ora, per esempio IX, e cont
mentalmente a partire dall’ora pensata, fino a 20, nel mentre
la persona 8 che deve indovinare l’ ora pensata punta le ore
sul quadrante a partire da una fissa VII, e procedendo in senso
contrario al movimento delle sfere. Cosicché quando A dirà 10,
8 punterà  sul  VU  e  cosi  via.  Quando  A  arriva  al  20, 8 si tro-
verà a puntare sull’ora pensata IX.

Sia infatti x  l’ora pensata, l’ 8» puntata sarà fatta sull’ora
XII e viene contata mentalmente da A come la ( « + 8)m* ora;
la puntata (x  + 9)“* viene fatta sull’ora XI e in generale la
puntata contata come la (a?-f- p)m* ora é fatta sull’ora 20 —p.
Quindi se si fa p = 20 — x , quando A è alla 20” » ora, B segna
l’ora pensata x.

Quando si voglia ripetere con le stesse persone questa ri-
creazione conviene cambiare l’ora fissata (che era VII nel no-
stro esempio) ma occorre cambiare in pari tempo il numero
N  fino al quale A deve contare ; esso si stabilisce cosi, chia-
mando H l ’ora di partenza prescelta :

N — f/+ 12 + 1,

Cosi se si sceglie come ora da cui partire, puntando sul qua-
drante  la  V,  si  dovrà  far  contare  fino  a  18.

Nota. — Questo gioco può applicarsi ad un numero qualsiasi
m<20 di oggetti, come carte, domino, ecc. Supponiamoli in-
fatti disposti su di un tavolo in un certo ordine numerico e
che  una  persona  A  ne  scelga  uno  di  posto n.
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Se, partendo dall’ oggetto che occupa il posto 19 — m si ri-
sale in senso contrario a quello primitivamente seguito, di
20 — m posti, si ricade alla fine sull’emmesimo oggetto ; di
modo che se in pari tempo B tocca l’oggetto di posto 19 — m,
A conta « . - f i ;  quando B tocca l’oggetto di posto m. (proce-
dendo in senso inverso) A conterà mentalmente (n -f 20 —m) e
infine l’ oggetto di posto n, cioè quello scelto da 4, sarà toc-
cato da B quando  avrà  contato  fino  ad (n -f 20 — n) ossia
fino  a 20.

L ’evasione del pretendente.

In una cella O d’una prigione è rinchiuso un nuovo Luigi Na-
poleone. Le celle di questa prigione, d’un genere un po’ singo-
lare se si vuole, comunicano l’ una coll’ altra per mezzo di
porte che si possono aprire net senso indicato dalla flg. 8 e
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sono semplicemente chiuse a saliscendi ; ma vi sono poi 1«
porte  A,  B,  C,  D, E, F, le cui chiavi sono rispettivamente nelle
celle, a, 6, c, d, e, f. Il prigioniero è riuscito a procurarsi la
chiave che apre le tre porte della sua cella: quale percorso
dovrà seguire per riuscire ad evadere per la porta esterna Gl

Egli comincerà coll’ uscire per la porta 1 e seguirà l’ itine-
rario che indichiamo nella figura, prendendo gradatamente
nelle varie celle le chiavi per aprire le porte A, B, ecc.

Avrà dunque dovuto passare per 84 porte prima di giungere
a quella della libertà, e prepararsi prima per bene alla fuga
con un accurato studio sulla pianta della prigione, fornitagli
naturalmente da un amico.

Decimazione.

Ecco un antico problema presentato sotto forme diverse, in
generale troppo ingenue per i nostri tempi.

Cosi Egesippo narra che il biblico Giuseppe salvò la propria
vita con questo strattagemma. Presa dai Romani la città di
Jotopat, Giuseppe con 40 de’ suoi correligionari cercò rifugio in
una caverna. Con sua grande sorpresa, Giuseppe dovette consta-
tare che, nonostante le sue esortazioni, tutti i suoi compagni,
uno eccettuato, erano decisi a darsi la morte per non cadere
in mano ai vincitori. Temendo d’ eccitare la loro collera insi-
stendo oltre nel tentativo di dissuaderli dal compiere un tale
atto di disperazione, finse di condividerne le intenzioni, ma li
esortò a procedere con ordine. Fu quindi deciso che tutta la
comitiva si disporrebbe in circolo e che ogni terzo uomo sa-
rebbe ucciso fino a che non ne restasse più che uno solo che
sì sarebbe ucciso da sé. Secondo la leggenda, Giuseppe e il
suo compagno si sarebbero collocati al 31mo e 16m0 posto e sa-
rebbero quindi rimasti salvi dopo l’ecatombe dei compagni,
come è facile rilevare eseguendo un apposito diagramma. 

Daremo la forma sotto la quale i problemi di questo genere
sono più generalmente noti: Una nave trasportava 15 passeg-
gerì turchi e 25 cristiani quando venne a trovarsi in un
grande tempesta, tale che il capitano dichiarò non potersi sai-
vare la nave se non gettando a mare metà dei passeggeri.
Eer fare la scelta delle vittime venne deciso che, disposti i
passeggeri in circolo (con quel tempaccio?!) e contandoli a
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partire da un punto determinato, ogni uomo occupante il nono
posto sarebbe stato precipitato a mare. Si tratta di disporre i
passeggeri in tale ordine da sai vari i 15 cristiani.

Non si può formulare una regola per la soluzione dei pro-
blemi di questo genere. Nel caso indicato i cristiani debbono
occupare i posti 1, 2, 3, 4, 10, lt. 13, 14, 15, 17, 20, 21, 25, 28, 29;
per ricordarli Bachet ha indicato questa frase nella quale l ’or-
dine da seguire (cominciando coi cristiani) è dato dalia vocale
contenuta nella parola convenendo di far contare a per 1,
e per 2, i per 3, o per quattro ed u per  5.

4 5 2 131 1
M ori tu ne fa illiras pas

2 2 31 2 2!
En me liorant le trépas

Sicché la disposizione sarebbe, la seguente (1 ;
C C C C T T T T T C C T G C G T G T T C C T T T C T T C C T

I ponti di Koenigsberg.

Siamo in Pomerania nel 1759, e precisamente a Koenigsberg.
Il fiume si divide in due rami formando un’ isola che é colle-

gata alle sponde con sette ponti a, b, c, d, e, f, g.
Da tempo è stato posto questo problema : È possibile fare una

passeggiata attraversando non più d’una volta tutti ì ponti ?
Non siamo in grado di precisare quanto questa grave qui-

stione abbia preoccupato finora gli abitanti di Koenigsberg;
ma in compenso possiamo dire che molto se ne sono occupati
diversi matematici i quali hanno finito col concludere che occor-
rerebbe fare un altro ponte per rendere possibile il problema.

Un abitante di quella città s’era proposto di risolverlo pra-
ticamente percorrendo in tutte le maniere possibili i sette
ponti, ma siccome sul percorso si trova un manicomio pare
che si sia dovuto rinchiudervi il perseverante pomeranese,
dopo che aveva già percorso un numero strabiliante di chi-
lometri. Evidentemente non era quella la maniera da seguire
non solo sul terreno, ma neanche sulla carta da scrivere.

Non ci sarebbe un metodo semplice per giudicare senz’altro
della possibilità o impossibilità di risolvere il problema ì  Qui

li) La < nella parola faillira» deve essere computata una sola volta anziché due.
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calza un’ osservazione d’ Eulero, che è applicabile ad un gran
numero di problemi nella geometria di situazione : essere
cioè, in generale, più facile scorgerne l ’ impossibilità che la
possibilità.

Molto dipende dalla più o meno felice scelta delle notazioni
che si adottano per lo studio del problema.

Nel nostro caso abbiamo quattro zone territoriali A, B, C,D,
e chiameremo A B il percorso per recarsi dalla regione A olla
5, sia per il ponte a che per quello b; la prima lettera indi-

Fig. 9.

cherà la regione di partenza. La notazione indicherà tanto il
percorso A b B f D come quello A a B f D.

La lettera intermedia B denota dunque, in questo caso, tanto
regione d’arrivo che di partenza. Analogamente dicasi per un
percorso A B C , ecc. In generale, se il viaggiatore attraversa
n ponti, il suo percorso conterrà n - f 1 lettere, e la soluzione
nel nostro caso dovrà contenerne otto, beninteso di regionU
senza contare quelle che designano i ponti. In tali notazioni
essendovi tra A e B come tra A e C due ponti, si dovranno
trovare vicine due volte le lettere A e B ed A e C, mentre
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dovranno trovarsi vicine una sola volta C, D e B, D poiché le
rispettive regioni non sono unite che da un solo ponte.

Tutto si riduce dunque a formare con le quattro lettere A B
C D una serie di otto lettere nella quale appariscano tante
volte quanto si è detto le coppie necessarie. È possibile tale
combinazione ? Studiamoci di dimostrare in primo luogo tale
possibilità.

Consideriamo la regione A ; se essa è unita a B con un ponte
a il viaggiatore che lo attraversa o si trovava già in A o  vi  si
troverà dopo, quindi, in un caso come nell’altro, la lettera A
dovrà figurare una sola volta nella combinazione. Se tra A e B
vi sono tre ponti a, b, c,  e  il  viaggiatore  li  attraversa  tutti,  la
lettera A figurerà due volte nella notazione, sia che il viag-
giatore sia partito da A o da un’ altra qualsiasi. Con cinque
ponti, A dovrà figurare tre volte, e in generale con numero
dispari di ponti, 2/i + l, A apparirà un numero di volte metà

del numero dei ponti, aumentato di uno, cioè 2 n 2 - ossia

n -f i volte.
Nel caso particolare del ponte di Kcenigsberg in A fanno

capo cinque ponti e tre in ciascuna delle regioni B C D, per
cui A dovrà figurare tre volte nella combinazione e le altre
tre lettere due volte ciascuna. Segue da ciò che tale combi-
nazione dovrebbe contenere noce lettere e non otto epperò la
soluzione del nostro problema non è possibile. Il nostro ra-
gionamento ci ha dunque evitato la.... fermata del solitario di
Kcenigsberg.

Lo stesso ragionamento è applicabile a tutti quei casi nei
quali il numero dei ponti che fanno capo alle diverse regioni
sia sempre dispari. Quando il numero totale delle apparizioni
di tutte le lettere non uguaglia il numero totale dei ponti au-
mentati di uno, la soluzione è impossibile.

Quando il numero dei ponti in A è pari, bisogna considerare
due casi, secondo che il viaggiatore è partito da A o da una
altra regione. Se due ponti conducono in A e se il viaggiatore
è partito da A, questa lettera dev’ essere ripetuta due volte ;
ma se il viaggiatore è partito da un’altra regione la lettera A
figurerà una sola volta.
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Se in A fanno capo quattro ponti e da essa parte il viag-
giatore, la lettera A figurerà tre volte, ma se egli è partito
da un’altra regione, A sarà ripetuta due sole volte. In gene-
rale, quando il numero dei ponti che fanno capo ad una re-
gione è pari, la notazione corrispondente contiene la lettera

corrispondente  -y -+ 'l  volte  se  il  viaggiatore  è  partito  da

tale regione ed volte se è partito da un’altra regione.

Siccome la partenza non può effettuarsi che da una regione,
si prendorà sempre come numero delle ripetizioni di una let-
tera la metà del numero dei ponti per una regione pari, e la
metà del numero dei ponti aumentata d’una unità se la re-
gione è impari.

Nel caso in cui la partenza abbia luogo da una regione di-
spari il problema sarà impossibile se il numero totale delle
ripetizioni delle lettere non eccede di un’unità il numero to-
tale dei ponti Nel caso di partenza da una regione pari il pro-
blema sarà impossibile se il numero totale delle ripetizioni
delle lettere non è eguale al numero dei ponti, poiché si dovrà
aumentare d’una unità per lo regione pari di partenza, e per
esso soltanto, il numero delle ripetizioni della lettera che ad
essa corrisponde.

Begola pratica. — Consideriamo il caso di sette ponti, come
nella figura relàtiva alla città di Koenigsberg. Si può disporre
uno specchietto nel seguente modo, indicando con m il  nu-

Regioni ! Ponti m
- T + *

A  i  5 3
B  3 2
C  ì  3 2
D  I  3 2

i 9

mero dei ponti che fanno capo ad una data regione e con ft
il numero totale dei ponti. Il totale dell’ultima colonna è su-
periore ad n -f 1 cioè ad 8, sicché il problema è impossibile.
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La fìg. 10 si riferisce al caso di due isole e di 15 ponti. For-
mando il quadro secondo la regola stabilita avremo:

Regioni Ponti m •y-4-1
m

~

A 8 _ 4
B 4 — 2
C 4 — 2
D 3 2 —

E 5 3 —

F 6 — 3

5 il

16

Abbiamo n -f 1 = 16, sicché la somma delle due ultime co-
lonne essendo uguale a tale numero, il problema è possibile e
precisamente in questo modo:

D J E q B p A n E m A A r D i C f c A f l f C
f F e A d F c B f e F a E .

Fig. 10.
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Osseroazione. — La somma della prima colonna è precisa?
mente il doppio del numero dei ponti, perchè ciascuno di essi
è stato contato due volte, e tale somma dovrà dunque essere
sempre pari. Perciò non è possibile che iì numero delle regioni
dispari sia dispari", nelle due ultime colonne avremo dunque
sempre un numero pari di numeri dispari ossia il numero delle
regioni dispari è necessariamente zero od un numero pari.

11 problema è dunque possibile se tutte le regioni sono pari,
nel qual caso tutti i numeri delle due ultime colonne sono
pari e la loro somma corrisponde al numero dei ponti.

Se il numero delle regioni dispari fosse pari, la somma dei
numeri delle due ultime colonne sorpasserebbe di due, tre,
quattro....unita il numero totale dei ponti epperò il problema
sarebbe impossibile.

Concludendo, data una disposizione qualsiasi di regioni e di
ponti, si dedurrà la possibilità del problema in questo modo:
esso è impossibile quando le regioni dispari sono più di due;
È possibile : t* quando tutte le regioni sono pari, nel qual caso
si può partire arbitrariamente da una regione qualsiasi; 2°
quando non vi sono che due regioni dispari, e allora il per-
corso deve cominciare da una di esse e terminare all’altra.

Quando si è constatata la possibilità del problema si stabi-
lisce il percorso con la seguente regola : si sopprimono men-
talmente quante volte è possibile le coppie di ponti che con-*
ducono da una regione ad un’altra, per modo che il numero
dei ponti riesce notevolmente ridotto, e su questo numero si
stabilisce il percorso. Ciò fatto si ristabiliscono i ponti al nu-
mero primitivo, con un po’ d’attenzione.

Tale è, sommariamente, lo studio fatto da Eulero sul pro-
blema dei ponti e delle isole.

I tracciati continui.

Il problema dei ponti di Koenigsberg, trattato precedente-
mente, si può ridurre schematicamente alla fig. li.

Se una figura di tal genere si può descrivere d’un sol tratto
percorrendone tutti i tratti ma ciascuno una sola volta, il pro-
blema dei ponti è possibile; non lo è nel caso contrario.

In tali figure chiameremo nodi  i punti come A, fi, dai quali
partono i tratti, i quali perciò vanno da un nodo ad un’altro.
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L'ordine d’un nodo è dato dal numero dei tratti che vi fanno
capo ; cosi l’ordine del nodo D  è 3, quello del nodo A è 5.

c

Fig. 11.

Se in una figura geometrico di rette e di curve, sia nel piano
che nello spazio, riusciamo a percorrerle tutte ma una sola
volta, ritornando al punto di partenza, avremo percorso un
circuito chiuso. La possibilità di potere effettuare tale percorso
nelle condizioni indicate è soggetta alle seguenti leggi.

C  B  F
Fig. 12.

Le figure che non hanno nodi dispari si possono tracciare
con tratto continuo partendo da un nodo qualsiasi (flgg 13,16,18).
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È noto il teorema che le curve nelle quali il numero dei nod
uguaglia il grado si possono tracciare con moto continuo. 

Fig. 13.

Quando una figura ha dei nodi dispari, ma due soltanto, sii
può descrivere con tratto continuo partendo da uno di essi.

Cosi la ftg. 12 si può descrivere in qualsiasi senso purché si
parta da uno dei due nodi dispari B o D. La ftg. 14 è nelle stess«
condizioni.
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Le figure aventi più di due nodi dispari non possono essere
descritte con tratto continuo. Si può aggiungere che una fi-

mente in n percorsi distinti.
Le ftg. 15 e 17 olirono il caso d’impossibilità testé indicato;

la flg. 15 si può descrivere in due percorsi e la fig. 17 in quattro.
3 — Omessi. — Matem. diUtt.
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La scacchiera usuale, di otto caselle di lato, contiene 23 nodi
dispari e non si può quindi tracciarla in meno di 14 tratti con-
tinui, e quella detta francese di dieci caselle di lato richiede
18 tratti continui.

È facile dimostrare che si possono descrivere con tratto con*
tinuo tutti i poligoni, di numero dispari di lati, con le relative
diagonali, mentre il problema è impossibile per quelli di nu-
mero pari di iati.
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Fig. 22.



La flg- 18 rappresenta la cosidetta sigla di Maometto che iif
tradizione dice tracciata dal Profeta con la punta della scirai-j;
tarra sulla sabbia, in un sol tratto. Infatti tale figura non pre-r
senta che nodi pari epperò si può tracciarla in modo continuai
partendo da uno qualunque di essi.

La flg. 19 non ha che due nodi dispari in  A  e  Z, epperò sj;
può tracciarla in un sol tratto partendo da uno di essi e ter-sì
minando all’altro.

Cosi dicasi per le flgg. 20 - 21 - 22.

Dividendo i lati d’un triangolo in un cento numero di p&rt|
uguali e conducendo per essi le parallele ai suoi lati s’ottten(|
un reticolato a nodi esclusivamente pari e quindi tracciatoti^
in modo continuo (flg. 23). i

In modo analogo si potrebbe studiare il problema rispettô
allo spazio, cioè per figure solide (lati e diagonali dei poliedri.
Cosi, ad esempio, si può tracciare in un sol tratto lMnsiet»*|
delle costole dell’ottaedro regolare, il che non può farsi P*r'
gli altri quattro poliedri regolari (tetraedro, cubo, dodecaedri-
icosaedro). I

Si può anche considerare il problema correlatioo per le «■ f
gure del piano e delio spazio. Si può, ad esempio, con un trafr
ciato continuo attraversare una sola volta tutte le costole s
cubo, ma non altrettanto può farsi con gli altri poliedri. i
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 II problema della coloritura delle carte geografiche.

 Questo problema, che praticamente dovette essere risolto
dai cartografi da molto tempo, si può ridurre a questa propo-

 sizione :

Quattro colori sono sufficienti per colorire u,na carta geogra-
fica dioisa in tante regioni, in modo che due regioni con*

I
tigue non siano del medesimo colore.

In mancanza della dimostrazione rigorosa, che presenta
gravi difficoltà e che ancora non fu data, si può accertarsi
dell’esattezza della proposizione col seguente ragionamento.

 Siano A, B, C, tre regioni contigue ed una terza M contigua
 con A,  B  e  C. La regione M  non può avere che due posizioni,
 cioè : o completamente esterna al perimetro esterno della
 figura A -f B -f- C, o completamente interna al perimetro in-
 terno di tale figura, posizione questa che indicheremo con A/'.

In entrambi i casi, ogni porzione libera della superficie del
piano della figura è compresa nei contorni di tre regioni sola-
mente e quindi non è possibile tracciare una nuova regione
N  contigua con A, B, C ed M. Il che vale quanto dire che è
sempre possibile disegnare sul piano quattro regioni contigue
ma che è impossibile disegnarne cinque.

Fig. 24.



-  38  -

Se A, B, C,  non  sono  contigue  una  con  l’altra,  o  se M  non»
contigua con A,  B, C, non è necessario colorirle tutte in modi
diverso, onde ne segue che quello considerato è il caso pi?
sfavorevole. D’altronde il ragionamento fatto sussiste ancht
quando s’ immagini una delle regioni ridotta ad un punto.

Devesi inoltre considerare che sono rimasti infruttuosi i tei
tativi fatti finora per tracciare una carta sul piano per la quali
sia necessario usare più di quattro colori, il che costituisci
un altro argomento favorevole all’ esattezza della proposizioni
in questione.

Il cantiniere infedele.

I l sig. Candido ha fatto fare nella propria cantina ufi caiet
lario per bottiglie, costituito da noce caselle- formanti u»
quadrato; la centrale è destinata a ricevere le bottig
ruote provenienti dal consumo delle 60 piene ch'egli te
collocato nelle altre caselle, sei in ciascun angolo, e no»
nelle caselle di mezzo, sì che sapeva di avere 21 bottiQm
per ogni lato del quadrato. Senonchè il cantiniere i#
fedele vendette 4 delle bottiglie e dispose le rimanenti
in modo che la somma su ciascun lato risultava sempr<
di 21, riuscendo così a trarre in inganno il sig. Conditór
che credette in una semplice trasposizione delle sue M-
tiglie. Visto che il tiro passava liscio, il cantiniere pen
di asportare altre 4 bottiglie, e ripetè il gioco tante volti
f i no a che non gli fu più possibile il ripeterlo senza che
numero delle bottiglie su ciascun lato risultasse inferiori
a 21. 

Come dispose egli le bottiglie a ciascuna nuova sottra*
zione e di quante bottiglie riuscì a
padrone «

Indicando con a il numero delle bottiglie situate in angolt
e con b quello delle bottiglie situate nelle caselle medie, do-
vremo avere: 

2 a - f 6 = 21

Il numero delle bottiglie è N  = 42 + 2 b, evidentemente.
Nel nostro caso si ha N  = 60, per cui b = 9 ed a —6, dispo-

sizione data dal sig. Candido alle sue bottiglie. Basterà far*
successivamente V=56, 52, 48, 44, e trovare i corrisponde^

defraudare il p ropr
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valori di a e b, notando che b non può essere pari. Essi risul-
tano come dal seguente prospetto.

N a
' --- ---- ----

b
1

56 7 7

52 8 5

48 9 3

44 10 1

Per valori di N  inferiori al 44 si avrebbe per b un valore ne-
 gativo. Dunque in totale il furto ammontò a 16 bottiglie e le
 disposizioni date alle rimanenti, volta per volta, furono quelle

indicate nelle figure seguenti:

Fig. 25. Fig. 26. Fig. 27.

j io « 10

i 1

10 1
;

io
!

9 3 9

3 3

9 3 9

Fig. 28, Fig. 29.
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Un problema analogo si potrebbe risolvere, per 26 bottiglie,
ridotte a 24 nei modi seguenti:

3 4 2 4 4 1

4 - 4 4
1

4

2 4 3 1 4 4

Fig. 30. Fig. 31.

Prima del furto (fig. 30 o 31). Dopo il fur

3 3

3

3 3  

Fig. 32.

Il tiro delle suore.

In un dormitorio quadrato composto eli otto celle si trovano
delle suore distribuite in modo che oe ne sono tre in cia
scuna cella. La badessa, cieca, fa la sua visita e cont
noce suore in ciascuna f ila di celle. Fa una seconda visit
e trooa ancora lo stesso numero di persone in ciascun
fila,  sebbene  siano  entrate  quattro  seroenti.  Infine  in  un
terza visita, trova ancora nove persone per fila benché f
serventi siano uscite con quattro suore. 

Quali spostamenti hanno fatto le suore e le serventi ?

Le figure seguenti forniscono la spiegazione dell’enigma:

2 5 2

5 5

2

»!!

2

Totale 24,
Fig. 33.

Totale 28.
Fig. 34.

Totale 20.
Fig- 35.
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Le serventi entrate potrebbero essere otto anziché quattro,
nel quale caso la seconda figura sarebbe cosi modificata :

1 7 1

i 7

1 7 1

Fig. 36.

e dopo la seconda visitale otto serventi uscirebbero con quat-
tro suore, cosicché il totale da 32 persone si ridurrebbe sem-
pre  a 20.

Si può fare il gioco anche su altra base, per esempio 7, nel
modo qui indicato:

Somma 16. Somma 24. Somma 20.

Fig. 37. Fig. 38. Fig. 39.

La croce di brillanti.

TJna signora, moito ingenua, consegna al suo gioielliere una
croce in brillanti (rappresentata nella fig. 40) facendogli
notare come conosca il numero dei brillanti in essa in-
castonati poiché contandoli da una delle tre estremità su-
periori fino al basso della croce ne trooa sempre noce ; ma
il gioielliere, poco scrupoloso, si appropria due dei bril-
lanti e restituisce la croce modificata in modo che la si-
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gnora ingenua fatta la sua verifica trova sempre il s
conto. Quafé il trucco usato dal gioielliere?

1

2

3

4

5

6

7

8

9

Fig. 40.

1

2

3

4

5

6

7

8

9

Fig. 41.

Ce lo dice la fig. 41 che dà una somma totale di 13 brillanti
anziché di 15. Si può modificare la croce in altro modo pu
soddisfacendo alla condizione del problema cioè abbassandom
d’uno spazio i due bracci e aggiungendo a ciascuno di essiul
brillante; in tal modo la croce riesce a quattro bracci uguali
e i brillanti sommano in tutto a 17.. ragione per cui il gioiel
liere si attenne all’altra modificazione.

Salti di gettoni. 

!•  — Abbiansi 10 gettoni disposti in linea retta, equidistanti'-
1 2 3 4 5 6 7 8 9  10

formarne 5 file equidistanti, seguendo la regola che u
pedone possa saltare, tanto a destra che a sinistra, i dtu
adiacenti. 

Dovremo considerare due casi, quello cioè in cui due getton
sovrapposti sono considerati come due, e quello in cui son
considerati come uno,
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Ecco  due  soluzioni  relative  al  primo  caso  :
5 1 <1 3  7

2 4 6 8 10
4 8 2 10 fi

1 3 5 7  9
ed una relativa al secondo caso *

5 0 1 3  7

2 4 6 8 10
II.  — Se cinque gettoni rappresentano cinque maiuscole R S

T U V ed a ltri cinque le corrispondenti minuscole, in
quale ordine si dooranno disporre, in linea retta, affinché
sia possibile soorapporre ciascuna maiuscola alla relatiea
minuscola, saltando sempre una sola coppia costituita di
una maiuscola e di una minuscolaì

Ecco una soluzione del problema :
r U s R T u S V t o

la cui teoria non è tanto semplice come potrebbe credersi.
Nella soluzione indicata gli spostamenti si fanno nell’ordine

alfabetico, R  su  r,  S su s, ecc.

Problemi ferroviarii.
I.  — Un treno N, in una stazione munita di un binario morto

che non può contenerlo tutto, dece lasciar passale oltre
un altro treno M che oiaggia nella medesima direzione.
Quali manocre sono da farsi ì

M N

Fig. 42.

Questo problema, ben noto e di continuo risolto special-
mente nelle stazioni italiane cosi scarse di risorse d’ogni ge-
nere, si potrebbe risolvere in un modo spicciativo seguendo il
consiglio che è dato in una nota molto candida d’ un libro
(d’altronde ottimo) del genere di questo ; e tale consiglio sa-
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rebbe di mandare semplicemente il treno N  a riposarsi nell»
stazione successiva provvista di tutte le comodità !

Non volendo correre il rischio d’una bocciatura in  tema  di
movimento, daremo la soluzione genuina del problema, del
resto abbastanza facile.

l.° 11 trenc N  viene immesso per una parte N 1 sul binario
morto, mentre la rimanente N "  rimane sul binario, oltre lo
scambio.

N*
MN"

Fig. 43.

2.S II treno M  oltrepassa lo scambio, prende la sezione N
l’altradell’altro e la immette sulla linea principale (flg. 44) e

N"
__________N‘ M

Fig. 44.

sezione N " con la macchina andrà ad occupare il binario morto. 
3.° Il treno M  parte e non resta che ricomporre il treno N.

N’ t N‘* M
Fig. 45. 

>*• — Un treno composto d'una locomotiva L di vetture merci 
M e di vetture viaggiatori V si trova in una stazione 
provvista rt’un binario di scambio S e d'un binarlo morto 
Z, sul quale trovanti dei vagoni m. Manovrare in modo 

che i vagoni m ed M prendano il posto gli uni degli altri
senza che abbia mai a trovarsi, alcun vagone sulla via
principale P scompagnato dalia macchina. 
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Soluzione. — Il treno prende m e li porta su S ; ripassa per
P  e riprende m. La locomotiva ripassa per P  e  si  colloca  a
sinistra di m, poi il tutto spinge V ed M  su Z\  L ed m ritor-
nano su S; L facendo il giro per A va a riprendere V che
unisce ad m e facendo ancora il giro, sola, viene a fissarsi in
avanti ad m.

Passeggiate di educande.

I.  — Le educande di un conoitto, in numero pari, canno ogn>
giorno a passeggio a due per due. Come si dorranno di-
sporre colendo che ogni ragazza si trooi successioamente
in compagnia di tutte le a ltre , ma una sola coltat

Supponiamo che siano 14 le educande. Dividiamo una circonfe-
renza in 13 parti uguali e mettiamo una delle lettere (P ) al cen-
tro e le altre nei punti di divisione della circonferenza in un
ordine qualunque ; tracciamo poi le rette della flg. 47. La di-
sposizione delle ragazze per la prima passeggiata sarà :

AP - BO - CN - DM - EL - FI - GH.
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Considereremo il reticolato rettilineo come un solo pezzo e
lo immagineremo rotato d’una divisione della circonferenza
nel senso delle sfere dell’orologio, rimanendo fisse le lettere
sulla circonferenza Cosi procedendo avremo per le successive
passeggiate le combinazioni seguenti:

OP  -  AN  -  BM  -  CL  -  DI  -  EH  -  FG  ;
NP  -  OM  -  AL  -  BI  -  CH  -  DG  -  EF  ;
MP  -  NL  -  01  -  AH  -  BG  -  CF  -  DE  ;
LP  -  MI  -  NH  -  OG  -  AF  -  BE  -  CD  ;
IP  -  LH  -  MG  -  NF  -  OE  -  AD  -  BC  ;

Osserviamo ora che si presenteranno due casi da conside-
rare, secondo che una delle lettere occupa il centro, ovvero
una delle divisioni della circonferenza. Affinchè la lettera che
è  nel  centro  si  trovi  in  gruppo  con  un’altra,  occorre  che  il
diametro dell’t'ndiee passi per quest’ altra, il che non avviene
che una volta con le rotazioni indicate. Parimente, perchè due
lettere della periferia siano nello stesso gruppo, è necessario
e sufficiente che la retta che le unisce sia perpendicolare al-
l’asse dell’ indice, e nelle rotazioni considerate sono sempre
differenti le direzioni dell’asse o quelle delle perpendicolari.

Resta cosi dimostrato che le tredici posizioni dell’ indice
danno tutte le soluzioni volute.

II.  — Le educande passeggiano ogni giorno per due, come ne
problema precedente, meno una che funge da monitrice.
Quali dovranno essere in questo caso le disposistoni delle
signorine per ciascuna passeggiata affinchè ognuna di esse
si troci una sola colta in compagnia di tutte le altre ed
una sola colta monitrice ?

ài disporrà tutto come, nell’esempio precedente (flg. 47) omet-
tendo soltanto la lettera del centro. A ciascuna rotazione la
monitrice si troverà in corrispondenza dell’ estremità del dia-
metro dell’indice, e le compagne saranno per gruppi all’estre-
mità delle corde perpendicolari ad esso.

i
.

i
r
e
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L ’un l’altro seguendo.

Abbiasi una (Uà di bambini in passeggiata l'uno dietro l ’a ltro .
Come si de cono disporre le Jlle nelle carie passeggiate
perchè ogni bimbo si traci una colta , sola, cicino a ciascun
altro ì

Si dovranno avere — ■ (n — i) avvicinamenti poiché ognuno

degli n bambini deve essere vicino a tutti gli altri, il che cor-
risponde alle combinazioni di n cose prese a due a due. Ma
ad ogni nuova fila si hanno n — 1 avvicinamenti, epperò il nu-

mero delle file possibili è cioè pari deve essere il numero

dei bambini.
Per ottenere tutte le permutazioni rettilinee giova ricorrere

all’artiflzio d’introdurre una lettera supplementare oltre quelle
che designano i bimbi ; si formano cosi tutti i turni pari di
n + i lettere ; poi si apre la fila in corrispondenza della let-
tera supplementare, e si sopprime detta lettera.

Il gioco del giro tondo.

I.  — Un certo numero di bambini danzano in tondo tenendosi
per mano. Come si dorranno disporre affinchè ognuno di
essi si troci successioamente cicino a tu tti gli a ltri sia a
destra che a sinistra, ma una sola co lta ì

Cominciamo coll’osservare che il numero totale dei bambini
dovrà essere dispari. Infatti in qualsiasi disposizione circolare
di essi, un bambino ha due vicini uno a destra e l’altro a si-
nistra, che in un’ altra disposizione non potranno più essere
gli stessi per l’ ultima condizione del problema; dunque tale
bambino si troverà a contatto con un certo numero n di
coppie di bambini e il numero totale di questi sarà perciò ;

2 f t  +  1 .

Designiamo ora i bambini con le lettere dell’ alfabeto ; divi-
liamo la circonferenza del circolo in 2 n parti uguali, collo-
ìhiamo 2 n lettere ai vertici del poligono regolare e la let-



- i n -

tera A sul diametro. Stabiliamo come prima disposizione dt
bambini una qualsiasi delle permutazioni circolari di 2n +
lettere :

A B C D E F G H 1 L M A

Fig. 48.

Per ottenerne una seconda consideriamo l’ insieme delfc
linee rette della figura come un’indice mobile che faremo &
rare d’una divisione nel senso delle sfere dell’ orologio, tr^
sportando la lettera A mentre le altre resteranno immoto
sulla periferia. Avremo cosi, seguendo la spezzata descritti
dall’ago, la seconda disposizione :

A C E B G D I F M H L A .
D

Facendo rotare l’ago nello stesso senso, di due, tre, ecc. & pi
visioni, si hanno le altre disposizioni •. i

A E G C I B M D L F H A  |
A G I E M C L B H D F A  J co
A I M G L E H C F B D A  Sb a
.......................................... | tr<
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In generale avremo cosi formato n perrhutazioni circolari
delle 2 n -f 1 lettere, tali che due lettere vicine in una di esse
non lo sono più in alcun’altra. Infatti non si avranno a con-
siderare che due casi cioè quello in cui una delie due lettere
e situata all’ interno e quello in cui occupa uno dei punti di
divisione della circonferenza.

1. ° Affinchè due lettere, una delle quali è A, siano vicine,
è necessario e sufficiente che il diametro dell’ago mobile passi
per l’altra, il che non ha luogo che una sola volta.

2.  ° Affinché due lettere della periferia siano vicine, è ne-
cessario e sufficiente che la lettera che le unisce sia parallela
ad uno dei lati del poligono dell’ago mobile; ora, tutte le di-
rezioni dei lati di tale poligono, nelle n posizioni dell’ago,
sono differenti.

II. — Bambini e bambine danzano in tondo dandosi la mano;
come sì- dorranno disporre i turni successici colendo che
ognuno dei maschi sia eterno, una sola colta, a ciascuna
delle bambine e che ognuna di queste sia cicina una sola
colta a ciascuno dei maschi '(

Siano A, B, C , ..........gli n maschi ed x, ,3,  y ,........... le n fem-
mine. Dovendo ognuno dei maschi trovarsi una vòlta vicino ad
una bambina si avranno n.’ di tali avvicinamenti ; ma in cia-
scun turno se ne hanno 2 n, dunque il numero totale dei turni

nt fi
deve essere ugaale al quoziente -y-  -- - ossitf a - y - ; sicché il

numero dei maschi deve essere pari.
Se ora dividiamo in n parti la circonferenza e congiungiamo

i punti a due a due otteniamo due poligoni regolari d i- y lati.

Disponiamo i maschi all’esterno e le femmine all’interno. Come
prima disposizione avremo per esempio :

A i B ^ C y D i E f F f

Facciamo rotare la stella di due divisioni a modo d’ indice,
cosi da ottenere lo spóstamento delle lettere greche, ossia delle
bambine, restando fissi i maschi ; se prima la bambina x si
trovava  tra  i  due  bimbi  A  e  B,  ora  si  troverà  tra  i  due C e D

4 — Ghkksi. — Matem. dilett.
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e cosi di seguito, per modo che dopo rotazioni si troverà j

nella posizione primitiva dopo essere stata vicina, una sola 1
volta, a tutti i maschietti.

A

Il giuoco si può fare anche con un numero dispari di maschi,
ma in tal coso si fa rotare l’indice d’un solo intervallo; allora
ogni bambina si trova due volte vicina allo stesso biifibo, una
volta a destra ed una a sinistra.

IH.  — Dieporre é prim i noce numeri in teri ai oertici e mi
lati d’un triangolo, in modo che la somma dei quadrati
dei quattro numeri situati su un lato sia costante, qua-
lunque sia il lato considerato.

Rappresentiamo con a, b, c, d,  e, /, g, h, i, i nove primi nu-
meri disposti sul perimetro d’un triangolo e ai vertici, in modo
da soddisfare alle condizioni dell’enunciato ; si ha per ipotesi:

a* + U* -f c* + d' =  S
a* + cs + r* + 9* = S (1)
g* + h* +  i*  +  a‘  =  S
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essendo S la somma costante incognita. Sommando membro
a membro si trova :

o* + <P + 9' -Ma* + 6* + cM-cP + e *+ -r  + g* 4- h* + i') = 3 S

Ora, la quantità in parentesi eguaglia:

9(9 + 1) ( 2x9 + 1) = 285
6

dunque :
a* + d* + p* = 3 (S - 95)

Risulta da ciò che la somma dei quadrati dei tre numeri
situati ai vertici del triangolo deve essere divisibile per 3, e
che, per conseguenza, questi quadrati sono della forma :

Mult.  di  3  o  Mult.  di  3  +  1

Le sole ipotesi ammissibili sul numeri a, d, g, sono  dunque:

a  =  3 d  — 6 p  =  9
oppure :

a  =  i  d  = 4 0 =  7
od ancora:

a  =  2 d  — 5 0 = 8

La prima ipotesi è inammissibile, poiché darebbe:

a* + d* + 0* = 126 = 3(S - 95)

da cui:
S = 137

La prima delle eguaglianze (I) diviene allora :

da cui
b*  +  c*  =  S  -  (a*  +  d»)  =  92

(h + c)* = 92 — 2b e
(b + c)* =  Mult. di 4.

La somma fr + c essendo pari, t e e sarebbe della stessa pa-
rità. Ora, combinando in tutti i modi possibili i numeri pari
2- 4-8 o i  numeri dispari 1 - 5 - 7 non si può ottenere come
somma dei quadrati di due qualunque tra essi, il numero 92.



Anche la seconda ipotesi è ugualmente da scartare poi
che dà :

da cui:
a* + d' + 9X = 66 = 3{S — 95)

S = 117

La prima delle uguaglianze (1) divine allora:

6* + c* = S — (a* + d’ ) = 120

od ancora:
(b -f c)’ = Mult. di 4

La parità di b è la stessa di quella di c, ma la somma dei
quadrati di due qualunque dei numeri interi 3, 5, 9, non può
uguagliare 120,  e  lo  stesso  è  della  somma  dei  quadrati  di  due
qualunque dei numeri pari 2, 6 od 8. Ci restano dunque i valori :

a — 2 d = 5 g — 8

dai quali deducesi-.

3 (S — 95) = 93 S = 126
quindi :

ò* + cs = 97
eì -\-f* — 37
h* + is = 58

D’ altra parte i sei numeri rimanenti 1, 3, 4, 6, 7 e 9 sono
tutti della forma :

Mult. di 3 o Mult. di 3 + 1

i loro quadrati sono per conseguenza di una delle forme:

Mult. di 3 o Mult. di 3 + 1

e siccome la somma S è divisibile per 3, ne risulta, poiché :

a* = 4 e d* = 25

che uno dei quadrati 6», e* è della forma: Multiplo di 3 +1, e
1 altro della fo.Hma Mult. dì 3. La stessa osservazione si applica
ai quadrati e\ /* ed h\ iK
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Inoltre, la somma b% 4- c* essendo dispari, uno di questi nu-
meri è pari e l’altro dispari. Non si può dunque avere che:

b =  t  o  7  3 0 «  4  o 6
con :

c  = 6 o  4  3  o 9  7  od  i

e l ’esame di queste varie ipotesi ci fa vedere che si ha:

b =  9  con  c  =  4  o b = 4 con con c = 9

Gli stessi tentativi fatti per e*,
1, 3, 6 e 7 ci danno:

f* con i numeri che restano

e = 1 con

oppure :

e — 6 con / = *
infine:

i = 3 con h =  7
oppure :

i = 7 con h = 3

Il problema ammette dunque la soluzione in figura.

5

Fig. 50.

Si può anche notare che si ha in pari tempo :

a + b 4- c + d =* d -f e -f / + g =* 20.
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ll gioco dei nove pedoni.

Disporre in quadrato nooe numeri in prog tessione aritmetica,
per modo che un numero d’angolo addizionato coi due nu-
meri oicim {perimetrali) fo rm i una somma costante.

Il problema è di facile soluziorie applicandovi l’analisi inde-
terminata. Si può renderlo più diffìcile, precisando quale dei
nume'ri dati n debba occupare la casella centrale. Siano dun-
que i numeri disposti nel modo indicato algebricamente in
figura:

a b c
a n e
r g h

soddisfacente al problema proposto. È facile vedere che con-?
siderando, per semplicità, i primi ntfve numeri naturali interi: ;

L°	 a + J i = c - f f 	 f
somma che indicheremo con A.  k

2. ° A ^ 5 A ^  15 f

3. ® A ed n sono di parità differente.

Infatti, indicando con S la somma costante a *+ b f
c + b + e ....... , si ha :

A + 2S=l - f - 2 + 3 - f ........+ 9 — n

Sia ora n = 7. Si dovranno esaminare i cinque .casi A = 6*H'
-10-12-14 da cui derivano le sette ipotesi seguenti per i va-"
lori di a, h. c, f.

1, 5, 2, 4 - 2, 6, 3, 5 — 1, 9, 2, 8

1, 9, 4, 6 - 2, 8, 4, 6 -  3,  9,  4, 8 - 5, 9, 6, 8

La prima può scriversi :

1 b
d 7

4 9
e
5



— 55 -

I numeri che restano essendo 3, 6, 8, 9 si vede che occorre
scrivere :

rf = 9 e = 8 6 = 6 g = 3

Si iianno altre soluzioni dalle altre ipotesi, la terza eccet-
tuata. Procedendo analogamente per n =  5,  6,  8  e  9  si  trovano
rispettivamente 1, 4, 4, 6 soluzioni.

Si può osservare che ogni soluzione relativa, per esempio,
ad n — 7,  ne  fornisce  una  relativa  ad n = 3; prendendo in tutti
i casi i complementi al IO se ne deduce che il problema am-
mette 42 soluzioni.

Del resto sarebbe facile fare tutti i terni possibili con i nove
numeri, cioè:

9 X 8 X 7
2X3 = 84 terni

e combinare quelli di ugual somma dei numeri che li com-
pongono, con ripetizione d’uno dei numeri stessi, come vedesi
da questa catena:

7 1 9 3 8 6
9 5 3 6 4 7

cui corrisponde la disposizione :
8  3  5
6  2  9
4  7  1



I  L A B I R I N T I

La leggenda ha attribuito ai Labirinti dell’antichità una ine-
stricabilita paurosa che deve intendersi in modo assai relativo,
1 labirinti dei quali le opere antiche ci donno molteplici e par-
ticolareggiate descrizioni ersno costruzioni a gallerie nume-
rose, le cui innumerevoli ramificazioni costituivano una grande
difficoltà ad uscirne per chi vi si avventurava alla cieca. Ifl
generale servivano come sepolcri, ed oggi non ce ne restano
più che poche tracce.

Sono celebri quelli che esistevano in Egitto; uno, detto la-
birinto di Mendes si trovava nell’ isola del lago di Meris ; l’altro
a sud-est dello stesso lago, detto dei Dodici-Signori, costrutto
da Psammetico circa il 700 a C,, era consacrato al sole e con-
sisteva in una serie di tempii congiunti tra loro o sovrapposti
che occupavano un’enorme estensione ; le vie di intercomuni-
cazione costituivano un aggrovigliamento inestricabile.

11 più noto dei labirinti antichi è però quello di Creta ohe il
re Minosse fece costruire per imprigionarvi il Minotauro e del
quale cosi canta Ovidio nella Metamorfosi (libro Vili):

Multiplicique domo, csecisqne includere tectis.
Dsedalus, ingenio fabrse celeberrimus artis,
Ponit opus ; turbatque notas, et lumina fiexum
Ducit in errorem variarum ambage viarum.
Non secus ac liquidus Phrygiis Mteandros in arvis
Ludit; et ambiguo lapso rettuitque fiuitque;
Occurrensque sibi venturas adspicit undas ;
Et nunc ad fontes, nunc in mare versus apertum,
lncertas exercet aquas; ita Deedalus implet
Innumeras errore vias ; vixque ipse reverti
Ad limen potuit ; tanta est fallacia tecti i
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La cui traduzione sarebbe:
.......................... e in un recinta

Di mille e ciechi muri imprigionarla.
Lo costruisce Dedalo, famoso
Per inventiva mente architettore ;
E similianti l’un all’altro i calli
V’apre, illudendo le pupille e il piede
Con tortuosi error. Come trastulla
Seco il Meandro nelle Frigie lande
Che incerto vassi e torna e la corrente
Mira venirsi incontro, e sta pensoso
Se alle fonti risalga o cerchi pace
Nell’ampiezza del mar; non altrimenti
Fece il maestro serpeggiar le vie
Dell’edifìcio ; si fallaci e tante
Ch’egli stesso ebbe impaccio e lunga briga
A trovarne l’uscita..........................

Realtà o leggenda? Fin dai tempi di Diodoro e di Plinio non
se ne trovavano più vesligia di sorta, il che farebbe credere
piuttosto alla leggenda sebbene i Cretesi vogliano ritenere
come resti del labirinto ove si smarrì la bella Arianna, figlia
di Minosse, certe caverne a gallerie coperte'che trovansi nella
loro isola rocciosa.

Il laberinto di Creta era rappresentato in varii modi e, tra
altri, in quello indicato nella flg. 51, sulle monete della città di
Gnosse ; tale disegno corrisponde a quello della flg. 52 disposto
in cerchio anziché in rettangolo.

La flg. 51 yenne d’ altronde interpretata anche come la ma-
niera in cui un certo numero di persone danzanti dovevano
tenere  in  mano  una  certa  corda.

Disegni analoghi, ma più complicati, si trovano in molti mo-
saici e gioielli romani, come pure ricamati su varii manti di
gala degli imperatoti romani.

Esistono pero realmente rovine di altri labirinti a Lemno,
Agrigento, Clusio. Quest’ ultimo edificio fu sepoltura di Por-
8enna secondo Varrone, citato da Pi inio, il quale lo dice un
monumento della follia e della vanità umana.

Le complicazioni geometriche del laberinto passarono nel
Medio Evo nei pavimenti delle chiese gotiche ; in alcuni casi
la Via Crucis era posta appunto sotto forma di complicati ri-
giri che .conducevano alle varie Stazioni terminando al Cai-
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vario. In Francia sono di tal genere i pavimenti
drali di Reims, Chartres, Sens, Amiens, Bayeux,

delle catte-
eco. Quelli

di Chartres e di Bayeux esistono ancora, come pure quelli di-
S. Maria in Trastevere a Roma e di S. Vitale a Ravenna. -•

Queste riproduzioni più o meno complicate di labirinti 8°'*
tichi si devono probabilmente alle applicazioni che se ne
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cero, come si è detto,-sotto l’ Impero romano. Decorazioni di
tal genere, costituite da una specie di nastro senza fine si
trovano pure sui muri nel Duomo di Lucca, d’Aix (Provenza)
e di Poitiers.

In Inghilterra si tracciavano sentieri di tal genere in mezzo
a prati confinanti con Conventi e probabilmente i frati dove-
vano percorrerli per esercizio religioso. Se ne possono vedere
ancora alcuni, per esempio, a Rockliff Marshes (Cumberland),
Asemby (Yorkshire), Alkborough (Lincolnshire), Wing (Rutlan-
dshire), Boughton-green (Northnmptonshire), Comberion (Cam-
bridgeshire) SafTron Walden (Cantone d’ Essex), Chilcombe
presso Winchester.

Fig. 53.

I labirinti più moderni, introdotti in Inghilterra dall’ Italia
durante il Rinascimento, erano annessi ai palazzi od ai grandi
castelli costrutti sotto i regni dei Tudor e degli Stuardi. Quello
unito al castello di Hampton Court presso Londra (soggiorno
prediletto di Guglielmo III) è abbastanza complicato (fìg. 53)
ma siccome non contiene nodi d’ ordine superiore al 3, si può
percorrerlo abbastanza facilmente: tenendo sempre la destra,
per esempio.

I laberinti, se anche non se ne conosca la pianta, si possono
percorrere senza smarrirsi tenendosi sempre vicino ad uno
stesso lato, destro o sinistro, della via, galleria, nastro, ecc.,
che li costituisce.

Passiamo ora a dare la dimostrazione di tale possibilità.
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La teoria dei labirinti rientra in quella dei percorsi continui
studiata in un § precedente, poiché possiamo considerare i cro-
cicchi di un labirinto come nodi d’una figura geometrica le
cui linee sarebbero le congiungenti di tali nodi ossia le vie,
gallerie, ecc. del labirinto.

Immaginando di percorrere due colte ciascuna delle vie del
labirinto, ogni nodo della figura geometrica ad esso corri-
spondente risulterà pari epperò, per la regola già enunciàta,
sarà sempre possibile percorrerlo tutto quanto, da qualsiasi
punto si parta. In questa supposizione non si segue certamente
la più breve via per percorrer il labirinto, ma si é certi di rag-
giungerne il centro ad un dato momento e di non smarrirsi.

Sempre in base alla teoria dei percorsi continui, diremo che
un labirinto si può sempre percorrere tutto quanto in un sol
trattq quando non presenti altri nodi d’ ordine dispari che
l’entrata ed il centro.

Le regole trovate da Trémaux per percorrere i labirinti si
possono cosi riassumere, chiamando crocicchi oecchi, quelli
che furono già percorsi una volta e nuoci quelli che ancora
non furono mai seguiti.

1. ° Quando si perviene ad un crocicchio nuovo si può se-
guire una via qualsiasi.

2. ° Quando si perviene per una via nuova ad un crocicchio
vecchio od all’estremità cieca d’ un corridoio si retrocede se-
guendo la via già percorsa.

3. ° Quando si perviene per una via vecchia ad un crocicchio
vecchio, bisogna avviarsi per una via nuova se esiste, e in caso
contrario si deve seguire una via antica.

i  ° Ogni via già percorsa due volte deve lasciarsi da parte.
Si può osservare ancora che, giunti ad un crocicchio qual-

siasi di tutte le vie che le regole enunciate permettono di se-
guire, è da preferirsi la più prossima sia a destra che a sini-
stra, il che corrisponde al percorso più semplice.
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Linee geodetiche.

1 Ecco un esempio semplice di ricerca di linee geodetiche cioè
linee di minimo percorso fra due punti su di una data super-

j flcie. Nel nostro caso si tratta di superftci piane e quindi il
t problema non offre alcuna difficoltà. Eccolo sotto una forma
j piuttosto puerile.

j Jn una stanza di forma parallelepipeda i l paoirnento è un.
| rettangolo di metri 5 per 7 e l'altezza è di m. 4. Sulla oer-
i ticale del mezzo d’una delle pareti m inori , a 50 cm. dal
1 soffitto, sta un ragno che ha preso di m ira una mosca si-
t tuata sulla parete opposta, sulla oerticale nel mezzo di
? essa e distante cm. 50 dal paoirnento. Quale è la eia piti
{ breve che possa seguire il ragno per raggiungere la mosca
| supposta immobilizzala dal ter ro re ?

| La flg. *4 rappresenta lo sviluppo in piano delle facce del
1 prisma costituente la stanza. Siano Z  il pavimento, Y e W le
i pareti maggiori, X il soffitto ed V la parete sulla quale, in Af,
* dovasi la mosca. La parete opposta ad U potrà avere, nello
| sviluppa una deue quattro disposizioni (i ) (2) (3) (4) nelle quali
\  ̂  indica la posizione del ragno. Parimente, la parete V  potrà
| avere una delle quattro posizioni 1 -11 - 111 - IV. SÌ potranno
! untlua condurre da M  a R nelle varie posizioni 4X 4 cioè
| rette che rappresenteranno i possibili percorsi del ragno.
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Fra questi si tratta di determinare quale sia il minimo. Non si
può stabilire per questo una regola generale, come vedremo.

Indichiamo, in generale con a la distanza del ragno dal sof-
fitto, cioè Rt S e con c quella della mosca del pavimento Mx  G
e, per semplificare, supponiamoli entrambi sulla verticale del

Fig. 54.

mezzo della parete rispettiva, come è indicato nel problem
Siano b la lunghezza G H della stanza, m la larghezza D i
n l’altezza CD.

Potremo cosi esprimere nel modo seguente le lunghe '̂1
delle 16 congiungenti di M  con R, che indicheremo r i s p e t t iv i
mente con Ut) - 1(2),....l l( i) - H(2) ......  ecc.



- 	 r.	3	 -

1 (1)  (-y- + b + cj + (a  + n + - ~ - J = k,1

I (2) (a + b + c)’ + (m -f a)*- = k,’

1 (3) i ~ -  + 6 f- cj + [n - a + ~ -J  = k,*

I (4) — a = k«

II (1) (m-fiiJ’ -f-Ca + m - f - n -  O*  =  k5*

U(2)  ( a + 6 + ^ _ )J+ (- y - 4 - r t - c ) ‘ =  fe«*

li (3) (m + &)* + (n — a — e? = k7’

11(4) ( n - a  + * + -y-J,+ (y - + cJ,=,/r1,«

Valori di k*

2330

1600

1658

1764

2969

1873

1961

1849

2340

1658

1864

2258

2845

1845

2197

2501

III (1) ( ~ ~  +  6  + a - c ) ’ + ( a + - Y ) f = k *

Hi (2j n  — c -}“ b "4" Of — ̂ io

IH ( 3 ) ( y + H a - c ) ‘ + ( y + o j*= ku‘

IH (i) (n — a + b~\-n — c)’ 4- (m + a)’ = k„*

| IV (I) (m + 6)* (a — c — a}* = k15*

Ì IV (2) + b 	 -f + ^a - c + = klt*

? IV (3) (m  - f  i/)J  4  (a  —  c  f  m  - f  a ) '  =  k , s*

■ IV (4) + 0 4- y j -f 2̂ a — c + y j = k ll

2258

1764

2258

3280

2385

1681

2385

3385

1864

1658

•2340

3800

2197

1845

2845

4517



Ora,  a  Seconda  dei  valori  di a, 6, c, m, n, risulta minimo uno j
piuttosto che un altro dei 16 percorsi. Basteranno due esempli:

per: a =  1 £> = 30 c — 1 m=12 n = 12

si hanno per k i valori indicati nella prima colonna, e per:

a = 1 £>=30 c = 1 m  =  16  n  = 12

si hanno quelli della seconda colonna ; da essi risulta che, nel

primo caso, il percorso minimo è la kt = T(2) = V̂ lfiOO = <0 e

nel secondo è invece kl0 — I II (2) = \/i681 = 41.

i l .

Si dioidano t lati d’un quadrato in n parti uguali e si con•
ducano per i punti di dioisione altrettante parallele al'
lati del quadrato, che risulterà cosi scomposto in n% qua-
drelli uguali. Per passare da un certice del quadrato  daioj
a quello opposto, si possono seguire tali parallele pa-i
recchie linee spezzate digerenti, fra le quali ce ne sono rfi]
minime ed eguali fra loro; quante ?

Questi percorsi minimi sono tutti uguali alla somma di due
lati del quadrato dato cioè dì 2 n piccole divisioni. Inoltre essi
comprendono tutti n divisioni orizzontali ed n verticali. Il pro-
blema rinviene dunque a trovare il numero delle permutazioni
con ripetizione, di due sorta di linee ripetute ciascuna n volte'
Tale numero è dato dalla formula :

• Cn _ 2 n 12 n — 1) (2 n — 2)
*" 1*2-3 ......

(n + 1)
n

Questo quoziente, è appunto uguale alla somma dei quadratlj
dei coefficienti del binomio di Newton e si può anche scriverloJ
sotto questa forma :

2-6-10-14 (4 n - 21
1-2-3 n

111.
Partendo da x tflg. f&) per andare in y , toccando i punti a, M

c,  d,  e, e percorre'ndu soltanto delle diagonali, quale è
percorso minimo ? Quale è il massimo ?



65  -

L -
sono 5

stano
: è x, i

Notando che dai punti x , b, e, y , le diagonali possibili
,  e  da  a,  c,  d  sono 6, si trova che i percorsi che soddi-

s f i condizioni stabilite sono 71 e fra essi il minimo
'• a> h, c, d, y e il massimo è x , c, b, d, e, a, y .
Ohisksi.  — Matem. dilett.
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li. — Nella flg. 57 per andare da x in y per sole diagonali il
percorso minimo è x^ .e.d .c .b .y ed il mossimoé x,c,a, d,b,e,y.

Fig. 57.



PROBLEMI DIVERSI
SULLA SCACCHIERA

Begine.

I.  — Disporre  otto  regine  sulla  scacchiera  in  modo  da  co-
mandare il minor numero possibile di caselle.

Una soluzione del problema sarebbe la seguente, nella quale
abbiamo undici caselle che non sono sotto scacco. Si può ot-

Fig. 58.

tenere lo stesso risultato con altre disposizioni. Non si ha fl-
nora una soluzione che lasci più di 11 caselle libere, nè una
‘mostrazione che ciò sia o no possibile.
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I I .  — D isporre  su  di  una  scacch ie ra  n re g in e  (n  < 5) in modo
da com andare i l m a g g io r n u m e ro po ss ib ile di caselle.

Esempio. —  Si  possono  disporre  quattro  regine  in  varie  ma-
niere, in modo da comandare 58 caselle oltre quelle che occu-
pano, sicché non ne restino che due sole che non siano sotto
scacco. Ecco le disposizioni :

Fig. 59.

Fig. 60

Si potrebbe proporre un problema analogo in questi termini
Determinare il numero minimo di regine e le posizioni ù
cui occorrerebbe disporle su di una scacchiera di m* casett
perchè tutte le caselle risultassero occupate■
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Problema delle otto regine.

Su di una scacchiera comune, cioè di Si caselle, si tratta di
collocare otto regine in modo che nessuna di esse possa
esser presa da una delle altre , i l che corrisponde a di-
sporle in modo che due qualsiasi non si trovino mai su di
una stessa retta parallela ad uno dei lati della scacchiera
né ad una sua diagonale.

Questo problema venne proposto la prima volta da Nauck ;
fu risolto nel 1850 da Gauss che ne trovò tutte le 92 soluzioni.
Molti altri matematici se ne occuparono, e il Prof. Glaisher
dell’Università di Cambridge ne fece l’estensione al caso di 6-7
regine per scacchiere quadrate di 36 o 49 caselle.

Nel 1874 il Dr. Gùnther ne diede una soluzione basata sulla
teoria dei determinanti. Censideriamo, per semplicità, una
scacchiera di 25 caselle. Otterremo le posizioni possibili delle
cinque regine sviluppando il determinante:

a. bt C, dt et
«• 6. Ci d»

V3 & «5 c,
à< & a7

v7 a»

nel quale ciascun elemento rappresenta la corrispondente ca-
sella della scacchiera e lasciando da parte tutti i termini nei
quali, sia una stessa lettera, sia lo stesso indice, figura più di
una volta.

Infatti ciascun termine del determinante contiene soltanto
un elemento preso in ciascuna linea orizzontale e in ciascuna
colonna verticale epperò indicheranno posizioni sulla scac-
chiera nelle quali le regine non possono essere prese l’una
dall’altra, limitandone i movimenti a quelli della torre. Inoltre
nel determinante le lettere e gli indici sono disposti in modo
che la medesima lettera e il medesimo indice figurano nel
senso delle diagonali, cioè nel senso del movimento dell’alfiere;
perciò se non conserviamo che i termini nei quali tutte le let-
ere 6 tutti gli indici siano differenti, essi rappresentano le ca-

selle della scacchiera sulle quali le regine non potranno esser
prese tra lóro con movimenti uguali a quelli deU’alflere.
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Il d e te rm in a n te in d ica to c o n tien e 120 te rm in i ,  ma uno di j
8® o rd in e  ne  con tien e  1  •  2  :  3 ..... 8 o ssia 40320; ne segu e che
m eto do  di  G ù nther  non  è  p ra t ic a m e n te  a p p lic a b ile  a lla  solu-1
zione de l p rob le m a d e lle o t to  r e g in e  a  m e n o  di  tro v a re  uiw  !

m an iera  sem plice ,  ra p id a ,  d i  riconoscere  ì
te rm in i  da  c o n s e rv a r e  n e llo  sviluppo  del

d e te rm in a n te .
D a rem o a lcu n e s o lu z io n i, in d ican do eoa

c ifr e  la  p os iz ion e  d e l le  r e g in e  su lla  scac-
c h ie ra  ;  co s i  p e r  una  s c a c c h ie r a  di  quattro
c a se lle  d i  la to ,  2413  in d ic h e rà  c h e  la  prima
re g in a  si  t ro v a  n e lla  s ec o n d a  ca s e lla  della
pr im a co lon n a ,  la  s ec on da n e lla  quarta  ca-
sella  de lia  secon d a co lon n a ,  ecc .,  com e va
desi n el la flg .  61.

L e so luz ioni fo n d a m e n ta li posson o d a r  lu o g o a due, quatta  j
od o t to  so luzion i,  com e ved es i  n e l  s eg u en te  p r o s p e t to :

F ig . 61.

Caselle
della

S olu zion i fo n d a m e n ta li

scacchiera da 2 so luz ion i da  4  so lu z io n i da  8  so lu z ion i

4'
!

3U2 | — —

5* 25314 j 14253

6* ,  i 246135

7* — 5724613 1357246
— 2574136 3572461 -4613572
— — 3162574

8* 35281746 46152837 - 61528374
35841726 - 58417263
72631485 - 57263148
16837425-48157263

| 51468273-42751863
; 51863724

Il  p rob lem a de lle  o t to  reg in e  cons iste  n e llo  s c e g l ie r e  fr®  '*1
soluzion i d elle o tto t o r r i (v, o l tr e ) l e p erm u ta z io n i n e lle qu8̂
la d ifferen za assoluta di due c ifre qua ls ian s i non s ia ugu®^!
a lla  d iffe renza  de i  p osti  o ccu pa ti  d a  q u este  du e  c ifr e  n e lla  p*r' l
m utazione  cons idera ta  ;  il  ch e  r in v ien e  a  te n e r  c o n to  de l  ai0‘j
v io len to  d e ll’ a l fie re  u n itam en te  a  q u e llo  d e lla  to r re .
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Tutto si riduce dunque a trovare i numeri di otto cifre for-
mati delle otto prime cifre, tutte diverse ma in un ordine qua-
lunque, per modo d ie la differenza di due tra esse sia diversa
dalla  differenza  dei  posti  che  essi  occupano.

Tali numeri, o soluzioni, in numero di 92, trovate separata-
mente da Gùnther e Gloisher e da Bella\itis, sono riuniti nel
seeuente quadro, che si può costruire con un metodo assai
semplice, dovuto a Gauss.

i 1586 3724 24 3681 5724 47

-----—

5146 8273 » 6318 5247
2 1683 7425 25 3682 4175 48 5184 2736 71 6357 1428
3 1746 8253 26 3728 5146 49 5186 3724 72 6358 1427
4 1758 2463 27 3728 6415 50 5246 8317 73 6372 4815
5 2468 3175 28 3842 1625 51 5247 3861 74 6372 8514
6 2671 3864 29 4158 2736 52 5261 7483 75 6374 1825
7 2574 1863 30 4158 6372 53 5281 4736 76 6415 8273
8 2617 4835 31 4258. 6137 54 5316 8247 « 6428 5713
9 2683 1475 32 4273 6815 55 5317 2864 78 6471 3528

10 2736 8514 33 4273 6851 56 5384 7162 79 6471 8253
il 2758 1463 34 4275 1863 57 5713 8642 80 6824 1753
12 28tl 3574 35 4235 7136 58 5714 2863 81 7138 6420
13 3175 8246 36 4286 1357 59 5724 8136 82 7241 8536
14 3528 1746 37 4615 2837 60 5726 3148 83 7263 1485
15 3528 6471 38 1682 7135 61 5726 3184 84 7316 8524
16 3571 4286 39 4683 1752 62 5741 3862 85 7382 5164
17 3584 1726 40 4718 5263 63 5841 3627 86 7425 8136
18 3625 8174 41 4738 2516 64 5841 7263 87 7428 6135
19 3627 1485 42 4752 6138 65 6152 8374 88 7531 6824
20 3627 5184 43 4753 1682 66 6271 3584 89 8241 7536
21 3641 8572 44 4813 6275 67 6271 4853 90 8253 1746
22 2642 8571 45 4815 7263 68 6?17 5824 9t 8316 2574
23 3681 4752 46 4353 1726 69 6318 4275 92 8413 6275

Si colloca dapprima una regina nella prima casella nella
prima colonna a sinistra ; se ne colloca poi una nella seconda
o onna nella casella meno alta che sia possibile, e cosi di se-

gui o, cercando sempre di collocare una regina in una nuova
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colonna a destra il più basso possibile, tenendo sempre presente
la regola del gioco riguardo alla presa possibile da parte
delle regine già collocate.

Quando non si può più collocare nessuna regina nella sua
colonna, si alza quella della colonna precedente di una, due
caselle e si continua sempre, secondo lo stesso metodo a non
alzare una regina che quando non vi sono più posizioni am-
missibili per P insieme delle regine da collocare a destra.

Ogni volta che una soluzione è trovata la si scrive secondo
la notazione convenuta, e le soluzioni risultano in tal modo
allineate nell’ordine numerico della notazione.

Se ne può fare una verifica riunendo in uno stesso gruppo
tutte le soluzioni che si possono dedurre da una prima, me-
diante la rotazione o il rovesciamento della scacchiera o ne-
gli altri modi precedentemente indicati.

Fig. 62. Fig. 63.

r / l t !T u e ST6° ? “ °  " fondamentali e ad altre
far rotare la w ,', !CeS iniJ dedurre da quelle immaginanti
al  molTmeato™  l e ' " , ^ ? ! • »
d a ; . . .  ,1 .p„6  p a i : ; : “ s s  s r « d a u a  s o t o l

d u r'r e ^ r fir ^ ^ à lir e irir fi^ rn 	 68241753	 ®	 26174835-	 Si	 Può
della scacchiera d’nn & da* 8 154mediante nuove rotaz
possono ottenere dalle due"™-*** ?ir° ’ le relative notazioi
le cifre in ordine inverso • PFnne in questo «lodo. Scriviana

68241753
35714286

26174835
53847162
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prendiamo il complemento di ciascuna cifra al 9
64285713 46152837

e  queste  saranno  le  notazioni  delle  flg.  64  e  65.

64- Fig. 65.

La flg. 66 rappresenta una soluzione che dà luogo ad una
sola soluzione derivata, poiché facendo rotare la scacchiera

Fig. 66.

d un mezzo giro si
rotazione sommata
numero dì soli 9.

ritrova la stessa disposizione. La relativa
col numero rooesciato dà per somma un

46827135
53172864

9Ì9 9 9Ì9~9
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Abbiamo veduto clie si possono avere soluzioni die non
diano luogo a nuove soluzioni derivate quando si faccia ro-
tare d’uno o più quarti di giro la scacchiera Questa soluzione
singolare non può presentarsi che quando il lato dello scac-
chiera contieme un numero di caselle multiplo di 4 o di 4 + 1,
Questa regola soffre però eccezione per la scacchiera di otto
caselle di lato.

Sono esempi di queste soluzioni la 2413 per la scacchiera di
16 caselle e la 25314 per quella di 25 caselle.

Si può notare che ancora una qualsiasi delle disposizioni con-
siderate si può invertire come se se ne considerasse l’ immagine
in uno specchio, il che corrisponde allo scriverne la notazione
a rovescio.

Cavalli.

Qual’è il numero massimo di caoalli che sì possono disporci
su di una scacchiera di m* caselle, in modo che tutte le
caselle siano -occupate o cedute, senza che due caoalieri
siano in mutua presa ?

11 numero richiesto sarà nel caso che m sia pari, ed-^-y-"
nel caso in «uì sia dispari.

Venne pure proposto di : Trooare il minimo numero di cfr
calti che si possono disporre su di una scacchiera di m* ca-
selle in modo che tutte siano occupate o cedute, senza che da(
caoalli siano in mutua presa.

Fig. 67.

a C d

D C

11 ì  A c

rroDiema di Guarinì. — Abbiasi una scacchiera di 9 C89<
e si dispongano nelle caselle (ftg. 67) perimetrali dei cavalli
gioco dì scacchi nel modo seguente :

del

n e d due cavalli bianchi
b e  c  »  >  neri-
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Si trotta di spostarli in modo cìie i cavalli bianchi vengano
ad occupare le caselle b, e e viceversa quelli neri le caselle a, d.

La soluzione è assai semplice. Si portano i pezzi da a in A,
da b in B, da  c  in C e da d in D. Poi da A in d, da B in a,
da C in b e da D in c. Si ottiene cosi lo stesso effetto come
con una rotazione della scacchiera di un quadrante. Si ripe-
tono allora i movimenti, ossia si spostano successivamente i
pezzi da a in A, da b in B, da c in C e da d in D ; poi da A
in  d,  da B in a, da C in b e da D in c, e si ottiene cosi la so-
luzione cercata.

L’ insieme dei percorsi-dei cavalieri
costituisce un ottagono stellato (fìg. 68)
una  metà  del  quale  è  descritta  da  cia-
scuno dei cavalieri.

Il salto di cavallo. — È ben noto
questo problema geometrico che con-
siste nell’ occupare successivamente
una sola volta tutte le caselle della
scacchiera facendo muovere un solo
pezzo, il cavallo.

Numerosissime ricerche furono fatte in proposito, le quali
stanno ad affermare quanto sia arduo lo studio matematico
del gioco di scacchi tentato dal russo Jaenisch ; diffìcilmente
la mente nostra può afferrare ii complesso dèli’ intricata rete
di movimenti possibili nella cerchia delle regole di gioco,
coi 32 pezzi della scacchiera.

Indicherò alcune fra le tante soluzioni del problema propo-
ste dai molti cha se ne occuparono (Eulero - De-Moivre - Warn-
sdorff - Roget, ecc.).

Fig. 68.

Se la scacchiera ha numero pari di caselle, il percorso da
seguire può essere rientrante o no, ma se tale numero è di-
spari il percorso non può essere rientrante perchè l ’ultima,
mossa del cavallo lo porta su di una casella dello stesso co-
lore di quella di partenza e quindi nessun movimento di salto
potrà riunire tali due caselle.

Nelle antiche soluzioni di De Montmort e De Moivre, appli-
cabili a scacchiere d’un numero qualsiasi di caselle, si suppone
la scacchiera divisa in un quadrato centrale di 16 caselle cinto
da una fascia di 2 caselle. Se all’ origine, il cavallo si trova
sopra una casella della fascia, esso si sposta lungo tale fascia
e sempre nello stesso s e n s o * in  modo  da  toccare  ciascuna  ca-
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sella, non penetrando nel quadrato centrale che in caso di
assoluta necessità. Quando le caselle della fascia sonrf state

Fig; 70.

occupate tutte è facile proseguire nel salto sino alla fine. Se
il cavallo era all’origine su di una casella del quadrato cen-
trale, si procede in senso contrario.
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La flg. 69 corrisponde ad una soluzione per scacchiera di 64
caselle. La flg. 70 rappresenta una soluzione a percorso rien-
trante, di Eulero, per scacchiera di 36 caselle.

La regola data da Eulero, che é applicata nella flg. 7i ad
uno dei casi più difficili, consiste in questo. Si comincia a muo-
vere il cavallo comunque, fino a che esso non possa più spo-
starsi; sia i • 2 • 3 .........60 il percorso cosi effettuato, in modo
che non restino più da occupare che quattro caselle a,  à,  c, d

Si comincia col rendere rientrante il percorso da i a 60. La
casella 1 comanda una casella p che sarà 32, 52 o 2 ; la casella
60 comanda una casella q che sarà 29, 59 o 5i. Se due di tali
valori di p e q differiscono tra loro d’una unità, come nel no-
stro caso avviene per i valori p — 52 q — 51, la via può essere
resa rientrante. Cosi le caselle 1* 2-3  •••• 5i : 60 - 59 ••••52
formano un percoso rientrante di 60 movimenti. Quindi so-
stituendo i numeri 60 • 59 •••• 52; con 52 • 53 ••*• 60, i salti sa-
ranno numerizzati consecutivamente. Si tratta ora d’ intro-
durre nel percorso le caselle a, 6, d. Nel nuovo diagramma
di 10 caselle formato nel modo indicato, la casella a  comanda

• le M, 53, 41, 25, 7, 5 e 3. È indifferente la scelta di una o di
^ altra di esse; scegliamo il 51: esso deve essere messo al-
7 1 ultimo posto nel percorso delle 60 caselle, in modo che po-

tremo proseguire coi movimenti a, b, d. Per conseguenza, se
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si aggiunge 9 = 60 — 51 a ciascun numero del diagramma co-
strutto, sostituendo 61 • 62 • 63 •••• 69 con 1 • 2 • 3 •••• 9 si ottiene
un percorso partente dalla casella occupata primitivamente
dal 60, il sessantesimo movimento si fa sulla casella occupata
all’origine dal 51 e i movimenti 6imo 62m(> 63mo ci conducono ri-
spettivamente alle caselle a, b, d.

Passiamo ora ad introdurre la casella c. Poiché e comanda
la casella che attualmente porta il n.° 25, e che 63 comanda
la 24, si può operare come precedentemente si è fatto per ot-

Fig. 72.

tenere una via rientrante. Infatti le caselle 1 - 2 * 3 ......
62 - 63 — 25, c costituiscono un salto di cavallo ; sostituiamo
63 - 62 ••••25 con 25 • 26 *••• 63 e allora il 64 cadrà sulla casella*
Si ha cosi un percorso che copre senza lacune la scacchiera-

Occorre in ultimo rendere questo percorso rientrante. A tal
uopo le caselle 1 e 64 debbono essere situate una presso l’altra
e ciò può òttenersi nel seguente modo : Prendiamo una della
caselle comandate da 1,  la  28  p.  es..  la  quale  a  sua  volta  co*
manda 1 e 27. Per conseguenza le caselle 64 - 63 — 28 ; 1 • 2•3
• •••2/ costituiscono un percorso e potremo rappresentare qu®*
sta disposizione sul diagramma sostituendo i numeri 1 •2 • * • ■27
con 27 • 26 — i.
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Oro,	 lo	 coseno	 occupato	 do	 1	 comanda	 le	 cosette^. » . 	 “ •
u 16 e 28 e la casella 64 comanda le 13, 43, 63, 35. Le c

le « ;  U  « 14 essendo consecutive, ne segno che le caselle
a 63.... 14 • 1 • 2 • 3 • ■ • • 13 formano un percorso. Quindi sosti-
tuendo i numeri 1 . 2 -8  .••• 13 con 13 • 12 •••• i si ottiene un per-
corso	 rientrante che copre la scacchiera e che é rappresen-
tato dalla ftg. 72.

Eulero dimostro la possibilità di dedurre da un percor
rientrante qualsiasi, altri sette percorsi rientranti.

Si può anche far cominciare il percorso da una casella de-
erm nata e farlo terminare ad una casella pure determinata.
Altre modificazioni a questo suo metodo furono studiate da

per la tta rlo » casi comprendenti condizioni restrit-
dèhhnn! 6 l d esempi0’ il seguente nel quale le prime 32 mosse
chiera Senz& invade ê 1,£dlra meta della scac-

J’EuletoVl6116 32 m°SSe pUÒ essere determinato col metodo
caselle ner™™ 32 ° ciascun0  dei numeri iscritti nelle
rispondente di 6 ne e Pr‘me 32 mosse, si ottiene una serie cor-

mosse da 33 a 64 che coprono l’altra metà delia



scacchiera. Ma generalmente, la 33 non è comandata dalla 32
quindi non dà il passo al cavallo, come pure la 64 non è co-
mandata dalla 1.

Nondimeno Eulero dimostrò la possibilità di effettuare le
prime  32  mosse  in  modo  tale  che  facendo  rotare  di  due  angoli
retti la metà della scacchiera contenente i movimenti da 32
a 64, i due percorsi non ne formano più che uno solo rientrante.

Se  indichiamo con x  ed y le coordinate di una casella qual-
siasi rispetto a due lati consecutivi della scacchiera, possiamo
chiamare complementare quella le cui distanze dai lati oppo-

{ a e g f a e g

e g f a e g f a

a f g e a f g e

g e a f g e a f

f a e g f a e g
e g f a e g f a

a f g e a f g e

g e a f g e a f

candoTa S a ! . T nte Ug?ali ad * e y. Cosi x  ed  y indi-
e <9 —x 9 _ oftpo 8 riga d' una casella, le due caselle (£C, if!
di Eulero dui ^ <TomPlementari Quindi nella soluzione

in	 r 	 c o m p ie r n e
mentane della P10,la ca8ella (7, 3) è compì*'

11 metodo di da 27 e 59 = 27 + *

chiere  rettangole  o  a  forma di  c r o c T ^ 0 8PplÌCQbÌle 8 8C8*

sivo di percorsi^si'mmetr^011!01 " e.11!73 è basata sull’uso esclu-
sella iniziale, ma riuniti r̂ncciati senza vincolo con la ca-

’ 18 r,umtl  ,n  u,ti™  in  modo  da  rendere  possi-
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bile al cavallo di partire da tale casella. Questa soluzione servi
di base ai metodi moderni fra i quali quello del Dr. Roget è
uno dei migliori.

Si divide il percorso in quattro circuiti da potersi combinare
in modo da permettere al cavallo di partire da una casella
qualunque per arrivare ad altra casella qualunque, di diverso
colore. Si ha dunque un percorso rientrante se si sceglie la
casella d’arrivo fra quelle comandate dalla casella d’origine.
La regola di Roget è applicabile solamente alle scacchiere di
(4n)* caselle.

|| Nel caso della scacchiera.comune di 64 caselle, si comincia
H col dividerla in quattro quadrati di 16 caselle ciascuno; ognuno

di questi quadrati può a sua volta essere scomposto in quattro
* gruppi di quattro caselle ciascuno formanti un percorso di ca-

vallo; nella flg. 74 le caselle dello stesso gruppo sono indicate
| con lettere uguali, due vocali e due consonanti. Le 16 caselle
t segnate con le stesse lettere possono essere disposte in modo
|c da costituire un circuito a salto di cavallo. Se la scelta della

casella finale non è fissata il percorso potrà essere rientrante,
... ae ^ua* cas0 s' P°^r® fare in modo che il percorso dei ca-

di quattro caselle omonime sia lo
esempio, nella flg. 75 tutti i gruppi che coni-
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prendono la lettera / sono disposti in modo da formare un
circuito a salto di cavallo: cosi pure quelli corrispondenti alle
lettere g,  a,  e.

Il problema consiste nel formare, coi quattro circuiti, un
percorso di salto di cavallo da una casella data ad altra pure
data (ma di diverso colore) coprendo tutta la scacchiera.

Si può risolverlo seguendo queste regole :
t.® Se le caselle di partenza e d’arrivo sono designate l’una

con una consonante e l’altra con una vocale, si seguono alter-
natamente'circuiti rappresentati da consonanti e da vocali,

— r

c
A l

.  \y

.
Fig. 76.

cominciando, da quello di 16 caselle contraddistinto con la 1̂ '
tera della casella iniziale e terminando con quello contraddi*
stinto con la lettera della casella Anale.

La flg. 76 dà un esempio di tale soluzione.
2.° Se entrambe le caselle di partenza e d’arrivo sono de*

signate con vocali o consonanti, si sceglie dapprima una C®'
sella M che appartenga allo stesso circuito della casella ftnal®
2. e  ad  un movimento  dì  distanza  di  questa  casella  ;  si  scegli
poi una casella N  appartenente a specie differente da quell®
della casella Z  e a un movimento di distanza di M, doppi®
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operazione che é sempre possibile. Lasciando allora in disparte
le due caselle Z  ed M  si può, seguendo la regola già indicata,
passare dalla casella iniziale alla N  in 62 tratti e da N  a Z
in due.

Bisogna però evitare che nei primi tre circuiti il percorso
non termini né ad una casella d’angolo nè, possibilmente, ad
una di perimetro. È pure preferibile, tenendo calcolo di tali
indicazioni, di seguire percorsi rientranti e di prendere cia-
scuno di essi o ciascu-
no dei gruppi di quat-
tro caselle, nello stesso
senso di rotazione.

Fig. 78.

Nella flg. 77 sono indicate con A la casella di partenza, con
Z quella d’arrivo, ecc.

La flg. 78 indica una delle soluzioni possibili.
Quanto al numero dei possibili percorsi tra due caselle pre-

stabilite non fu precisato finora in modo assoluto, ma si trovò
che é più grande di 31054144 e minore del numero delle com-
binazioni di 168 oggetti presi 63 alla vo lta , il primo numero è
quello dei percorsi rientranti d’uno speciale tipo.

Le flg. 79-80-81 rappresentano vari modi di percorrere a salto
i cavallo tutte le caselle d’una scacchiera di 3 x4 quadrelli.
Le flg. 82 e 83 rappresentano percorsi analoghi su due croci,

dovuti ad Eulero.
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Problemi delle Torri e degli Alfieri.

Come si ha un problema delle otto Regine, oe ne possiamo
proporre uno delle otto Torri ed uno degli otto Alfieri ; da
questi due si potrà poi dedurre la soluzione del primo poiché
i movimenti della Regina non sono che quelli della Torre e
dell’Alfiere combinati.

Torri.

Si  riduce  a  trovare  le permutazioni degli otto primi numeri
naturali, che sono:

1 X 2 X 3 X 4 X 5 X 6 X 7 X 8  =  40320

Alfieri.

Questo problema e più complesso poiché se ne possono col-
locare Ano a 14 sulla scacchiera senza che siano in presa l’uno
coll’altro, cioè per esempio, otto nella prima colonna e sei
nell’ultima, sopprimendo le due caselle estreme.
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SUI  N U M E R I

Gli  animal i  c a l co l a t o r i .

Come si può accertarsi che un dato. animale sappia contare
fino ad un certo numero ?

Leroy procedette in questo modo per i corvi. Egli aveva no-
tato che essi non fanno ritorno al loro nido fino a d ie qualche
persona vi rimane vicino.

Fatta dunque costruire una capanna in prossimità d un nido
di corvi, Leroy vi mondò un uomo e constatò difattì che i
corvi non tornavano al nido tino a che l’uomo non fosse uscito
dalla capanna per allontanarsi. Il giorno dopo egli vi mandò
due uomini; ne fece uscire uno solo, e i corvi non tornarono
al nido; lo fecero solamente dopo aver veduto uscire anche il
secondo; e cosi accadde con tre fino a cinque uomini; con
sei uomini i corvi cominciarono a confondersi; sembra quindi
che essi possano contare fino a cinque.

Uno scimpanzè del giardino zoologico di Londra sapeva con-
tare Ano o cinque ; infatti portava a chi ne lo richiedeva un
numero di fuscelli di puglia dei suo giaciglio corrispondente
al numero pronunziato.

Con le galline venne fatta quest’altra prova. Su di un car-
tone vennero incollati dei chicchi c di frumento alternati con
c ÌCĉ  liberi l nei modi seguenti, progressivamente:

1  c  1  c l  c  1  c  1  c  1  ■ •  •  •  •
l c c l c c l c c l c c l ..........
I c e c l e c c l c c c l ..........
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Nel primo caso la gallina imparò ben presto come fosse ins-
tile occuparsi dei chicchi N.4 2 • 4 • 6 • • • • , vale a dire becw
solamente quelli d’ordine dispari; sapeva dunque contare pei
uno. Nel secondo caso imparò a beccare un chicco ogni dot
e  cosi  fino  al  quattro......... ma poi dovette procedere a ten-
toni. Del resto non è poco per una gallina • • • • comesivedra
nel 8 seguente.

La numerazione dei selvaggi.

I selvaggi, per quanto bassi nella scala etnologica, contane
tutti sulle dita entro limiti più o meno estesi.

Ecco ad esempio la maniera di contare dei selvaggi austra-
liani;

1 uno
2 due
3 tre
4 due e due
5 metà delle dita
6 cinque e uno
7 cinque  e  due

15 le  due  mani  e  metà  dei  piedi.
Degli Zulù:

5 metà delle mani
6 prendere il pollice.

21 uno sulla mano d'un altro ucu. m i r o  l i o f i l o *

In sostanza il sistema decimale deve essere stato il Pr*®'
ad usarsi come quello che si presenta naturale, e noi lo sb
biamo adottato, si può dire, per atavismo, sebbene non siac°
modo come lo sarebbero quelli a base di 6, t2 0 24.

I l modo di contare dei Bengalesi, che godono r ip u ta z io n e  d

esperti calcolatori, è basato sul fatto che ciascun dito (me®
il pollice) contiene tre giunture ed una estremità ; essi co®
tano fino o 16 con le dita d’una sola mano. Essi contano t<X
cando successivamente ciascuna giuntura coll’estremità
pollice della stessa mano, partendo da quella inferiore del m
gnolo e passando ordinatamente alle successive. Con la lunS
pratica essi sanno, per es., che la punta dell’anulare c o rr is p o s i

all 8, la base deU’indice al 13 ecc., per cui il loro calcolo rie»fassai rapido,
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Forse questa maniera di contare deriva dall’uso della nume-
razione binaria che esisteva in Cina piu di 3000 anni prima
dell’Era Cristiana.

In Siria e in Palestina è ancora oggi in uso un altra maniera
di calcolo digitale. Immaginiamo di conoscere i prodotti della
Tavola-pitagorica fino al 25 e non oltre. Quando si tratta di
fare  il  prodotto  d’un  numero  minore  di  5  od  uguale  a  5  per
uno maggiore di 5 che possiamo indicare con 5 + m, si dovrò
fare una moltiplicazione per 5 ed un’altra per m e addizionare
i due prodotti. Ma quando i due fattori sono maggiori di 5 ecco
come si calcola in Palestina. La mano aperta, con le dita rav-
vicinate rappresenta il cinque: abbassando il mignolo si ha il
sei; abbassando l’anulare e il mignolo si ha il sette; si abbas-
sano tre dita per avere l'otto e quattro per il noce. Si rappre-
sentano i due fattori con le due mani e si fa la moltiplicazione
con questa regola :

1. ° Addizionare le dita abbassate e contarle come decine.
2.  "  Moltiplicare le  dita  alzate  e  aggiungere il  prodotto con-

tato come unità al numero delle decine già ottenuto.
Per esempio vogliasi moltiplicare :

sette
per noce

Fatto ciò :

due dita abbassate e tre alzate
quattro dita abbassate e uno alzato

L° quattro e due dita abbassate 60
2.°  uno  per  tre  dita  alzate  . . . 3

68

P à scrivere in generale, per due numeri qualunque a e b:

15 -f-a) (S f b) = io (a -f b) -H5 - a)(5 _

SS?Che COntiene la eiustiflcazione del procedimento in-

* numeri.

° ei più “ “ pi"
ristretto,  fa  o<*“  “  ' “ f 6  “ mitl;  » »  U

tat« m tt° «
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Dal selvaggio australiano che comincia a confondersi quandi
deve esprimere un numero superiore al venti e non sa pi;
dire altro che molti, salendo per gradi si può arrivare ad ut
insigne matematico che saprà formarsi un certo concetto#
numeri straordinariamente grandi; ma tale concetto sarànt-
cessariamente tanto più nebbioso, confuso, quanto più ci allon-
taneremo da quei numeri che siamo soliti ad assumere con»
termini di confronto, come unità per passare ad unità d’of
dine superiore.

Cosi, ad esempio, l’unità anno di luce adottata in astronomi
potrà fornire all’astronomo una tal quale idea della distai*
d’una stella da noi, ma per il profano costituisce qualche eoa
di così vago, di cosi indeterminato da perdere interamente i
significato di misura e da confondersi col molto dell’aust
liano. Le onde luminose percorrono in cifra tonda 300 mi-
chilometri al minuto secondo........e che distanza é quella efe*
la luce impiega un anno a percorrere con tale velocità?

li miliardo presenta già qualche difficoltà in tal senso e moli*
persone, anche colte, leggeranno con sorpresa i numeri seguenti

Immaginiamo il miliardo di lire, in oro (pezze da 20)* 1!s8f
peso sarebbe di 322,580 chilogrammi, con un volume corrispon-
dente a circa 17000 litri.

Le monete, disposte una di seguito all’altra, a contatto, &
cuperebhero 1050 km. in linea retta, e ammonticchiate ci darri-
bero una pila di 23000 metri, ossìa circa 8 volte il Monte-Bia®®

Seimila uomini occorrerebbero, per sollevare l’ enormi
blocco d’oro !

E un fonditore potrebbe foggiare con esso 22 statue umani'
di grandezza naturale.

In biglietti da 1000 lire il-miliardo formerebbe 2000 volumi
500 fogli (mille pagine) ciascuno....

Possiamo ora ricordare alcune curiosità relative a gran̂
numeri dovute a varii matematici (Bernouiili, Legendre, EuW
TUoman, ecc.).

Il massimo numero esprimibile con tre cifre è (1);
9

9
9

Si(1) Si noti bene che questa espressione non devesi confonder© con. 9 »

rappresenta Invece^8 ̂ ma questa parentesi dell’esponente non è
yerctxò l'esponente 81 non potrebbe scriversi 9» bensì 9X9.
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Stampato con cifre di questa dimensione (li cifre in un centim.)
misurerebbe circa 336 chilometri.

E per scrivere il numero^9 con 10 ore di lavoro al giorno
(anno di 365 giorni di lavoro), in ragione di una cifra al minuto
«econdo, occorrerebbero 28 anni e 48 giorni. La prima cifra di
questo numero è 4 e l’ultima, 9; magro conforto rispetto alla
ignoranza in cui vi lascio circa le altre 369693098 !

Il numero IO10’0 scritto con cifre larghe 4®/» richiederebbe
una striscia di carta lunga quanto la circonferenza dell’equa-
tore terrestre.

Il prodotto dei 100000 primi numeri interi è un numero di
456572 cifre.

11 numero 30! ha trentatrè cifre; (10n)l ne ha circa n 10n.
11 numero 2**15 ha più di venti milioni di cifre.
La somma delle decime potenze dei primi 1000 numeri interi

è un numero dì 32 cifre.
I più piccoli numeri interi che soddisfano olla relazione:

a	 m — t 	 Ki V I *  i  V  ^  I

u venticinquesimo termine della serie 2 • 4 • 16 • 256 • • . . nella
termine é il quadrato del precedente, ha

«* = 991 y’  +  1

hanno trenta cifre ciascuno,
Le più piccole soluzioni delle equazioni

«* = 15490* f i  e  # * = 16210*  f i

hanno rispettivamente 72 e 75 cifre (1).

sia rapido l’accrescimento

clfre darebbe il più

il numero ha t
venti cifre ; in generale 2" ha circa - i- n cifre.

Ocirca

matematico francese prof. A.



-  94  -

Per ottenere 2«, si ha 2"> = 1024 e si trova :
1024 = n

1
n>

1024000 = 1000n
20480 = 20n = n'

___*006 = -^-n'
2’°= 1048576

Per ottenere 2» farò:

~ n 20n = n' allora 2'" = 10sn + n' H___

tiplicato^op 9? ,C° l° rapidissima dno a 260 si trova, dopo mol-
Per 2, u*numero: 18446744073709551616.

Tre problemi di Ozanam.

coro “ T ° tt0 cflierici Possono cambiare di posto in
’ 81da f r e i s i disposti in modo sempre diverto)

stam entT «S facessero  " i  <032° ‘  E  a g ^ un« e  c h e  se  d e tt i  8P0'
Messa  e  ai  Vesnrii  tre  Volte  al  g io rn o  (a  M attu t in o ,  alla

anni  per  a v e r t e t t i  e s IJ Ì rH i^ 6™  13U°  8ÌO rnÌ  OSSÌa  qua9Ì  *

primo, G es^Pd illu ln r ^ end0 àisPu ta to c h i d i essi fosseH
8ere il p rimo sarebbe ;° r ? ,che Colui che avrebbe co luto es-
primo. Supponiamo h Ultim o e che l ’u lt im o diverrebbe
volesse cedere il orini d0P° }a ê lez ione d ’u m iltà , ognuno
compagno, e che acen® P° 3*0’ ^ secondo e i l te rzo a l proprio
insieme in una n\prìt^° C0&1 stat>iHto d i non t ro v a rs i mai
quanti modi aorebbem *ma disP °siz ione, si  domanda  ^

>-• r '8posta di 0z , M[1 . di  p o . lo .

primo nf^St°U aves*ero sem!!?01600' Se sisuPP°ne che glia!trj
in 39916M0 m& S' Pietro» avrebbe 8VUt° riguardo di lasciare H

39916800 maniere differenu er° potuto cambiare di post»

'  La ^ Prolifica della tr ■

Chi crederà che le °la*
capaci di nutrir» indite del
ivesse figliato 2 masVh- anni la ^ e n r f 19̂  non sare*

8Chl « * fammìn a?ndenza d’una troia,
Eppure è la verità,
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che nella supposizione che la discendenza si produca sempre
nei medesimi termini, cioè 2 maschi e 4 femmine per 12 anni.

Ozanam dà come soluzione, cioè come numero totale dei
maiali nel periodo di tempo indicato: 33554230 mentre esso è
33554430 o 33554431 con la troia capostipite.

La soluzione si ottiene addizionando le somme dei 12 termini
delle due progressioni geometriche, per i maschi e per le
femmine :

2 • 8 • 32 • 128 ...........
4 • 16 • 64 • 256 ...........

ossia :
11184810 -f 22369620 = 33554430

Diversi.

*• — In quanti modi si possono disporre 12 sbarre uguali, d i'
Densamente colorate, per formarne l ’ossatura d’un cubo ì

La risposta è: 19.958,4C0.

**•  — In quanti modi si possono distribuire le 52 carte al
gioco di Whist ?

Risposta: 53.644.737.765.488.792.839.237.440.000, come risulta dalla
formola :

1  •  2  •  3  •  4 .......... 52

(1 . 2 • 3 • 4 ........... 13)»

IH. — in quanti modi è possibile disporre i 28 pezzi del do-
mino secondo la regola del giocoì

Questo problema fu risolto dal Dr. Reiss di Francoforte s/M
e la soluzione fu pubblicata, dopo la sua morte, negli Annali
di matematica, a Milano, nel 1871.

Ne daremo soltanto il risultato finale facendo notare che in
esso sono computate come soluzioni distinte le disposizioni
rettilinee uguali da destra a sinistra e da sinistra a destra :

7.959.229.931.520 = 21S . 28.5 . 7 . 4231

sicché le disposizioni veramente differenti sarebbero sola-
mente la metà, ossia

3.979.614.965.760
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lili  accordo di  lunga durata.

Otto banchettanti, nella piena deirehtusiasmo per l’ottima
riuscita dell’amichevole simposio, stabiliscono di ripeterlo ogni
giorno, fino ad aver esaurito tutte le possibili maniere di di-
sporsi a tavola gli uni rispetto agli altri. Affidato però il cal-
colo ad un matematico, risultava che i giorni di banchetto
avrebbero dovuto essere nientemeno che 1 .2.3.4.5.6.7 = 5010
corrispondenti a quasi 14 anni ! .......

E notisi che in tale calcolo si considera che ciascuna persona
abbia da occupare posizione diversa, rispetto alle altre, coma
vedesi della seguente figura, relativu a 4 soli commensali:

b b c c d

! a
c a | B d  a C b  a D d  a E

d c d b c

b

Fig. 84.

Che se poi si volesse proprio che ognuno dei banchettanti
dovesse occupare tutte le possibili posizioni anche rispetto ®
lati della tavola, si avrebbero, per la sola disposizione A deli
fig. 85 queste quattro varianti :

b a d c

A c  d A b  c A j a  b A

d c b a
F ig. 85.

e gli S amici dovrebbero in tal caso fare i-2-3-4-5-6-7-8 =
pranzi, il che durerebbe ben 110 anni e mezzo !

Nei caso di 12 banchettanti si avrebbe l-2-3-4--*-12 = 47900ÌW'

Le 21 lettere dell’alfabeto.

Il calcolo del numero di parole possibili ad  ottenersi  co
combinazione delle 21 lettere dell’alfabeto, non è facile,
vendosi tener calcolo delle ripetizioni ammissibili e delle <
binazioni compatibili con la pronunzia.
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Si può essere però certi che non occorrerà mai d’ introdurre
nuove lettere nell’ alfabeto per foggiare neologismi. Eppure,
con tanta varietà possibile, abbiamo (e i francesi ci superano
d’assai in questo) un buon numero di vocaboli a significato
multiplo, come oste, senso, verso, ecc.

Archimede e la Leva.

Si dice che Archimede affermasse in presenza di [Gerione
tiranno di Siracusa, che gli sarebbe stato possibile sollevare
il mondo qualora gli si fosse dato un punto d’appoggio.

Le parole d’Archimede sarebbero state queste : Dammi ove
posi, e la Terra solleverò; tali almeno sono quelle citate da
Pappo nei suoi capitoli sulla meccanica.

Si può arzigogolare sull’argomento.
Montucla calcolò il peso della Terra e considerando di kg. 15

per secondo il lavoro giornaliero d’un uomo (valore assai ele-
vato) trovò che occorrerebbero circa tre m iliard i di secoli, cioè
3X104 anni, per sollevare di tre centimetri la massa terrestre.

Per ispostarla su di un piano orizzontale occorrerebbero
74000 secoli.

Ammesso che la Terra sia un elissolde di rivoluzione con gli
assi di metri 12754796 o 12712160, il suo volume sarà :

4 12754796
T * x ~ ~ X

12712160»
= m. c. 1079224648425,130163855

Essendo poi la densità media della Terra 5,5, il
sulta di : suo  p es o  r i-

kg. 5.935.735.566.338.215.901.202.500

e,  per  sem plicità  di  c a lc o lo ,  c o n s id e r e m o  co m e  e sp re s so  da  :

5935 X IO»1

f lam enti  AH8!*10  C^ e  ^  Pun to  d ’ a p p o g g io  d e l la  le v a  s ia  s o -
la  forza  . met,r°  da lla  T e r ra  e  a tt r ib u ia m o  ad  A r c h im e d e
alla cui estram- d un uomo» kg. 75 ; se x  è il braccio di leva

cui estremità egli deve agire, si avrà :

x ■ 1 X 5935 X 10”
75 = m- 79.133.333.333.333.333.333.333

7  ~  Qh8rsi-  - Maura. diUtt.



La distanza del Sole dalla Terra essendo di m. I53.49l.2t5.06i,
si trova che x  vale 515 miliardi di volte tale distanza.

Se poi Archimede avesse voluto spostare la Terra d’un solo
millimetro avrebbe dovuto spostare l ’estremità del braccio di
leva di 79.133.333.333.333.333 chilometri.

La richiesta di Sissa-Nassir, T inventore degli scacchi, e i
grani di sabbia di Archimede.

Narrasi che Sissa (detto anche Nassir), sapiente indiano,
inventò il gioco degli Scacchi per diletto ed istruzione di un
principe, il quale tanto se ne compiacque e lo ammirò, che, in
premio dell’ingegnoso trovato, si disse pronto a dargli quella
ricompenso, per quanto grande fosse, che l’inventore gli chie-
desse. L’ indiano rispose prontamente che si sarebbe conten-
tato di avere un chicco, di grano per la prima casella della
scacchiera, due per la seconda, quattro per la terza e cosi
continuando i raddoppiamenti fino alla 64*. Sogghignò il fa-
stoso principe nel sentirsi chiedere un premio che gli parve
tanto  modesto  e  ordinò  che  fosse  dato  senz’altro  ;  ma  dovette
rimanere poi sbalordito quando, fatti i conti, il suo ministro
del tesoro ebbe ad annunziargli come, per soddisfare quella
domanda, non potessero bastare i  magazzini  di  tutto il  mondo
allora conosciuto, e come, volendo pagare il valore del grano,
occorresse una somma equivalente a molti miliardi delle no-
stre lire. Non solo la potenza, ma la stessa immaginativa del-
1 orientai signore era cosi dì gran lunga superata. La leggendo
non aggiunge che cosa egli facesse allora.

Il numero dei chicchi si può ottenere facilmente facendo lo
sommo delle  potenze  di  2  dallo  zero  al  63  che  è  data  da
cui corrisponde il numero :

18.446 744.073,709.551.615

Per soddisfare col raccolto d’una annata la richiesta di Sesso
sarebbe occorsa una Terra di superficie ottupla di quella della
nos ra, supponendola tutta quanta coltivata a frumento ; in*
. ■<!’ suPP°nend0 C,J« un metro cubo contenga 20 milioni di

c uccia di frumento (ossia 20 per cnv».), si avrebbero:

922.337.203.685 metri cubici.

d^ r ° v Pr° sressì0ni geometriche riferirò qualche cosa
ciò che ne diceva Archimede, che ne ha dato la teoria in-
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siem« a quella delle aritmetiche, nel libro immortale « l'A re -
naria» nel quale egli intravvede già la numerazione decimale.
Egli scriveva al re di Siracusa: «Molti pensano, o re Gerione,
«che il numero dei grani di sabbia sia infinito; non solo di
« quella che si trova presso Siracusa e su tutta la Sicilia, ma
« di quella ancora che é sparsa per tutte le parti della Terra,
« abitate e disabitate. Altri, benché non considerino tale nu-
« mero come infinito, pensano che non esiste grandezza, che
« non si può esprimere il nome d’una grandezza, che ecceda la
« molteplicità di tali grani. Da ciò risulta ad evidenza che le
« persone di tale opinione, quando pure immaginassero un muc-
* chio di sabbia capace di riempire e di livellare tutte le pro-
« fondita del mare e tutte le cavità della Terra sino alle vette
« delle più alte montagne, sosterrebbero ugualmente non essere
« possibile assegnare un numero superiore ai grani di un tal
« mucchio. Ma io proverò ora di far vedere il contrario con di-
« mostrazionì irrecusabili, per mezzo delle quali tu potrai rico-
« noscere che taluni dei numeri da me indicati nei miei libri a
« Zeuxippo(l) sorpassano non solamente il numero dei grani di
« sabbia che possono riempire tutta la Terra, ma ancora la
« massa di sabbia uguale al volume di tutto l’Universo ».

Archimede intendeva per Universo la sfera dei pianeti, ossia il
sistema solare. Con osservazioni nelle quali rifulge il suo genio,
egli calcolò il diametro di tale sfera trovandolo minore di IO
milioni di stadii (180 mila miriametri) il che corrisponde con
sufficiente approssimazione alla distanza tra il Sole e Saturno.

li sommo geometra trovò pure che un seme di papavero ha,
in media, diametro minore d’un quarantesimo di dito (468/1000
di millìmetro) e che il volume di questo granellino equivale a
quello di 10000 granellini di sabbia. Dimostrato che le sfere
stanno fra loro come i cubi dei loro diametri, egli ottenne il
rapporto fra i volumi della sfera solare e del seme di papa»
vero’ moltiplicando tale rapporto per 10000 ne dedusse il nu-
mero dei grani dì sabbia che riempirebbero tutto lo spazio
P anetario, ed ecco in qual modo cercò di esprimerlo. Presso i

reci era in uso la numerazione decimale parlata con le de-
nominazioni : unità, decina, centinaio, migliaio e miriade ; si

primevano le unità successive dicendo: dieci miriadi, cento
,. 18 mille miriadi, miriadi dì miriadi, ecc., ripetendo sempre

8 ess* v°caboli. Essi ignoravano i miliardi.

«f Libri disgraziatamente perduti.
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Archi mede considero la progressione decimale, ma senza
far  uso  nè  dello  zero  nè  degli  esponenti:

1 • IO 1 • 10* • 1 0 » .......................IO 8 • 10® ............................t 0 '«  ■ I O 1 7 .........................

e chiamò ottade l’insieme di otto termini consecutivi. Gli ri-
sultò che il numero dei grani dì sabbia dì cui sopra è minore
dell’ultimo termine dell’ottava ottade (10®) ossia dell’unità se-
guita da 63 zeri. Egli conclude : « Io so bene, o re Gerione. che
« questi risultati sembreranno incredibili al volgo, a tutti co-
« loro che non hanno pratica delle scenze matematiche ; ma
«■ ciò sembrerà abbastanza credibile, stante le prove, a coloro
« che vi sono esercitati e che hanno fatto delle ricerche sulle
« distanze dei corpi celesti, sulla grandezza della Terra, del
« Sole, della Luna e dell’Universo intero ; gli è perciò che ho
« creduto conveniente consacrare a tale oggetto alcune medi-
« taziooi » (i).

11 centes im o ad in teresse  c om po sto .

È dovuta ad Archimede l’osservazione che i termini d’uno
progressione geometrica la cui ragione-supera l'unità d’ una
quantità piccola quanto si vuole possono superare i termini
corrispondenti di una progressione aritmetica di ragion8
grande quanto si voglia.

Supponiamo che al principio dell’ Era Cristiana sia stato im-
piegato un centesimo ad interesse composto, al tasso del 5%
adanno; capitalizzando anche gli interessi a quale som®8
ammonterebbe ora quel misero capitale iniziale f U calcolo
consiste nel trovare il 19(0mo termine di una progressione geo-
metrica che comincia con L. 0,01 e la cui ragione è 1,05.

Si trova un numero composto di 38 c i f r e ............. tra s c uran d o

i decimali. Vediamo di formarci in qualche modo un’ idea del
valore enorme che esso rappresenterebbe. Assumeremo un®
unità adeguata . . . . .  cioè una Terra d’oro massiccio. Se un8
sfera di tal genere avesse cominciato a cadere ad ogni nù'
nuto, dalla nascita di Cristo fino ad ora, dovrebbe continuar8
a cadere ancora per tre secali per riuscire ad uguagliare il

(1) È pure dovuta ad Archimede l ’osservazione che il prodotto di do®
mini d’una progressione geometrica il cui primo termine è l ’unità si ottiene
sommando 1 posti che occupano a partire dall'unità, osservazione eh® ^ ^
base della teoria del logaritmi, nati duemila anni dipoi.
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valore odierno dell’ umile centesimo capitalizzato, perchè di
sfere d’oro di quella mole ne occorrerebbero più d’un miliardo 1

11 lettore ci sarà grato d’avergli indicato un mezzo sempli-
cissimo per diventare un Re all’americana, sia pure, accon-
tentandosi del modesto tasso delle nostre banche* e. < . . chi
ha tempo non aspetti tempo.

Le  moderate  p ro te se  d i  N u r e d d in .

Nureddin era un povero diavolo* indiano, che a tempo perso
si occupava di calcoli matematici e cabalistici. Avendo il Mah*
rajah di Bassora voluto tenerlo presso di sé, gli chiese quale
stipendio avrebbe dovuto corrispondergli e Nureddin dichiarò
di  accontentarsi  di  una  piccola  moneta  del  valore  di  circa  un
centesimo pel primo giorno, del doppio il secondo giorno e
cosi via sino alla fine del mese ; ricominciando ad ogni primo
del mese con un centesimo, ecc.

Accettate queste condizioni il tesoriere del Mahrajah dovette
fare rispettosamente osservare al suo signore, alla chiusura
dei  conti  del  primo  mese,  di  31  giorni,  d’aver  già  dovuto  pa-
gare o Nureddin la bella sommetta di centesimi:

pari a lire itoliane :
2.147.483.647

21.474.836,47
e dalle Cronache di Bassora risulta che Nureddin rimase in
servizio del suo Mahrajah precisamente 31 giorni, avendogli
questi dichiarato d’essere stato da lui servito abbastanza bene
in quel breve tempo 1

Se il Mahrajah avesse saputo fare questo piccolo calcolo :
1  +  2  - f  2*  +  28  + ...................... •(-  230  =  2*1  —  1

c®rtamente rifluato la firma del contratto e non
Obe fatto la brutta figura di rescinderlo d’autorità.

po’ d i ro u lette .

Montecarlo8 u n a serfe di 25 numeri rossi alla roulette  di
ciascuna rotile» S1D giocano colà 500 colPi al giorno per

La n k k  U ° SSia 180000
ossia di- 8 clie sl abbi® una serie di 25 rossi è di 1: 2*®,

1 : 33.554.432



Essa non dovrebbe dunque prodursi, norma mente, che una
volta su 33.554.432 colpi, ossia una volta in 177 anni.

La probabilità che si produca una serie di 500 rossi, ad es-,
è  data  da  una  frazione,  di  numeratore  1,  col  denominatore  su-
periore all'unità seguita da 150 zeri.

Supponendo che il globo terrestre non sia che una vasta
casa  di  gioco.  m»u»  mmi»  i«  » ----- *>-*-  -*-*-----1  -  J-’  — "
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Numerazione binaria.

In questa numerazione la base è il numero due e si possono
scrivere tutti i numeri con le cifre I e 0, adottando questa sola
convenzione, analoga a quella del sistema decimale, che ogni
cifra posta immediatamente a sinistra rappresenta unità due
volte maggiori. Ecco il modo di scrivere i numeri nella nume-
razione binaria:

1 • : i » 1001 i 17 i 10001 i 25 ; I tool
2 IO 10 1010 18 , 10010 ii  2fi  1 noto
3 II 11 1011 19 i 10311 . 27 | n o n
4 100 12 1103 j 20 ! 10100 j 28 | Il 100
6 IO) i 13 noi

!
21 ! 10101 29 ì in o i

6 110 14 Ilio 22  1 10110 :! 30 | m i o
7 III i 15 i n i ,i 23 : io n i ! 31 | i m i
8 1000 16 10000 !|li 24 | nooo ; 32 i 100000
È fa c ile co n t in u a re q u a n to si v o g l ia qu es to q u a d ro ;  si  vo de

subito che un numero qualunque può essere ottenuto dall'ad-
dizione dei numeri t - 2 - 4 - 1 6 - 3 2  che rappresentano, con
l’unità in più, tutte le potenze di 2.

In altri termini, un numero intero qualunque è una somma
di potenze di 2, tutte diverse, ammet’ endo l’unità come po-
tenza di esponente zero.

Un modo pratico di rappresentare i numeri nella numera-
zione binaria lo abbiamo nelle tavolette che qui riproduciamo :

Fig. 86.
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Le tavolette misteriose.

T r a t t a n d o  d e lla  n u m e ra z io n e b in a r ia  a b b ia m o  dato  un  qua-
d r e t to  d e i  p r im i  32  n u m e r i  in t e r i  s c r i t t i  su  ta le  base  (v.  pag.  103).

c r iv ia m o o ra  g l i  un i  s o t to  g l i  a l t r i  in  una p r im a colonna a
es  ra  tu t t i  i  n u m e r i  t a l i  c h e  la  lo r o  u lt im a  c ifra  nel  sistema
m a n o sia 1 u n i tà ; s c r iv ia m o in una s e c o n d a co lon na tuttii

n u m e r i  t a li  c h e  la  lo r o  s e c o n d a  c i f r a ,  a  p a r t i r e  da  destra,  nel
8  s  e m a -b in a r io  s ia  l ’ u n ità  ;  in  u n a  te r z a  c o lo n n a  tu tti  i  nu*
n u m e r i  ta li  c h e  la  lo r o  t e r z a  c i fr a ,  a  p a r t i r e  da  des tra ,  sia  l’u*
n i  a  e  co s i  d i  s e g u i to .  P o t r e m o  fe r m a r c i  a d  una  co lonna  qual-
s ia s i,  p e r  es e m p io ,  a lla q u in ta  ;  i  n u m e r i  s c r i t t i  saran no  in  tal
c a s o  e,  in  g e n e r a le ,  p e r n n c o lo n n a  s a ra n n o  2”  —  1.

5 4 3
!  2

1

16 8 4 :  2 1
17 9 5

1
3 !  3

18 10 fi 6 5
19 11 7 *7/ 7
20 12 12 10 9
21 13 13 11 1!
22 14 14 14 13
23 15 15 15 15
24 24 20 18 1725 25 21 1!) 1926 26 22 22 2127 27 23 23 2328
29

28
29

28
29

26
27

25
2730

31
30
31

30
3,

30
31

29
31

16 8 4 2 1

Si potrà proporre ad una persona di ne i,.»..
l’ I al 31 e di indicare in quali colonne esso s iaw rm o .T ii
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vinern  facilmente  il  numero  pensato  scrivendo  di  seguito,  da
destra a sinistra, 1 per ciascuna delle colonne in cui il nu-
mero pensato si trova scritto e zero per le altre; si avrà cosi
1 aumero Pen_8ato, scritto nel sistema di numerazione binario.

Ma si semplifica il calcolo scrivendo in calce a ciascuna co-
lonna le potenze corrispondenti del 2. Per indovinare il nu-
mero basterà sommare le potenze di 2 scritte in calce alle co-

nile nelle quali si trova il numero pensato,
ì può rendere più complesso il gioco con numero maggiore

di colonne o ricorrendo alle potenze di 3.

comaUralmente’ Si pUÒ dare al gioco mag£iore estensione,
n... ^ 68 ’ COn 'e t,al)e^e seguenti, o con altre comprendenti
potenze  pari  del  2,  di  grado  superiore:

32 16 8 4 2 1

33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
5 '
60
61
62
63

17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63

9
10
11
12
13
14
15
24
25
26
27
28
29
30
31
40
41
42
43
44
45
46
47
56
57
58
59
60
61
62
63

5
6
7

12
13
14
15
20
21
22
23
28
29
30
31
36
37
38
39
44
45
46
47
52
53
54
55
60
61
62
63

3
6
7

10
11
14
15
18
19
22
23
26
27
30
31
34
35
38
39
42
43
46
47
50
51
54
55
58
59
62
63

3
5
7
9

li
13
15
17
19
21
23
25
27
29
31
33
35
37
39
41
43
45
47
49
51
53
55
57
59
61
63
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Come è facile vedere, queste tabelle si possono costruir® in-
dipendentemente dalla considerazione della numerazione bi-
naria, in questo modo :

I numeri i, 2, 4, 8, 16,.......... non potranno esser contenuti
che nelln rispettiva colonna.

Il 3 nelle colonne 1  e  2
Il  5  »  » 2  e  3
II  6  »  » 2  e  4
Il  7  » » 1,  2  e  4

ecosi di seguito, sino al n °
2n — i

se n è il numero delle tavolette. Cosi, per 6 tavolette si potrà
arrivare  al  numero

2° — 1 = 63.

Sui quadrati dei numeri interi. (

m er^ fl .orrnare con facilità una tavola dei quadrati dei«#•'
cni,  nella serie  naturale, seguendo questa norriw

dall’uno 8 Polonna 8i scrive la serie dei numeri a partir»
dal tre Rn« t r- er f j <?Ue^8 dei numeri dispari a cominciar»

era addizionare il quadrato d’un certo nume»

Numero Quadrato Num. dispari
n <Z d

1 1 3
2 4 5
3 9 7
4 16 9
5 25 11
6 36 13
7 49 15
8 64 17
9 81 19

per esempio di 6, col numero dispari 13, che gli corrispomtol
per avere 49 che è il quadrato del numero successivo 7. 1
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Questa regola si rileva, a prescindere da altre considerazioni
teoriche, dallo studio grafico dei numeri quadrati (vedi numeri
triangolari, quadrati, ecc.).

II.  - La somma dei p rim i numeri dispari della serie natu-
rale, a partire da 1 è uguale al quadrato del loro numero.

Esempio: 14-3 + 5 + 7 + 9 = 25 = 5*

HI. — La somma dei quadrati di tre numeri dispari conse-
cutioi x,  y,  z, è uguale al triplo del quadrato del numero
medio y, più 8.

È facile dimostrarlo ponendo i due numeri x,  z sotto la
forma:

x *= y  — 2
y 	 - 	2

e facendo poi la somma totale.

Esempio: 5' + 7» + 9* = 3 X 7* + 8

IV. — Ogni numero intero è una somma di potenze di 2 , cia-
scuna di esse presa una sola colta.

Ritorniamo sull’osservazione già fatta a pag. 103.
Proponiamoci di esprimere un numero qualsiasi, per es. 62,

con la numerazione binaria ; dividiamo 62 per 2, il resto zero
sarà la prima cifra a destra; il quoziente 31 diviso per 2 dà
per resto 1 che sarà la seconda cifra, e cosi di seguito, sicché

m 62 scritto nella numerazione a base 3 sarà:

111 i 10

Ritornando ora dal sistema binario a quella decimale avremo,
esprimendo l’ordine delle unità di ciascuna cifra:

(111110), = 0 + l x 2 + l x 2 , + l x 2 ' + l x 2 ‘ + l x 2 4 =
= 2 + 2* + 29 + 2‘ + 2‘ = (62),o

Il che dimostra il teorema per un numero pari. Analoga-
mente lo si dimostra per un numero dispari, p. es. 75:

(75)*  =  1001011  =  l  +  l x 2  +  0x2*  + 1 x 2 *  +  0 x 2 4  +
+ 0x2* + l x2®=2°  + 2 + 2* + 26 = (75)l0
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V .  - Trovare un quadrato di quattro cifre che, invertito, w
ancora un quadrato perfetto.

Se supponiamo eseguita la somma del quadrato cercato e
Hp 8U0 inverso, essa sarà divisibile per 11, e siccome il qua-

oto ed il suo inverso devono essere multipli di 11*, la loro
radice sara multipla di 11.

delle1cifre)•e^te, °^n' (*uadrato dovendo terminare con una

0 — 1 —4 — 5 — 6 — 9

|8U° *.nvers® 8*a esso pure un quadrato perfetto oc-
seguenti- B Pnma Ci r̂a del quadrato cercato sia una delle

1-  4 - 5 - 6 - 9

in verso^sJ^1,8 ^uadrato non può essere 5 perchè il suo
rebbe con no . ° 8 ° ra terminato da 25, il quadrato comince*
e la sin e -̂S° saret)*3e dunque compreso fra 5200 e 530(1
intero, 106 ra 72 e 73 e quindi non sarebbe un numero

p reso la116  8  dunque  1,  4,  6  o  9  ed  il  quadrato  è  com-

1000 e 2000 4000 e 5000 6000 e 7000 9000 e 10000
e  la  sua  radice  fra  :

31 6 45 63 e 71 77 e 84 94 e 100
Siccome tale radice è <n«u

presa nella serie- noltre un multiplo di 11, essa è cobi-

È facile verificare che
solamente soddisfano al

33 - 44 - 66- 99

r^1 ,c|uesti numeri il primo e l’ultimo
Problema, ossia :

= asui
Con ragionamento analogo si troverebbe che, fra i quadra'

di 6 cifre, soli tre hanno per inverso un quadrato perfetto,sono:

e

108900 = 330*
980100 = 990*
698896 = 836’

inverso
inverso

9801 = 99»
1089 = 332
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VI. — Trottare il quadrato di 4 cifre nel quale le due prime
siano uguali fra loro, come pure -le altre due.

Si osservi che un numero di 4 cifre nel quale le due prime
siano identiche, come pure le due ultime, è divisibile per 11.
Infatti, sia per esempio 4477. Si ha:

4477 = 4400X 77 = (4 x 100 + 7) 11

Inoltre, siccome il numero cercato è un quadrato, è divisi-
bile per l i ’ ; lo sua radice è multipla di l i ; d’altronde  essa  é
compresa fra 31 e 100 poiché il quadrato cercato ha 4 cifre.
Essa è dunque uno dei numeri della serie:

33 - 44 - 55 - 66 - 77 - 88 -99

Non può essere 55 il cui quadrato termina con 25, nè 33, 44,
06, 77, 99 poiché le due ultime cifre del loro quadrato debbono
essere identiche, mentre si sa che se la cifra delle unità d’un
quadrato è 0, 1, 4, 5, 9, quella delle decine è pari, e se è 6, la
cifra delle decine è dispari. Dunque la radice cercata non può
essere che 88 e infatti:

88* = 7744.

VII. — Si può trovare un numero uguale alla somma di k
quadrati, e il cui quadrato sia uguale alla somma di
2 k quadrati.

Infatti :

(a:4* + x tn ~t yì -f • • • • a>» y ™ -' + y 'n)* =
= -f (x* y )' - f ............+ (o?|/,n- 1)t + (ytn)* +

■\-lsey -f <£*"-*{/* + .......... + x ' yin -* + ytn-*) 1*.

Esempio. Siano:

aj = l y = ‘l n =  3 fc = n 1 1 = 4.
Si ha:

(1 + 4 + 16 + 6*)* = 1 + 2* + 4* + 3* -f 16» +
+ 32* + 64» + [2 (1 + 4 + 16)]«

cioè :

7225 = 14- 4 + 16 + 64 + 256 + 1024 + 4096 + 1764.
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Vili. — Qualsiasi numero prim o della forma 4 n 41 pwò, con»
pure le sue potenze, essere scomposto in una sommaii
due quadrati e la scomposizione della prima e della se-
conda potenza non può farsi che in una maniera.

Ci limiteremo 8 dare alcuni esempi:

13 = 3» + 2* 13* = 12* 1- 5*
29 = 5* 4  2* 29* = 21* + 20»
41 •= 5* 4 4* 41* = 40* 4- 9*
89 = 8* 4- £,* 89* » 80* 4- 39*

13* = 46* 4 9*
29» = 142* 4 ^
41* = 236* 4 US*

89* = 712* 4 **5’

“ Somma di quadrati, uguali a quadrati od a sommi

di  a ltr i  quadrati:

1* 4 2* 4 3* 4 4* 4- 6* 4 7* 4 9* = 14*
1 *  4 2*  4 3*  4 4* 4  6 *  4  6 *  4  <*  4  9 *  =  10*  4  11’

5‘ 4 6* 4 10* 4 12» = 4* 4  17* = 7* 4 16*

X .  — Il prodotto la* 4 0* + c*> (a,* 4  b,* 4  c,*j può scomponi
in t8 maniere in somme di quattro quadrati.

Infatti tale prodotto è uguale a :

(aa, + bbx4  ce»)* + {òc, _ b, cj* 4  (co, - cx a)* + (<*61 - «t ^

ma si possono sostituire a,,  blt  ct , con <?,, a, oppure co"
x * ax, j o con a, , c{ , b, • * > . . on/t,'n*o s*nn a ., bi ^

o con at , — b,, ~  ............, ece.
od ancora con «n

XI. — Qualsiasi potenza intiera d’una somma di due 9“°
drati, è essa pure una somma di due quadrati, ossia-

(a* 4 L*)m — A* 4 B*
Infatti si ha :

( a 4 i > y /  - l ) m  =  A f f i * /  — 1

(a — òV —1) - A ~ B \ /  —  \
Moltiplicando membro a membro :

(a* + b * )m  ~  A* 4 B*
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XII. — 11 prodotto di cinque numeri comecutici non può essere
un quadrato, ossia- l'equazione :

x ( x  4 1) (x  + 2) (ce + 3) (x  + 4)	 = y* (*)

non ammette soluzioni intere.

Lo stesso dicasi per il prodotto di 6 - 7 - 8 - 9 - 10 - li, numeri
consecutivi e quindi delle relative equazioni simili alla (*).

X III. — Ji prodotto di cinque numeri consecutivi non può
essere un cubo.

Lo stesso dicasi per un prodotto di 6 o di 9 numeri consecutivi.
Il prodotto di tre numeri interi in progressione aritmetica

non  è  mai  un  cubo.

X iv . — Consideriamo la serie dei numeri 16 -1156 - 111556 • • • •
ottenuta inserendo i l numero 15 in mezzo alle cifre del
numero precedente. Dimostrare che ta li numeri sono qua-
drati perfetti.

Prendiamo, ad esempio, il terzo termine della serie. Si può
scrivere.

111556 = 111 (IO3-)- 5) + 1
ma:

11 1  =
10»-1

9
dunque :

til556 _ (1 0 *-1)(10»+ 5) • 10» (10»+ 5 )-(1 0 »+5 ) M
9  9

10® 4 4 • IO3 — 5 ,  , 10*4- 4 • 10»+ 4 _ ( 10» + 2 \*
9  + 1  ~  9  \  3  /

Essendo:

si ha :
10» + 2

3

10» = 999 + l

-999.± 3- = 333 4 1 = 334

dunque : 111556 '= 334*
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1 numeri delle serie proposta
numeri : sono dunque i quadrati dei

4-34-334 ............
ottenuti scrivendo successivamente la cifra 3
numero precedente, ossia:

alla sinistra del

1 1 1 5 5 6
3334 » =  1 1 1 1 5 5 5 6

3333  4 *=  1 1 1 1 1 5 5 5 5 6

In modo analogo si proverebbe che i termini della serie
49 • 4489 • 444889 ............

sono i quadrati dei numeri •

ossia : 7-67-667 ............

7 * =
67* =

6 6 7» —
6 6 6 7* =

6 6 6 6 7* =

4  9
4  4  8  9

4 4 4 8 8 9
4 4 4 4 8 8 8 9

4 4 4 4 8 8 8 8 9

x cuoi dei numeri m w a.
In modo analogo a quelle indicato per i quadrati, si può ott

nere una tavola dei cubi dei numeri interi della serie naturai

Numero Cubo

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10

1
8

27
64

125
216
343
512
729

1000

7
19
37
61
91

127
169
217
271

1 2
18
24
30
36
42
48
54

6
6
6
6
6
6
6

t H)OU 1 — j — ! "
Scriviamo nella seconda colonna i primi quattro cubi

miamo la seconda con le differenze :

8 - 1 = 7 27 — 8 = 19 64 — 27 — 37
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La colonna b si forma con le differenze :
19 — 7 = 12 37 — 19 = 18

e quella c con :
18-12 = 6

differenza che rimane poi costante. Ciò pósto è semplicissimo
dedurre i numeri b da e, a da 6 e infine il cubo da a.

Di alcune proprietà dei cubi.
Accenneremo, senza dimostrarle, ad alcune proprietà dei

cubi dei numeri interi.
t.° Il cubo d’un numero intero composto di decine ed unità',

termina con la stessa cifra del cubo delle sue unità.
2. ° I cubi dei numeri terminanti con 1, 4, 5, fi, 9 terminano con

le stesse cifre ; quelli dei numeri terminanti con 2, 3, 7, 8 termi-
nano con 8,7,3,2 rispettivamente. In quest’ultimo caso, un numero
ed il suo cubo sono terminati da due cifre la cui somma è 10.

3.  °  Ogni  intero  terminante  con  un  numero  di  zeri  non
multiplo di 3 non è un cubo perfetto.

4. ° Ogni cubo intero o è un multiplo di 9, o un multiplo
di 9 aumentato o diminuito di 1.

5. ° Formiamo dei gruppi crescenti coi numeri dispari, nel-
l’ordine naturale, e indichiamoli con un numero d’ordine.

Gruppo  1° 1
» 2° 3 5
» 3° t 9
» 4° 13 15

La somma dei numeri contenuti in ciascun gruppo è ug
al cubo del numero d’ordine del gruppo, ossia, a es

13 + 15 + 17 + 19 = 4»
Il quadrato in flg. 87 rappresenta, nelle sue zone, i cubi

meri  I,  2,  3,  cioè  I,  8, i l ,  6». È tacile vedere che l a ‘ *
questi cubi corrisponde al quadrato  della  loro  * ° 'n ’  _  ^
il quadrato in figura ha appunto per lato 1 + - • ''

\ q. 8 + 27 4- 64 = 100
È cosi confermata in modo tangibile, grafico, la ben

regola : t
1+  2M- 33 .............. n3 — (1 + 2 + 3 + • • • n)

Del resto, quanto sopra può anche rilevarsi dalla aoo
fica di moltiplicazione (flg. 88).

8	—	Ghkks\.	 —	 Maiem. dilett.
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I.  — Trottare più cubi consecutioi, la cui somma sia un
quadrato.

Ecco alcune soluzioni del problema che, in modo generale,
fu trattato dal Genocehi (1).

289» + 290» -f • • ■ • -f- 4904» = (3 X 577 X 6948)*

36003 4 3601» 4- • • • • + 4225» = (5 x 313 X 3925)*

887240758600» + 887240758601» 4 - ............ 4- 1041543499225» =
= (967473261775 x 77151370313)*

II. — Trottare un numero che sia uguale alla somma delle
cifre del suo cubo.

Tanto il numero come il suo cubo divisi per 9 devono dare
lo stesso resto; un cubo dovendo necessariamente essere d’una
di queste forme; 9a, 9 a — 1, 9 a 4- I, anche i numeri cercati
dovranno esserlo.

Consideriamo  un  numero  di  tre  cifre  ;  il  suo  cubo  ne  avrà  9
al più, e la somma delle cifre del suo cubo sarà inferiore a
9x9 cioè minore di 100.

Dunque i numeri richiesti non possono avere che una o due
cifre.

11 cubo d’un numero di due cifre avrò, al più, sei cifre, e la
somma delle cifre del suo cubo sarà minore di 6 x 9 = 54.

Dovendosi escludere il 53 il cui cubo termina con 7, diremo
che la somma non può eccedere 52 ; cosi pure sono da esclu-
dere i numeri 44, 45, 46 i cui cubi terminano rispettivamente
con 4, 5, 6 e sono costituiti da 5 cifre, onde la somma delle
cifre non potrà eccedere il 42.

Formiamo dunque i cubi dei numeri di una delle forme jn-

N
N s

1 8 17 18 26 27
1 512 4193 5832 17576 19683

avremo le soluzioni seguenti, che sono

(1) « Nota su	alcuni somme <Jt cubi > »e fe'li A tu dell’ Accademia der Nuovi Lincei,



I numeri perfetti.

Dalla progressione geometrico di basé 2 si può passare ni
numeri perfetti, cioè a quei numeri interi che sono uguali alla
somma dei proprii divisori, escluso il numero stesso.

Non è completamente nota la teoria pei numeri perfetti di-
spari ; quelli pari sono tutti compresi nella formola :

N =  2n~ 1 — 1)

nella quale il secondo fattore deve essere un numero primo;
sicché in tale formola non bisogna dare ad » che i valori in-
teri pei quali il numero Rx = 2n — 1 è primo. È facile vedere
che Rx non  può  essere  primo  se n non  è  primo  a  sua  volta,
ma ciò non basta. Bisognerà accertarsi che 2n — i sia un nu-
mero primo; teoria questa assai diffìcile e che per ora non ci
permette di dimostrarlo che nel caso in cui n sia un numero
primo > 100.1 numeri perfetti attualmente noti sono i seguenti:

n 2* — i

1 2 2
2 3 4
3 5 16
4 7 64
b 13 4096
6 17 65536
7 19 262144
8 31 1073741824
9 61

!  2 »  -  l !  N u m eri  p e r fe t t i
-  -

3 6

7 28

31 496

127 8128

8191 33550336

131071 8489869056

524287 137438691328

2147483647 2305843008139952128

2658455991569831744654692615953842176

I  va lo r i  di  n  :  l i , 2 3
m eri : e  29  sono  s ta t i  esc lus i  p e rch è  i  tr e  nu-

2'* - i 2« _ l 2“ — 1

non sono primi essendo rispettivamente divisibili per 23, 47 e 233-



- 117 -

I numeri perfetti terminano sempre con 6 o con 8. Ciò di-
pende, da un lato, dalla periodicità dell’ultima cifra nelle po-
tenze del 2, e dall’altro da che i numeri primi n sono neces-
sariamente, eccetto il 2 e il 3, multipli di 6 aumentati o dimi-
nuiti dell’unità. Cosi, quando n è un multiplo di 6 diminuito
dell’unità, il numero N  termina con un 6, senza che n debba
essere un numero primo; quando n è  un  multiplo  di  «  aumen-
tato dell’unità, il numero N  termina con la cifra 8.

Ogni numero compreso nella formola (eccetto quello corri-
spondente a n =  2) dà per resto 1 quando sia diviso per 9. La
prima cifra a destra di questi numeri è 6, oppure le due ultime
cifre formano 28.

Numeri perfetti di seconda specie.

Sono  i  numeri  uguali  al prodotto dei loro fattori. 1 numeri
p3 (p. es. 8) e Pi pt (p. es. 10, 14..........) sono numeri perfetti di
seconda specie. II numero 6 è il solo che sia doppiamente per-
fetto cioè che sia ad un tempo perfetto di prima e di seconda
specie.

I numeri amicabili.

Due  numeri  A,  B  sono  detti amicabili, quando la somma dei
dioisori del primo, astrazione fatta dal numero stesso,
uguale a B, e reciprocamente, la somma dei dioisori di B,
astrazione fatta da B, è  uguale  ad  A.

I numeri 220 e 284 sono amicabili ; infatti :

220 = 1 + 2 -f 4 + 71 + *42

che  è  la  somma  delle  parti  aliquote  di  284,  e

284 = 1 -f 2 -f 4 + 5 + 10 + li + 20 +- 22 -f 44 +

che è la somma delle parti aliquote di 220.
Si tratta d’un problema più che indeterminato. Supponiamo

infatti a  e  B scomposti in fattori primi ;

A = a* . Ó*3 . cy B  — a * ' .  b f ' . c y> ................
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Denotando con S ed S' le somme delle parti aliquote di tali
numeri, si deve avero :

S = f l ^ - 1 gfi + ' - l
a —  1 b — 1

X
•V ■+ i  _  J

c — 1
X A =■-B

a tt, + » - i 6^' + 1- l
S'  = _ !________ Ì X - i ________ -

— l 6, — 1
e/ + f - l

<?i~l
da cui si deduce:

« a + 1- t^6^ + 1- l v cy + 1 - 1
a  — 1  6 - 1  X  c  — 1

X

- S = A

a * ' + i _ l f i f i ' . + i - i c v ' + l _ t
=  -> ------------- i X i l i ___________L v ___________ L x • • • »

a ,  - 1 b i - l Ci  -  l

dedurrò azii>ne ® troppo generale perche se ne possano
flinif’flhìH .C 6 ormcde Per ricavarne delle coppie di numeri
semplici-' ma ossesnancio »d A e S le forme particolari più

A = 2” •a b  = 2" b •  c

nfinnro^in0’ * ’ c .8onc! Ettori primi dispari, si possono deter-
enunrìato c- ?°pp,e di nutneri che soddisfino alle condizioni
en unciate. Si ha in fa tt i  :

(2’, + , - l ) (a + l) = (2»^-i_i) + (C + i ) = 2 « ( a + 6 c)
da cui:

fl = b c - l b4■ c
ed eliminando a:

(b — 2n + 1) (c — 2” +1 ) = 2*” = 2” * * 2" ~ a
supponendo a < n.

Si pud dunque porre ;

e dedurne ;

b - 2n — t 4. 2« — *
p  = 2n  —  l 4. 2n ♦ «•
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con !o condizione che a, //, c siano numer. primi; per conse-
guenza a. è dispari, altrimenti a sarebbe composto.

Per a = 1 si trovo una prima forma di numeri amicabili
supponendo :

a = 3* • 2*" *1 — 1 0 = 3 • 2” *3 — 1 c = 3 - 2 n— 1

Attribuendo ad n i valori successivi 2, 3, 4 . . ... , non con-
servando che quelli pei quali i numeri a, 0, c sono primi, si
trovano le soluzioni :

11 a b c A B

2 71 5 11 281 220

4 1151 23 47 18416 17296

7 73727 191 383 9437056 9363584

Non si può supporre x = 3, poiché uno dei numeri h o c  sa-
rebbe una differenza di due quadrati. Rimane da studiare H
caso di a. = 5, 7 ........... il che è assai difficile.

Nel seguente quadro sono riunite alcune coppie di numeri
amicabili; comprese le tre sopra indicate:

Alcune coppie di numeri amicabili

220
284
2620
2924
5020
5564
6232
6368
10744
10856
17296
18416
63020
76084
66928
66992
67095
71145

= 2*.5.Il ,
= 2*.71 ;

69615
87633

= 3’ .7.13.5.17 I
3*.7.13.107 |

503056
514736

= 2V23.1367
= 2*.53.607

= 2*.5.131 ;
= 2*.17.43 1

122265
139815

= 3*.5.13.11.19 1
3*.5.13.239

522405
525915

= 3’ .5.13.19.47
= 3*.5.13.29.31

= 2’ .5.251
= 2*.13.107

141664
153176

= 2*. 19.333
2S.41.467

60992S
686072

= 2*. 11.29.239
= 23.191.449

= 2’ .19.41
= 2M99

142310
168730

= 2.5.7.19.107
2.5.47.359

1175265
1438983

= 3*7*13.5.41
= 3*.7*.13.251

= 2M7.79
= 2\23.59

171856
176336

24.23 467
24.103.107

1280565
1340235

= 3*5.13.11-199
= 3’ .5.13.29.79

= 2V23.47
= 2VU51

176272
180848

24.23.479
24.89.127

1358595
1486845

= 3*.5.19.7.227
= 3*.5.19.37.47

= 2*.23.5.137
= 2*.23.827

196724
202444

2*. 11.17.263
2*.H.43.107

9363584
9437056

= 27.191.383
= 2’.73727

= 24.47.89
= 2̂ .53.79

308620
389924

ae 2*.5.13.1187
2*. 43.2267

196*21715
224703405

= 3*5.7.19.37.887
= 3*.5.19.37.7103

= 33.5.7.71
= 3s.5.17.3l

437456
455344 =

24.19.1439
2M49.19t
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I numeri triangolari.

Si chiamano triangolari i numeri formati nel modo indicato
nella ftg. 89, cioè sovrapponendo il primo al secondo, il secondo
al terzo, e cosi via come se si trattasse di biglie.

10 15

Fig. 89.

Possiamo formare con facilità la serie dei numeri triango-
lari nel modo seguente:

Unità . . , . i i ^ 1 j  t 1 1 i
Interi  . . . . i 2 3 4 b 6 7 8 9 10
Triangolari 1 3 6 10 15 21 28 36 *5 55

Come é facile vedere un numero triangolare non è altro eh*
la somma di quello che lo precede e di quello che gli si® s0‘
pra, nello riga dei numeri naturali, come per esempio:

21 = 15 + 6
Come si potrà in tate serie trovare un numero di posto de-

terminato, per esempio il 20“ “ %
In questo modo assai semplice.
Se poniamo accanto ad un numero triangolare (quello di 1®*°
a esempio) lo stesso triangolare capovolto, come vedesi n®l8
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flg. 90, ne risulterà un parallelogramma costituito da 5 file di
5 + 1 unità ciascuna, cioè, in totale 5 x6 = 30 unità; la metà

sarà il triangolare di lato 5. Cosicché possiamo stabilire la for-
mola generale per trovare un triangolare di posto ennesimo,
cioè :

che si esprime dicendo : Un numero triangolare di posto de-
terminato è uguale alla metà del prodotto del numero che ne
indica il posto, per il numero successivo.

Questo modo di calcolare un triangolare può servire di con-
trollo all’altro nel quale si fanno le addizioni successive.

Ogni quadrato impari è la differenza di due triangolari.
Ogni numero della forma n* ± n +  1 è la somma di due

triangolari.
Ogni cubo è la differenza di due triangolari consecutivi.
La  somma di  due  triangolari  successivi  è  un  quadrato.
Questa proprietà risulta chiaramente dalla flg. 91.

•  0 - 0 - 0 0 0

• - #  0 0 0 - 0

• - + - +  0 - 0 - 0

Fig. 90.

Fig. 91.
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I numeri quadrati.

In modo analogo ai triangolari si possono ottenere i numeri
quadrati, procedendo come è indicato nella flg. 92. Si vede,
con un semplice esame della figura, che un numero quadrato
differisce dal precedente per un numero dispari di unità e

che queste differenze costituiscono la serie dei numeri dispari
naturali. Segue da ciò che é facile costruire la serie dei nu-
meri quadrati (ossia dei quadrati dei numeri) in questo modo.

Base  . . .  2 2
Dispari  . 1 3
Quadrati 1 4

2 2 2 2 2 2 2 2
5 7 9 l i 13 15 17 19
9 16 25 36 49 61 81 100

Un numero quadrato si ottiene (come abbiamo veduto po'
triangolari) addizionando quello che lo precede con quello
che gli sta sopra, come per esempio:

64 = 49 4-15

Teorema di Diofanto. — La flg. 93 costituisce un quodraW
di 9 unità di lato, composto di otto volte il numero triango-
lare dieci e di una unità al centro. Abbiamo dunque fn esso
la dimostrazione grafica del teorema di Diofanto: L ’otta^
d  un numero triangolare, aumentato dell’unità, è sempre unqu adra to ,
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Reciprocamente: *Ognt quadrato di un numero dispari, di-
minuito dell’unità, è l ’ottuplo d’un numero trian golare •.

1 Si deduce da ciò che per riconoscere se un dato numero sia
i triangolare basta moltiplicarlo per 8 e aggiungere 1 al pro-
; dotto; se si ottiene cosi un quadrato, il numero proposto era

triangolare. Per esempio :

66 x 8 + 1 = 529 = 28*

dunque 66 è un numero triangolare-
Altri teoremi del genere sono i seguenti: Ogni  nUtnf  ro  q  '

drato è uguale al proprio lato aumentato di due oo e i
angolare di posto antecedente. . ...

Ogni numero quadrato è la somma del triangolare dello
stesso ordine e del triangolare antecedente.
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Le fìg. 9* e 95 dimostrano graficamente tali proprietà ibi
• r»  ̂I — - - * - •

dei triangolari
emente :

e dei quadrati, che abbiamo date preci-

Unità . . . . 1 1 ì i 1 1 1 1 1 i
Interi . . . i 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Triangolari i 3 6 10 15 21 28 36 45 55
Quadrati. . 1 4 9 16 25 36 49 6* 81 100

64 = 8-1- 2 X 28
6* = 36 + 28

I numeri pentagonali.

vede r®PPre8enta numero pentagonale di lato 5.Sii
cedente accre*<'Amento, come R Q P E, differisce dal p«|;

P re unita. Risulta da ciò che si può costituirei!

serie dei numeri pentagonali in modo analogo a quello segi^
per i triangolari e  i quadrati, ma partendo dalla base ti"6.

3  3
t  *

Pentagonali l 5

3 3 3 3 3 3 3 3
7 10 13 16 19 22 25 28
12 22 35 51 70 92 117 145
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Per calcolare un pentagonale qualsiasi giovano però anche
alcune osservazioni, che sono messe in evidenza dalla flg. 97:

1.  » Un numero pentagonale è uguale al proprio lato au-
mentato del triplo del pentagonale che lo precede.

2.  » Un numero pentagonale è la somma del triangolare dello
iteis'j ordine A B C e del doppio del triangolare antecedente.

C

A

1 numeri pentagonali si
indicato nella flg. 98. possono anche ottenere nel modo

» ! 2 3 4 5

2  3 4  5

2  3 4 5

2 3 4  5

2  3  4  5

Fig. 98.

H -2 + 3 + 3 + 3 = i2
+ 4 + 4 = 2 2 ............

i;
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Per riconoscere se un numero sia pentagonale basta om
vare che : il triplo di un numero pentagonale è un numm
triangolare il cui ordine è il triplo meno uno di quello &
pentagonale e inversamente.

Cosicché volendo riconoscere, per esempio, se 117 sia un ptfr
tagonale, lo si moltiplica per 3 e si riscontra se il prodottoli!
sia un numero triangolare.

»  •  •
y  •  •  *  * vw  A  A  ^  \
A ,

Fig. 99.

Applicando il teorema di Diofanto (v.pag. 122) si potrà osse-
vare che : prendendo 24 colte un numero pentagonale e 0>‘
meritando il prodotto di un'unità si ha il q u a d r a t o n i
e U sestuplo meno uno del lato del pentagonale e inoersatneni

E pure facile vedere che un pentagonale non può ternitn,:fi
con una delle cifre 3, 4, 8, 9 perchè se cosi fosse, il suo trip-
emanerebbe con 9, 2, 4, 7, cifre che non possono essere fltt'

d un triangolare.

■» uumeri esagonali.

Si ottengono questi numeri come gli altri di cui prec®
temente, collocando delle unità nel modo indicato nella
sui perimetri successivi di esagoni concentrici, aventi il
tice A  comune.
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Analogamente 0 quanto abbiamo fatto pei numeri triango-
lari, ecc., possiamo ottenere quelli esagonali partendo dalla
base 4, oppure osservando che un numero esagonale è ugua’ e

al proprio lato aumentato di quattro volte il triangolare del-
l’ordine precedente.

Si osserva parimente che un esagonale è costituito dal t r i-
angolare A B P  dello stesso ordine, aumentato del triplo del
triangolare che lo precede.

Tali considerazioni sono però superflue per il calcolo degli
^agonali poiché dalla flg. tot	 si rileva che : ogni esagonale è
Un triangolare di lato dispari e reciprocamente.

?

Fìg. 100.
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I numeri poligonali.

In  g en era le ,  possiam o  fo rm u la re  le  d ue  p rop os iz ion i  seguenti.
1.  ° Un poligonale è uguale al numero del proprio ordini

aumentato di tante colte i l triangolare antecedente, quante
sono le unità del proprio ordine, meno due.

2.  ° Un poligonale è uguale al triangolare dello stesso ar-
dine aumentato di tante colte i l triangolare che lo precedi
quante sono le unità del suo ordine meno tre.

Si può ottenere la serie dei pentagonali prendendo come
base numeri uguali al numero del lato diminuito di due unità

R ip rod uc iam o o ra la t a b e lle d e i n u m er i po lig on a li fino si
decagonale :

N um ero ! i»
i___

2° ! 3-
I...

4° 5° 6° 7" 8" 9° IO"

T r ia n go la re  .  . t 3 '  6 10 1 15 21 28 36 45
t

; 55

Q uadrato  . . . . j  ì 4
1  ■
i  9
j

16 1 25 36 49 64 81 100

P e n ta g o n a le .  .

E sagon a le  .  .

E tta g o n a le .  .

O tta go n a le .  .

N on ago n a le  .  .

D ecagona le.  .  .

ì 5
1

12 22 35 51 70 92 117 1*5

i 6 15 28 45 66 91 120 153 190

i 7 18 34 55 81 112 148 189 235

ì 8 21 40 65 96 133 176 225 280

i 9 24 46 75 111 154 204 261 325

ì 10 27 | 52 85 226 175 1232 297 770

I numeri ottagonali.
Il triplo più uno di un ottagonale, è un quadrato il cU* '

e il triplo meno uno del lato dell’ottagonale.
Questo teorema si dimostra osservando, che un ottagoni*

uguale al pentagonale dello stesso ordine aumentato del tri
del triangolare d’ordine precedente. Ciò posto la flg. °̂2 dlt
stra che il nonuplo più uno d’un triangolare è un triango1
di lato triplo più uno del lato del primo.
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Sovrapponendo il lato At a 3 di  questa  figura  sul  lato  .4,
della flg. 99, tenendo conto della scomposizione dell’ottago-
nale in un pentagonale e tre triangolari d’ordine antecedente,

 ̂ — '“’n. A A A *“ A,

Fig. 102.

si dimostra la proposizione sopra enunciata, poiché sî  viene a
formare una figura nella quale il numero deile unità è un

quadrato.
Segue da ciò che un ottagonale non può terminare con una

delle cifre 7, 4, 2, 9 altrimenti il suo triplo più uno. che e un
quadrato, terminerebbe con 2, 3, 7, 8 il che non può essere.

I numeri decagonali.

h doppio più uno di un deca-
gonale è un triangolare d’ordine
quadruplo meno due di quello
del decagonale. Infatti un deca*
gonale vale un trian-
golare dello stesso or-
dine  aumentato  di
sette triangolari del-
1 ordine precedente ;
ora> aggiungendo (fi-
gura 103) uno dei tri-
angolari tratteggiati
aisette triangolari bianchi o neri si forma il decagonale- Dunque
un  decagonale  non  può  terminare  con  una  delle  cifre  3,  4,  8,9.

9- Ghbr m. _ Maletii. diUtt.

Fig. 103.

'Qfc' W Ai/ _
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I numeri piramidali.

Immaginiamo un numero triangolare costituito da cubetti
come nella fìg. 104. Vediamo di stabilire la formola chepef’
mette di calcolare la somma dei numeri triangolari a partire

F ig . 104.~  “O  •  *

con tern itf80mma. ct le  co r r is p o n d e  a l  n u m e ro  dei  proiettili
ne lla fle eoi; Unf, P*Ia 8  ^ ase t r ia n S ° ia r e , c o m e è facile vedere
tono i ni-ninerr! ^ <I uaie i d isch i a c o n to rn o so ttile rappresee-

Ì !S ? e t t lK n ‘  ? Ua° 8 tr a l° 6  * “ • » * a s t o r n o grosso*
appu nto (Ima  ° S t r a t 0 8  <Iu e l,° s o v ra p p o s to ; essi costituisce®
appunto  due  num eri  tr ia n g o la r i  su ccess iv i.

SI chiama numero piramidale triangolare il numero ris®
tante dalla somma dei triangolari a partire dal primo che e
e lord ine del piramidale è quello del triangolare al qaa!e
stata limitata la somma, vale a dire che è il numero degli » tr »
dei quali il piramidale è costituito
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Si può dunque formare una tavola di numeri piramidali in
questo modo;

Interi  . . . .  1 2 3 4 5 6 7 8 9 10...
Triangolari 1 3 6 10 15 21 28 36 45 55...
Piramidali 1 4 10 20 35 56 84 120 165 220...

Lo serie dei piramidali si ottiene addizionando il piramidale
precedente col triangolare soprastante, ossia di medesimo
ordine :

piramidale 84 = piramidale 56 -|- triangolare  28

Si può ottenere direttamente un piramidale d’ordine qual-
siasi  con  una  regola  che  si  può  stabilire  in  questo  modo.

Fig. 106.

Cominciamo col duplicare un triangolare qualunque ; otter-
remo cosi un rettangolare (flg. 106).

Fig. 107.

dine 2 ° nìara° a 1ue8to 1 rettangolari gradatamente d’or-
l0re ; otterremo la piramide della flg. 107.
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c a p o v o l t a * F m S i o T ' v e r e l o” ^ " ' ' 8"‘ 't|non mu-l

Fig. 108.

^ ^ z x s r ; : : ,  prime
~ ordine pel piramidale

z B =  ,  ;  *  p\u i
*  »  piu  2

wert in te r i ^nsecutfn/1 * piramidale è Uprodotto di t r e » I
dine del piramidale *  C cre8centl' l l Primo dei qucli è P«J

Numeri Piramidali quadrangolari.
Ca  .

a-mfoiari.

tr ia n go la r i, m a ^ s e T 6  ^ 8 erie in m o d o a n a lo g o a quella <
queste  r e g o le  : 6 ^ U 0  a n c ^ e c a lc o la re uno qualunque coti

triangolare di ’uou.ni ̂ uadran90lare è uguale al piramidi
golare d'ordine antecedente aumentato del Piramidale trm

del su*) numero cPorrfi piramidaie Quadrangolare è il prodotti
doppio del suo n u m ^ ^ t,per il numero seguente e poi per*

Risultati analoghi Si 0rdtVle più uno-
gonali. Possono ottenere per le piramidi pô

Osseroazione '  La  &
sponde al quadrato dei cul3i de* numeri naturali cora

Cosi : a ^mma dei rispettivi numeri senapi

\1  ! + 3 + 4 = 10
+ 27 -f 64 ss 100 = io*
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Progressioni per differenza.

Abbiasi la progressione per differenza:
4 7 10 13

Possiamo rappresentarla graficamente con una figura a qua-
drelli in cui la prima riga ne contenga 4, la seconda 7, e cosi
via (flg, 109; quadrelli a dischetti neri). Se a questa figura ne

•  I o 0 o o o o o 0 oi
— 1
o o 0 0

0 o o o o o 0___10 o Q
" 1  !

o o o o o o o

•  •  • rV____ ■ i___
o ° o o

Fig. 109.

adattiamo un’altra uguale (a quadrelli con circoletti), ma di-
sposta in modo inverso, completando il rettangolo, potremo ri-
levare facilmente che la somma dei termini estremi della pro-
gressione è uguale a quella di due termini equidistanti dagli
estremi

4 + 13 = 7 + 10
e che la somma dei termini della progressione è la metà del

numero delle caselle del rettangolo, ossia — —̂ • Cosicché se a

ed l sono i due termini estremi, e se n è il numero dei termini
considerati, detta somma sarà data da:

q _ (Q -4-1) n
2

Nei caso della serie naturale dei numeri, si tratta d'una pro-
gressione aritmetica di ragione 1, il oui primo termine è 1,
ossia a = i ed l — n, per cui la formola (1) diventa :

c. _ n (n  + 1)
~  2

E se a =  t  con  ragione  2,  si  ha l = 2n — 1 e la formola ci dà :
S = /i*

che sarebbe la somma dei numeri dispari :

1, 3, 5, 7, • ■ • •  • n
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Permutazioni.

U na ra p p res en ta z ion e g r a fic a d e l le p e rm u ta z io n i possibili cosi
n co se  (in  p a r tic o la r e  p e r n *= 4 ) è q u e lla im m a g in a ta daE.Lucsij
e  ra p p rese n ta ta  n e lla  f ìg . 1 1 0 .

qu adra ti aeU fT flm fJ 1 ° 1 9  p r im a  c a s e lla  in fe r io re  d ’uno  dei 21 j

‘ e ™  e  con  * “a Z l n T ,  * M  i i a o f n  ' »  T
fa n n o  a lle 2 4  p er m » f n J ' •  q u a d re lh  t r a t t e g g ia t i  corrisponde

Pe  m u ta zion i  poss ib i li  con  d e tte  4  le tte re ,  cioè:
« t . j  „abeti
acbd
cabd
baed
bcad
cbad

abdc
acdb
cadb
bade
beda
ebda

adbc
adeb
edab
bdac
bdea
cdba

dabe
dacb
dcab
dbac
dbea
debaeoad ebda cdba deba

■ ni de l PrCrQueste  perm u taz ion i  c o rr ispo nd on o  a lle  s o lu zion i  u  rt(j :
b lem a d e lle to rri su  d’ una  s ca cc h iera  di  16  c a s e lle : in 9
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mdl e possibile collocami i torri in modo che non ce ne sia

aper rusuale scacchiera di 64 caselle il problema (con 8 torri)
ammette dunque

1 . 2 . 3 .  4 . 5 . 6 . 7 . 8  -  40320

•oluzioni (v. pag. 70-85).

Il triangolo di Pascal.

La serie dei coefficienti dei termini dello sviluppo del binomio
di Newton :

(a ± x)n

messo sotto forma di triangolo da Pascal :

l  1
1  2  1

1 3  3  1
1  4  6  4  1

1 5 10 10 5 1

quando venga scritta in questo modo:

1
1  1
1  2  1
1 3  3  1
1 4 6 4 1
1 5 10 IO 5 1

S n X wuo**!6! ? ini *enso pafanelo alla bisettrice dei-
retto « hanno i termini della nota serie di Fibonacci:

1  1  ?  3 8 13 21 t \
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Triangolo e quadrato aritmetici.

Nella flg. 111 abbiamo disposto scalarmente i coefficienti bi-
nomiali di Pascal (v. pag. 135). Nel quadrato di Fermat (Ag i®
vediamo gli stessi numeri, in altra disposizione. Il numero cbi

1

1 1

1 2 1

1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 T0 5 1
1 6 15 20 1S 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1

Fig. 111. Fig. H2.

s o m m a deiCi<wUna case]la ^ questo quadrato é dato dall*
sinistra e in Umeri c,le si trovano nella casella alia m
56 + 28. q a sopra di  esso.  Cosi,  84  risulta  dalla  ìoffii®

biema: at° ^ern"at si presta alla soluzione di que topn>

Se in una scacchiera usuale è data la posizione 0 di ̂

Fig. 113.

torre , in angolo (flg. 113), in quanti percorsi d^ rerentif̂ f l -
essa torre percenire dalla casella 0 in altra , diposi*10
bilita X , senza regressi *

Nel caso della flg, 113 la risposta sarebbe 84,



Curiosità diverse sui numeri.

Sul numero 37.
Se consideriamo la progressione aritmetica :

-2- 3 • 6 • 9 • 12 • 15 • 18 ■ 2 t .............. 27

e ne moltiplichiamo i termini per 37, otteniamo:

111 . 222 - 333 ................. 999

Questi prodotti sono costituiti da tre cifre uguali e tali che
la loro somma è uguale al moltiplicatore da cui derivano.

La spiegazione di tale particolarità sta in ciò che.

37x3 = 111
per cui, ad esempio :

37 x 15 = 37 x 3 x 5 = 111 x 5 ecc.
37 = 3’ + 7» - 3 • 7 37 (3 + 7) = 3* + 7S

3 • 7 • 37 = 777

Il 37 è il solo numero di due cifre che moltiplicato per la
somma delie sue cifre dia un prodotto uguale alla somma dei
cubi di tali cifre, ossia 370 = 27 + 343.

Sul numero 45.

Consideriamo il numero 987654321 costituito dalle 9 cifre
significative, in senso inverso ; e l’altro numero 123456789
costituito dalle stesse cifre nell’ordine naturale. La somma
delle cifre nei due numeri è 45 ; la differenza dei due numeri
® 364 1 97 532 costituita come essi dalle 9 cifre significative,
ma in ordine diverso.

li numero 45 si può scomporre (1) in quattro numeri (8, 12,
- 5 e 20) tali che -.

8 + 2 = 10
12 - 2 = 10
5 x 2 — 10

20 : 2 = 10

W In altro paragrafo diamo la generalizzazione dt questo genere di scoxn-
yoaWione di numeri,
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8ul numero 100.

Questo numero si può scomporre (in modo analogo al 45) ini
quattro  numeri  (12,  20,  4  e  64)  tali  che:

12 + 4 = 16 '
20 — 4 = 16
4 x 4 = 16

64 : 3 = 16

Si può scrivere 100 usando 5 volte la stessa cifra, nei modij
seguenti:

100 = 111 - 11
100 = 3 x 33 +
100 = 5 x 5 x 5  —5 x 5
100 = (5 + 5 + 5 + 5) 5

Si può scrivere 100 in vari modi usando le 9 cifre si
tìve, senza ripetizioni (v. pag. 148):

100 = 74 + 25 + ~  + ~
3 27

100 = 98 + 1 + - g- + 54

100 = 95 + 4 + 38
76

1

100 = 91

100 = 94 +

100 = 96 +

5742
638
1578

7524
100 =91 + -g3g-

5823
"64T100 = 91 +

263
2148
537

1428
100 = 96 + - 357-

1752
100 = 96 + -£3g-

Sul numero 143.

Moltiplicando 143 per ciascuno dei 999 primi multiplidi J
ognuno dei prodotti ottenuti sarà costituito da due
identici corrispondenti precisamente al numero d’ordine °e!
multiplo di 7 usato come multiplicatore.

Esempio.
143 X (238 x 7) = 143 x 1666 =238 238

Per «piegare tale risultato si osservi che si può scrivere

143 x 238 x 7 = 143 x 7 x 238 = 100Jx 238 = 1000 x 238 + 233
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Quando si tratti d’un multiplo di 7 il cui ordine sia dato da
un numero avente meno di tre cifre, le due parti del prodotte
potranno essere separate da uno o più zeri; cosi:

143 x (26 x 7) = 26026
Osseroazioni. — Risultati analoghi si ottengono moltipli-

cando per 77 1 *999 primi multipli di 13 e per 91 i 999 primi mul-
tipli dì li, infatti:

4(VH'= 7 vr il -X 13

dunque 1001 è divisibile per :
7 x 11 = 77 e per 13

nonché per:
7 x 13 = 91 e per 11

Si può poi generalizzare osservando che :
10001 = 73 x 137

100001 = il x 9091 • •

Ne risulta che i prodotti di 137 per i 9999 primi multipli di 73
di 9091 per i 99999 primi multipli di 11,............sono composti di
due parti identiche. Cosi:

9091 X (478 X 11) = 47800478
9091X 157642X li) = 57642 57642

Bui numero 225.

Scomporre 225 in una somma di numeri costitu iti, in com-
plesso, dalle 9 cifre significatine, senza ripetiz ion i.

225 = 1 + 23 +- 45 + 67 + 89

Ciascuno di  questi  numeri  sì  ottiene  aggiungendo 22 al  pr
cedente. Si può anche scomporre cosi :

225= 1 + 35 + 42 + 69 + 78 ecc.

Naturalmente altri numeri si possono scomporre in modo
analogo. Essi però debbono essere multipli di 9 poiché.

14-2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 + 8 + 9 = multiplo di 9.
Esempli :

1,62 = 9 + 12 + 36 + 48 + 57
171 = 2 + 18 + 39 + 47 + 65
810.= 195 + 267 + 348
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Sul numero 142857.

Esaminiamo i 6 primi multipli di questo numero: j

1 4 2 8 5 7 2 8 5 7 U 4 2 8571
571428 714285 857142

Essi sono composti delle medesime cifre nel medesimo ordine,
si che si può passare dairuno all’altro per semplice trasposi-
zione di cifre.

Inoltre essi sono formati da gruppi di due cifre multipli pari
di 7 o multipli pari più 1. Cosi 171428 è composto dei gruppi:

57 = 7 x 8 -f 1 71 = 7 x 10 4-1
14 = 7 x 2 42 = 7 x 6
28 = 7 x 4

Moltiplicando U2857 per 326451 si ha:

1 4 2 8 5 7
3 2 6 4 5 1

1  4  2  8  5  7
7  1  4  2  8  5

5 7 1 4 2 8
8  5  7  1  4  2

2 8 5 7 1 4
4  2  8  5  7  1

* 6 6 3 5 8 1 0 5 0 7

dotto comincia J erlicali son<> identiche, ciascun pr°-
6 prime cifre di ri Clfra COn cu* termina il precedente;!*
mano l’uitimn prod°teo « cominciare dal basso for-

biscono il penultimo m V ? / J,̂ .0081 le 6 8econde s c o s t i-

8ul numero 12345679.

Questo numero è formato dalle cifre progressive n®* nlDe
ordine naturale, meno l'8. Se lo sì moltiplica per un
qualunque della progressione aritmetica •

-r 9 • 18 • 27 • 36 • 45 • 54 • 63 • 72 • 81
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la cui ragione è 9, il prodotto risulterà composto di 9 cifre
uguali. Cosi:

12345679 x 54 = 666666666

Si osserva che la cifra 6 indica il posto del termine 54 della
progressione (il 6°) e risulta pure come differenza tra la decina
superiore e detto termine, ossia :

6 = 60 - 54

Per ispiegare il risultato ottenuto si osservi che :

12345679 x 9 = 111111111

e 12345679 X 54 = 12345679 x 9 x 6 = 111111111 x 6

La somma dei numeri naturali.

meUca^fvfio1-61'* fì,aturali costituiscono una progressione arit-
S r , 7 La 'a p p u n t a nella ana parte««'tira, con puah M ri, , priml se| „ „ numeri p

• 0 0 0 o o o
• • 0 o 0 o o
• • • 0 o o o
• • • • o o o
• • • • • o o
• • • • • • o

Fig. iU.
F c p fiv 0 p jjg in

costituita, m totale, di 6 x 7 :
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punti (neri e bianchi); dunque la somma cercata sarà la meli
di 42 ossia 2i. Sicché, in generale, la somma dei primi nnu-
meri interi naturali, sarà data d8lla forinola:

n (n -f-1) I
2

La somma, ad esempio, dei 90 numeri del lotto è data da.

-90 ' = 4095
2

Dalla tìg. 115 apparisce chiaramente come la somma di»
numeri dispari naturali a partire da 1 sia n*. Le linee pun

/

�

giate mettono in evidenza che una flla ad angolo differiscn
quella ad essa adiacente per due unita-

l i  n u m e r o  e .

Regola mnemonica per il valore del numero e (base dei l°?s
ritmi neperiani):

Tu aideras à rappeler ta quahtité à beaucoup
e = 2 7 1 8 2 8 1 8

de docteurs amis
2 8 4

Il numero delle lettere d’ogni sìngola parola della frase ^
risponde alle cifre del numero e, ordinatamente.
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I. — Trovare un numero uguale a 7 oolte la cifra delle pro-
prie unità.

Questo numero ha evidentemente due sole cifre: le sue de-
0

cine ne sono i — e valgono 6 volte le unità. La cifra delle de-

fi  o
cine è dunque i o s s i a  i — della cifra delle unità; questa

10 5
non può dunque essere che 5 o zero, e la cifra delle decine 3
per cui il numero cercato è 35.

Nota. — Trattando il problema in generale si può stabilire
la seguente espressione risolutiva :

, u (m — 1)
d = ----- io-----

nella quale d è il numero delle decine, u quelle delle unità,
| m il numero di volte che il numero cercato deve contenere le
I proprie unità.

Per  m =  7  si  ha  appunto:

nella quale, per avere d intero, occorre che sia:

u = 5 da cui d — 3 ed Ar= 35

H*  — Trovare un numero di due cifre, uguale al doppio pro-
dotto delle proprie cifre.

Tratteremo la questione algebricamente e aritmeticamente.
l.° Algebricamente. — Sia d la cifra delle decine, u quella

delle unità; si avrà:
10 d 4- u — 2du

da cui :

d =»-----------2 ( U — 5)

Dovendo d essere una delle cifre significative, non sarà asse-
gnabile ad u che il valore 6 al quale corrisponde d = 3; per
cui il numero cercato non può essere che 36.



t e r m l n 1 ì t « l eT T f n Ì e -  ~  11  n u m e ro  c e r c a t o  essendo  pari  é
»tro caso ’ ’ 0<* dovendosi escludere lo zero nel no-

frn* /fò)|SifCOnCl0 * *P°tesh questo numero é divisibile per la ri-
unito aio ^r°F r!e ^ecine- Occorre dunque che la cifra delle sue
2 i  « 0*7 8,^,le Per la cifra delle decine; la prima essendo
a r 8 8econ<*8 ser® 1» 2, 3, 4, 6 od 8. Il numero cercato
e  dunque  fra  i  seguenti:

12 14 16 18 22 24 26 28
36 <4 48 66 88

dft^io^raArfFar ê Si osserva che il numero di 2 cifre formato
cifm h ^ ì 6 Fef numero cercato deve essere divisibile perla
di d „o 6lie Umta’ poiché ogni numt o che divide una somma
l’altm ? umeri e<i uno numeri della somma, divide pur*
i altro numero.

Restano dunque solamente:

12 22 24 36 44 48 66 88

inferin^eI ° 4FerCat° non può essere 12, il doppio di 2 essendo
primo anneri ’ ° e 22’ 66' 88 che 8000 multipli di il, numero
vedere chF •? *°‘ Fra 1 nurneri restanti 24, 36 e 48 è facile
vedere che solo >I 36 soddisfa al problema.

>■1.  - sìa un numero qualsiasi. Si serica al disotto lo
numero ponendone la prim a cifra sotto la quarta
primo. Si eseguisca la somma e si dioida poi questa fi
7» i l e 13. I l quoziente in ultim o attenuto sarà preti#
mente i l numero prim itioo .

Esempio. Sia 11 numero 8 6 7 5 3 :
8 6 7 5 3

8 6 7 5 3

86839753

86839753:7 = 1240 5 6 79
12405679: i l = 1127789

1127789: 13 = 86753
La spiegazione è assai facile.
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Infatti si ha :

86753 x 1000 + 86753 = 86753 x 1001

ed essendo:

1001 = 7 x il x 13
si può scrivere :

86753 x 1001 = 86753 (7 x li x 13)

Nota. — Nel caso d’un numero di 3 cî -re l ’enunciato si sem-
plifica perchè basta scrivere il numero alla propria destra, ecc.

ri'.  - Quanti numeri in teri ci sono, composti di un deter
minato  numero  di  cifre ?

Vi sono 9 x 1 ossia 9 x 10° numeri di una cifra. 1 numeri di
due cifre cominciano col 10 e terminano al 90; ve ne son
dunque 9 X 10l; quelli di tre cifre sono 9 x !0 * e cosi via.

V.  — Quante cifre occorrono per iscriùere tutti g li in teri
composti d’un determinato numero di cifre %.

Da quanto precede si vede che per iscrivere tutti gli interi
rispettivamente di 1, 2, 3, 4 • • • ■ cifre, occorrono 9; 2 x 9 x 10;
3 x 9 x IO2 ; 4 x 9 x IO3 • • • • cifre.

— Quante cifre occorrono per iscrioere tu tti t numeri
dall' l fino al 99959 •  ■ •  • inclusioamente ?

Da quanto precede si deduce che per i numeri di :

1 cifra occorrono 9 x 10° = 1 x 9 cifre
2  » ■» 2 x 9 x 10l = 20 X 9 »
3  >  » 3 x 9 x  10*= 300x9 »
4 » » i x 9 x IO5 = 4000 x 9 »

Dunque per iscrivere tutti gli interi dall’ 1 al 99999 • • * * ossia
tutti gli interi aventi 1, 2, 3, 4, 5 • • • • cifre occorre un numero
di cifre dato da • ■ • • 54321 x 9, il numero • • • • 54321 essendo
formato dalla serie naturale degli interi e contenendo tanti
di questi ultimi quante sono le cifre 9 contenute nel numero
99999..........

IO — Gubusi.  —Mute in. dilett.

V
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' n \ e o u - t T ldt°  Sf ? U 8 c r it t i  tu t t i  i  n u m eri  interi gli unii
c i fr a h ì  a l t r i  e  n e l  lo ro  o rd in e  n a tu ra le,  trooare.  m

i p o siz io n e d e te r m in a la , p e r  esem pio  la  55 m m.

I  n u m e r i  a v e n t i  1 ,  2 ,  3 ,  4 ,  5 ,  6  c if r e  h a n n o  in  to ta le :

65432! x 9 » 5888889 c if r e .

p e r  q u a n t o  s i  è  s o p r a  e s p o s t o  ( v e d i  n  «  V i . ) .
u m e r i  a v e n t i  1 , 2, 3,  4f  5  c i f r e  h a n n o  in  to tale  ;

54321  X  9  «  488889  c i f r e .

c i f r e c ° n a i d e r a t B  a p p a r t i e n e  d u n q u e  a d  u n num ero dii
n n m  ’  a  f e r  ®  d a t a  e s s e n d o  s u p p o s t o  c h e  a r r iv i  a tale ulti®)
n u m e r o ,  i  n u m e r i  d i  t a l e  s e r ie  h a n n o  d u n q u e :

552715 — «88889 = 63826 cifre.

D ’ a l t r o n d e  s i  h a :
63826  =  t0637  x  6  - f  4

m e r o ^ d « C e r C f t a  a  p e p  c o n s e g u e n z a  l a  q u a r t a  de l  10638*
H secondo ° ra !1 pr5mo numero di 6 cifre essendo Idf*

o 100000 + 1, il 10638»» è 110637. Sicché la cifra cercata*1

dair'*
V ili* — Quante cifre ol sono nella serie dei numef

N inclusioamente ì

Immaginiamo scritto uno sotto l ’altro tutti i nÛ  p0rre®
ad N ; quest’ultimo lo supporremo di m cifre e ® . ajja siff
ancora di avere completato ciascun numero con z
stra .cosi da avere un quadro di numeri composti 1 ^
mero di cifre; completiamolo poi con una prima fu

Avremo il numero X  cercato, calcolando quanti 9
ratteri contenuti in tale quadro, che sarà m (N  +
endone poi tutti gli zeri aggiunti. Quanto a questi osfe pfa
che da 10m*1 ad N  non ne sono stati aggiunti. Ai jj*-
IO*” -1, nella prima colonna di sinistra furono aggtun* .
zeri; al disopra di 10m-*, nella seconda colonna, ne at
aggiunto 10m- ’, ecc. Al disopra di lo, nella seconda
a destra ne abbiamo aggiunto 10; al disopra di 1, nell»
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colonna a destri ne abbiamo aggiunto 1 ; dunque in tutto fu-
rono aggiunti :

IO”*-'  +  10m- * - f - ........... -|-10+ 1 zeri

ossia:
10”*  - 1

9
Cosicché :

10”* — 1
X ~ m ( N  +  V - - ^ -----

Questa formula si può esprimere cosi :
Per avere il numero delle cifre che compongono la serie

degli TV primi numeri, basta moltiplicare Af-f 1 per il numero
delle cifre che compongono il numero TV, e sottrarre dal pro-
dotto un numero formato di tanti 1 quante sono le cifre di TV.

Cosi nella serie dei primi 200 numeri, abbiamo :

3 x 201 - 111 = 492 cifre

Nel caso particolare in cui N — iQm — 1, si ha :

10m -  1
X  = m x I0m--------£----

che si può esprimere dicendo che basta sottrarre da un nu-
mero composto di m seguito da m zeri, un numero formato di
m volte la cifra 1. La differenza avrà per prima cifra a destra
Un 9; avrà poi m — 1 volte la cifra 8; la prima cifra a sinistra
sarà m — 1 se m non ha che una sola cifra, altrimenti le prime
cifre a sinistra formeranno il numero m — 1.

Esempii :
W = 99 x =  200 — 11 = 189
N =  999 X =  3C00 - 111 = 2889
TV = 999999999999 X  = i2000000000000 — UfHll lHH = 1188888888889

Xl.  - Usando i dieci caratteri dallo zero al V, ma ciascuno
una sola oolta., formare i numeri la cui somma sia uguale
all’unità, essendo ammessa la forma frazionaria.

Esempio. Una soluzione è data da:
J5_ 148 _
70 + 296 ~ 1
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X .  — Problema sim ile a l precedente nel quale la gomma debbi
essere 100 anziché l ’unità  (v. pag. 138).

Esempio :

50 + 49+ 4 - + 't | ' = 100

— Form are , con le noce c ifre signiflcatice, quattro nu-
meri la cui somma sta iOO (v. pag. 138).

Ecco due soluzioni del problema :

15 + 78 + J/T-+ y/64 = 100

X I I .  — Scrloere i l numero 3t usando cinque colte la cifra !
solamente.

31=3 + -J- + 3»

X II I .  — Form are il numero 14 con cinque cifre dispari'

14 = 1 + 1 + 1 +-11

Form are 34 usando quattro colte la cifra 3.

34 = 33 + -L

X V .  — Form are 20 con quattro 9.

X V I.  — Formare 100 con quattro 9 (v. pag. 138).

99 + ~  = 100
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Prodotti singolari.

I  n u m e ri  di  t r e  c i f r e  c h e  a m m e t t o n o  i  f a t t o r i  7 ,  l i  e  13,  i l
cui  p ro d o tto  è  1001,  d a n n o  p r o d o t t i  c o m p o s t i  d i  g r u p p i  u g u a l i
di  t re  c ifre .

Esempli :

231 X 741 — 171171

231 = 3 • 7 • 11 741 = 3 • 13 • 19

429 X 588 = 252252

468 X 539 = 252252

2 9 4 x 8 5 8 = 252252

1 8 2 X 7 0 4 = 128128

67 2 x 858 = 576576

*• — Perchè i prodotti del numero 142857 per 1 , 2, 3, 4 , 5 e 8
sono composti delle medesime cifre, c h e si seguono nel-
l’ordine circolare indicato in figura, e perché il prodotto
per 7 è composto di tanti 9 ì

1

Fig. H6.

8
Osserviamo che 142857 è il periodo della frazione decimai*

periodica derivante dall’ordinaria:

—■ = 0,142857 • 142857
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q u in d i :

1 „ 2 100 9 8 100 . .
t x ! = t = — —r = —

= 1 4 ,2 8 5 7 1 4 2 8 5 7 1 4 .....................— 1 4 = 0 ,2 8 5 7 1 4 2 8 5 7 1 4

0 ,1 42 8 5 71 4 2 8 57 .................... X  2  =  0 ,285714285714  •
da cu i  :

da cui:

=  1 ,428571428571

0 ,142 857 142 857

142857 X 2 = 285714

3 _ ___ 1 0_______ 7  _  10  ,
7  7  7  —  7

• • • • - 1 = 0 ,428571428571

•  •  • X 3  =  0,428571428571  •

1*2857 X 3 = 428571
Nello stesso modo :

4 * . = A = ™ ® - i » = J 0 W _ li2S  =

1 4 2 8 5 7 X 4  =  571428

T =  ̂ - „ * = 0.7.B857U® ■ •

infine

da cui :

JL  — J00O 994 1000
7  ~ 7 f ~  ~  ~ 7---------- 142 = 0 ,857142857142

_L-  142857
7 999999 ' X 7 : 1 4 2 8 5 7 X 7

999999  — 1

142857 X 7 = 999999

U .	—	Prodotti nei quali la gomma delle cifre uguagl-
delle cifre dei fattori.

Indichiamo solo qualche esempio fra i moltissimi:
51x84 = 4284 42 x 84 = 3528
41x89 = 3649 51 x 7S 6 X 48 = 288
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IH.  - Prodotti costituiti delle stesse cifre dei fa ttor i.
21 X 87 = 1827

27 X 81 = 2187
465 X 831 =  386415
201 X 627 = 126027
201 x 897 = 180297
591 X 527 = 193257
701 X 167 = 117067
824 X 512 = 125248
317 x 461 = 146137

992 x 776 = 769792

524 X 623 = 326452
251 X 608 = 152608
161 X 725 =  116725
231 X 543 = 125433
825 X 957 =  789525
906 X 894 =  809964
231 X 759 =  175329

35 X 41 = 1435
15 X 93 = 1395

381 X 969 =  369189
255 X 807 =  205785

336 X 951 = 3 19 53 6

951 X 588 = 5 59 18 8

152 X 761 = 115672

281 X 344 S 124483

902 X  « 7 5 = 7892 50

686 X 533 = 36 563 8
317 X 425 = 1347 25
602 X 437 = 26 307 4

co X 195 a 31559 4
321 X 678 = 2 176 38
843 X 876 = 73846 8
321 X 975 = 3 12 97 5CO X 582 = 2845 98
807 X 984 = 794088
681 X 759 = 51687 9
366 X 948 = 34696 8
341 X 626 = 21346 6
431 X 725 = 31247 5
356 X 431 = 153436
431 X 707 ss 304717
431 X 878 = 378418

* ~ DI alcuni prodotti singolari :
1 2 3 4 5 6 7 9 X 9  = 111111111
1 2 3 4 5 6 7 9 X  8 = 9 8 7 6 5 4 3 2

1 X 9  +  2 = 1 1
1 2 X 9  +  3 1 1  1

1  2  3 X 9  +  4 = l i t i
1 2  3  4 X 9  +  5 = 11111

1 2 3 4 5 X 9  +  6 =5 i n n i
t  2  3  4  5 6 X 9 + 7 n  n  n  ì

1 2 3 4 5 6 7 X 9  +  8 = n  n  n  n
1 2 3 4 5 6 7 8 X 9  +  9 = m i n i l i

9 X 9  +  7 = S 88
9 8 X 9  +  6 = 888

9 8 7 X 9  +  5 = 8 8 8 8
9 8  7  6 X 9  +  4 = 888 8  8

9 8 7 6 5 X 9  +  3 = 888888
9 8 7 6 5 4 X 9  +  2 3 5 8888888

9 8 7 6 5 4 3 X 9  +  1 = S 88888888
9 8 7 6 5 4 3 2 X 9  +  0 » 888888888
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1  x  8  +  1  =  9
1 2 x 8  +  2  =  9 8

1 2 3 X 8  +  3  =  9 8 7
l v2  3  4 X 8  +  4  =  9 8 7 6

1 2 3 4 5  x  8 +  5  =  9 8 7 6 5
1 2 3 4 5 6 X 8  +  6  =  9 8 7 6 5 4

1 2 3 4 5 6 7 X 8  +  7  =  9 8 7 6 5 4 3
1 2 3 4 5 6 7 8 X 3  +  8  =  9 8 7 6 5 4 3 2

1 2 3 4 5 6 7 8 9 X 8  +  9  =  9 8 7 6 5 4 3 2 1

Indovinare un numero pensato.
I problemi di questo tipo, che facevano furore quando gli

studi in genere e quello dell’aritmetica in ispecie, erano poco
diffusi, non potrebbero ora destare una cosi generale sorpreso
ed ammirazione.

Nondimeno presentano sempre qualche interesse poiché ri-
chiedono in chi li spiega una certa prontezza di calcolo che
non è di tutti.

Quanto a regole propriamente dette per risolvere questoge-
nere di questióni non ve ne sono, ma solamente metodi ossi®
modi di procedere che possono variare a piacere, si che non
riuscirà difficile a chi abbia qualche dimestichezza con l’al-
gebra il crearsene di propri!.

II procedimento, come è noto, consiste nel fare eseguire da
una persona una serie di operazioni (che le si vengono indi-
cando mano a mano) sopra un numero da essa pensato, fa-
cendosi in ultimo indicare il risultato finale, oppure taluni ri-
sultati parziali delle successive operazioni, da cui si deduce
poi con adatti calcoli il numero pensato.

Il BalL, dal quale ho ricavato buona parte di quésto pflrs*
grafo, indica i seguenti primi cinque metodi

Primo metodo.

1. ° Far triplicare il numero.
2. ° Se tale prodotto è pari, farne prendere la metà;8®8

dispari farvi prima aggiungere t e poi prenderne la metà,
3. ° Far moltiplicare il risultato per 3.
4. ° Far sottrarre dal prodotto ottenuto, tante volte 9

è possibile, chiedendo quante volte la	 sottrazione	 hd p°^  j
esser fatta, e sia per esempio n tale numero.
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lo ha pensato danno questi risultati :

6a -j-6n = 3n. 3 n x  3  -  9 n
9 n

Se il numero è dispari la sua forma generale è 2n + t epperò
i risultati delle operazioni fatte eseguire su di esso sono i se-
guenti :

quindi il numero cercato è 2n -f 1.

Secondo metodo.

l.°  Si  fa  moltiplicare  il  numero  pensato  per  5.
2® Si fa aggiungere 6 al prodotto.
3-° Si fa moltiplicare tale somma per 4.
4 ° Si fa aggiungere 9 al nuovo prodotto.
5 ° Si fa moltiplicare per 5 l’ultima somma ottenuta.

Reso noto il risultato cosi ottenuto basterà sottrarre da esso
165 e dividere per 100 il resto, per ottenere il numero pensato.

La spiegazione del procedimento è facile ; le operazioni ese-
guite sul numero n danno infatti questi risultati:

20n + 24 + 9 = 20 n + 33 (20 ri -f 33)X5 — 100 rv+ W&

d’onde si deduce la regola.

Terso metodo.

(2n-f-l)x3 = 6n. + 3 / num. \
\dispari/

-g- (6 -f- 3 -J- i) —S fi -\-2

(3n-|-2)x3=9n + 6 9A ± 6_  =  n  - f  re s to  fi

5n + 6 v5 'H -6)X 4=20n + 24

are n numero pensato per un numero
a e si ha (n . a)
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2. ° Si fa dividere il prodotto per un secondo numero noto,

i ;

3. ® Si fa moltiplicare il quoziente per un terzo numero noto,

c; ( n ~ c ) .

4. ® Si fa dividere il risultato per un quarto numero noto,

* (»# )•
5. ® Si fa dividere questo risultato per il numero pensato,

m
6. ® Si fa aggiungere al quoziente il numero pensato e si

domanda il risultato finale, che sarà ( J"

7. ® Sottraendo mentalmente dal risultato che verrà cosi

esposto, la quantità nota r,~ resterà evidentemente il nu-
b a

mero pensato.

~  ^ propone ad una persona di pensare un
numero inferiore a l 90,  e poi ;

dottò un fa raoltiPlicare per 10 e si fa aggiungere al prò-
riore al io mer° <*<ialun<Iue <*, che dovrà essere noto ed infe-

del ^ividere Per 3 la somma ottenuta e si prende nota
oei resto dell’operazione, b.
a treù ì^ ll^  molt,P,icare il quoziente precedente per 10 e si fa
nore di io 8 *)rodotto un numero arbitrario, ma noto, e, mi*

restò d* ** dividere il risultato per 3 e si prende nota del

ziente dellalivi^nT8 * * * ’ “ partire da destra’ M  ^

pensa c’ d' e' r*esce facile determinare il numero
pensato. Infatti esso e della forma 9 or + y  e, per ipotesi, si ha:

so ^ 9 con y ^  8

Se r è il resto ottenuto dividendo per 9 l ’espressione :

a — 0 -f 3 (c — cf) si ha x = e y = 9 — r
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Il numero pensato essendo » » + » . 1» Pri“ » operazione oi dà :

(9* + V )x «+ < * ossia 90® + 10j/ + a

od anche:
90® + 9y + «

che è della forma :

mult. 9 + (y +  ° )

Il resto della divisione per 3 sarà quindi lo stesso della divi-
sione di y -f a per 3 e si può porre :

y-(-a  =  3p4-à  (à  essendo  più  piccolo  di  3)

da cui:

(9a  +  # )x i0  +  a  =  90®  +  9p  +  3p-i-ò

La divisione per 3 ci dà per quoziente :

30 ® + 3 y + p e per resto b

Si fa poi moltiplicare questo quoziente per 10 e aggiungere
al  prodotto  c,  minore  di  10,  il  che  ci  dà  :

300 ® + 30y + 10 p + c

che ai può mettere sotto la forma :

300 ® + 30y + 9p + p + c

11 resto della divisione per 3 di questo nuovo numero sarà
ancora quello della divisione di p + c X 3 e ponendo :

p  +  c = 3 q  +  d

si ottiene per quoziente, effettuando l’operazione :

100® +10 y + 3p + q e il resto d.

Essendo y ^ 8 ed a ^ 9 se ne deduce y + a ^ 17 e ne segue
P ̂  5. Essendo poi p=?5 con c ^ 9 se ne deduce p + c =5 14 a
9^4- Si ha quindi :

1 0 «  +  3 p + q S SO  +  15  +  4 o s s ia 10 J / + 3 p + q S 99
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Dunque il quoziente 100 x  + 10 p + 8p -f- 9 non ha che Ir?
cifre. La sua terza cifra a partire do destra è perciò a>:

e  =  x

Le relazioni y -f a — 3 p -f 6 p-t-c = 3g + ò danno que-
st’altra:

3p4-3c4-#  +  a ==90f + 3rf  +  3p  +  £>

da cui:

a ~ b -\ -A (c — d )-{-y — mult. 9

Essendo y < 9, il resto r  della divisione per 9 dell’espressione
a — 6 + 3 (c — d) è il complemento a 9 del numero y, cioè;

y + r  = 9 da cui y — 9 — r

Con ciò abbiamo supposto:

a — b + 3 (c ~ d) =30

Se tale espressione fosse negativa si avrebbe y = /“.Del resto
si può evitare che ciò avvenga, assegnando ad a e c valori
convenienti. Con questo metodo si possono determinare x «dii
e quindi il numero pensato 9 so + y.

Esempio. — Sia 82 il numero pensato:

82 x 10 = 820 a ~ 1 820 + 7 = 827
827— = 275 4- resto 2 b  — 2 275 x 10 = 2750 c = 8

2750 -f- 8 = 2758 — t t— — 919 -f- resto 1 d — 1

e = 9 = « a ~ b + 3{c — d ) - 7 — 2 -f- 3 (8 — i) = 26

26-g - = 2 - f resto 8 r =  8 y =  9 — 8 = 1

N = 9 sb + y = 9 x 9 + 1 = 82

Quinto  metodo.  — Si Taccia pensare un numero minore di ®
e poi :

1. ° Si faccia divìdere per 3 e sia a il resto.
2. ° Si faccia dividere il numero pensato per i e sia b il r6S °
ft.# Si faccia dividere i l numero pensato per 5 e sia c il re8
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Si avrà il numero pensato come resto della divisione del-
l'espressione 40n -f- 45 6 4~ 36c per 60.

Esempio. Sia:
46jV  =  46  —5~ dà per resto a =  1ó

— dò per resto 6 = 2 - y dà per resto c ■= t

40a + 456 + 36c=40 4-90-}-36= 166

166 ,. . „ ..-yy-  da per  resto 46 = N

Questo metodo si può generalizzare cosi da poterlo applicare
ad un numero qualsiasi, ma riesce troppo lungo e quindi poco
pratico.

Beato metodo. — Indovinare un numero pensato f ra 0 e t5
inclusioamente, senza fare alcuna domanda.

Si comincia col fare aggiungere 1 al numero pensato, poi si
fa triplicare la somma ; la serie delle operazioni da eseguire
si divide allora in 4 periodi distinti :

Primo periodo. Si fa prendere la metà del risultato otte-
nuto e la si fa moltiplicare per 3.

Secondo periodo. Si fa prendere la metà dell’ultimo risul-
tato e moltiplicare per 3 il risultato ottenuto.

Terzo periodo. Si fa prendere la metà dell’ultimo prodotto.
Quarto periodo. Si  fa  dividere  per  2.

Se i risultati fossero dispari occorrerebbe fare aggiungere 1
prima dì far prendere la metà.

Esaminiamo ora i singoli casi :

Primo perìodo. Sia N  il numero pensato:
Si (a prendere la mefa di 3 (N + » . » ■*«. 81 * °“

quando N sia dispari, in tal modo fin dal primo pe 1
se N è pari o dispari.

Secondo periodo. Sia N  dispari, cioè N  = 1, 3, 5, 7, 9, li, 13, 15 ••

Si fa divìdere per 2 il numero—-(N 4- i) 3* e il risultato ot-

tenuto viene moltiplicato per 3.
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Se é possibile effettuare la divisione:

TV 4 1 = mult. di 4 ossia TV* 3, 7, 11 o 15.
Se la divisione non si ptìò fare, si ha :

TV = 1, 5, 9 o 13

Duhque, dopo 11 secondo perfodo la scelta resta limitata fn
4 numeri.

Tergo periodo.
1.® Supponiamo che si sia potuto effettuare la divisione

per due di :

4 - W + * ) * * ;  y , ( iV + l )3 »

è intero, per cui :

TV = 3, 7, I l 0 15
Si ha ancora da dividere per 2 l ’espressione:

1
2» (TV + 1)3®

а) La divisione si può fare e allora:

T V +-1 = mult. di 8 quindi TV=7ol5

б) La divisione non si può fare e allora si divide per *
l’espressione.

TV 4- 1
2* X3* + i e TV=3 oppure li

2.® Supponiamo che x 3* non sia divisibile Per ,

ha da scegliere fra 1, 5, 9 o 13 e si fa dividere per 2 1 eSPre8, |
sione :

J ^ X S ' + l

Il risultato, della forma :

(TV+1)3» 4 2
2*

lo  si  fa  moltiplicare  per  3  e  si  ha  :

(TV + 1)3»  +  2  x3
2*

espressione che si tratta di dividere per 2.



Essa si può scrivere :
( 2 7 N + D + 32

2*  '

c) Se la divisione è possibile :

27N  4 i =* mult. di 8 a l l o r a  A 7 = 5 o l 3

d) Se non é possibile, si fa dividere per 2 l’espressione:

w > i ) y + » x i  +  ,  ed  „ = l o 9

Dunque dopo il terzo periodo, la scelta è limitata fra due
numeri.

Quarto periodo.

i.° Sia l’espressione ^  intera. Si divide per 2.

Se la divisione è possibile :

JV 4-1 = mult. di 16 ed Af=15

Se la divisione non è possìbile, si divide per 2 :

(AM-1)3» , , 3 (9AT-4- 0 + 32
-----2»------ r i » 2*

quindi :

9 N 4  i = mult. di 16 da cui N  = 7

2 ° Se l’espressione — ^ non è divisibile per due, è

l’altra espressione:

A . 4  ossia

die si tratta di dividere per due.
Se la divisione è possibile:

(N 4 -1)3* 42*
2»

(27 N  - 1) + 32
2«

rappresenta un intero, e :

27 AT— 1 = mult. di 16 da cui jV = 3
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Se là divisione non è possibile, l’espressione :

■ f [ 3- ± l ’ + . 1 o ( » * ■ * / ! + «

è intera, e •

27 AT 4 7 = mult. di 16 da cui JV = tl

3.° 1/ espressione corrisponde ad un numero

intero. Si fa dividere tale numero per due.
Se la divisione è possibile:

27 AT 4 1 = mult. di 16 ed Al = 13

Se la divisione non è possibile, l’espressione.-

\ r(27 A T +1)4-32 r 9(3AT41)4 32
2 [  p  +,J 0 ----- -------

rappresenta un numero intero, sicché :

3 Â  4 1 = mult, di 16 ed N = Ì5

L° L ’espressione -.

_L f(A7 4-1)38 4 2 • 3 . ,i I27AT451 + 32
2 L 2*---------+  ° -------p- "-----

viene divisa per due.
Se la divisione si può effettuare :

27 TV 4 5 = mult. d: 16 ed N ~  1

Se la divisione non è possibile N =  9. Analoga discussi*̂ 8
si farebbe nel coso di N  pari.

Daremo pure una regola mnemonica costituita da otto no®1
di uomini celebri italiani, di tre sillabe- «

Quelle contenenti la vocale i  indicano i periodi nei Qua
o occorsa l’ aggiunta dell’ unità per poter prendere la ®e
del risultato.

Il quarto p e r io d o decide della scelta fra i d u e numeri attP*
buiti a ciascuno degli otto nomi prescelti ; se è possibile Pfe
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dere la metà senza aggiungere 1, si sceglie il numero della
seconda colonna e in caso contrario, quello della prima.

Ri  -  en  -  zi
Cei  -  li  -  ni
Ti  -  zia  -  no
Mar - co - ni
Vi  -  gno -  la
Ga - li - leo
Vir - gì - lio
Co - lom - tao

0  - 8
9  - 1
10 - 2
11 - 3
12  - 4
5  - 13

14  - 6
7  - 15

Egempio, Sia 9 il numero pensato. Avremo:-

9 4 1 = 10 3 x 10 == 30

Primo periodo. — La divisione di 30 per 2 è possibile, dunque
il numero pensato sarà uno di quelli che corrispondono ai
quattro nomi la cui prima sillaba non contiene i :

I Cel - li - n i ................9 - 1
i Mar - co - ni . . . . . 11 - 3
j Ga - li  - l e o ............... 5-13
\ Co - lom - b o ............... 7-15

=  15  15x3=45

Secondo  p e r i o d o . — Qui la divisione di 45 per 2 non è possi-
bile; perciò il numero pensato apparterrà ai corrispondenti a
quetli fra i quattro nomi li) la cui seconda sillaba contiene la i :

Cel  -  li  -  n i ............... 9  -  1
Ga  -  li  -  leo  . . . .  5  -  13

45 + 1 = 46 - = 23 23 X 3 = 69

Terzo  p e r io d o . — Neanche il 69 è divisibile per 2, quindi il
numero pensato sarà uno dei due corrispondenti al nome
Cel - li - ni ia cui terza sìllaba contiene una t, ciò® 9 od 1 :

6! f U 3 5

Quarto p e r i o d o . — La divisione di 35 per 2 non è possibile,
quiedì la cifra che si deve scegliere è quella della prima co- ’
tonna, ossia 9.

h	 - 	Gbkr »i .	 - 	 Matem. dilett.



Indovinelli su due numeri.

1. ° Consideriamo due numeri, uno pari e l’ altro dispari.
Invitiamo una persona A a sceglierne uno, mentre un’ altra
persona fi prenderà l’altro. Si tratta di trovare quale è il nu-
mero scelto da A.

Dite ad A di moltiplicare il numero che ha scelto per un nu-
mero pari, per esempio per 2, e a fi di moltiplicare il suo per
un numero dispari, per esempio per 3. Fate sommare i risul-
tati e chiedete quale sia tale somma. Se essa è pari, A aveva
scelto il numero dispari e viceversa se la somma è dispari; il
che è evidente.

2. ° Siano due' numeri m ed n primi fra loro, ma tali che
uno almeno non sia primo assoluto. Sia p un divisore di n.

Procedete come nel caso precedente. Dite alla persona A di
scegliere uno dei numeri m od n e a fi di prendere l’altro,
Sia q un numero primo con p. Fate moltiplicare per q il nu-
mero scelto da A e per p quello preso da fi; fate sommarei
risultati e chiedete il totale. Secondo che questa somm a è, o
non è divisibile per p, la persona A ha scelto il numero a
ovvero il numero m.

Esempio. Siano :

m = li n = 35 p = 5 q = 3

Supponiamo che A abbia scelto IMI; egli dovrà moltiplicarlo
per 3, mentre fi dovrà moltiplicare il 35 per 5, sicché si avrà.

33 + 175 = 208

Il 208 non è divisibile per 5 quindi il numero scelto da A è fa

Risolvere un problema a 3 incognite, con un sol numero.

Ecco in qual modo si può fare questo tour de force, o eoo
si possono calcolare queste tre incognite per mezzo di a
quantità parimente incognite, mediante una serie di °Pe
zioni da eseguirsi da a ltri e di cui non dovrà gsser comunic
al solutore che il risultato finale espresso da un solo nurn

In altri termini, l ’operatore pretende di risolvere questa CQ
zione :

X x  + Yy -f- Zx — A

nella  quale  A  solamente  è  dato  !
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L'operatore - munito di carta e matita - comanda a ll .......
avversario: «Pensate una data qualsiasi, passata, presente o
futura; scrivete l’anno, il mese e il giorno di questa data, e lo
troverò queste tre quantità.

«Scrivete l’anno della vostra nascita e moltiplicatelo per
l’anno da trovare.

«Raddoppiate l’anno della vostra nascita, prendete il numero
formato dalle prime due cifre a sinistra di questo doppio e
moltiplicatelo  per  il  numero  del  mese  da  trovare.  Aggiungete
questo prodotto al prodotto degli armi.

«Prendete ora il numero formato dalle due ultime cifre a
destra dell’anno della vostra nascita; moltiplicate l’ anno da
trovare per detto numero e sottraete questo prodotto dalla
somma precedente.

«Aggiungete al resto il numero del giorno da trovare.
«Enunciate il risultato Anale *.

Soluzione. — Si divide il risultato Anale enunciato, per 1800;
il quoziente sarà l’anno cercato; dividendo il resto per 37 si
avrà per quoziente il mese cercato e il resto della divisione
indicherà il giorno cercato.

Spiegazione. — Siano a l’anno da trovare, m il mese, g ii
giorno. Siano A e B due fattori arbitrarli.

Pongo.

Aà  4- Bm 4- g = S (i)
Si può considerare S come il dividendo d’una divisione di cui

•6 è il divisore,a il quoziente e Bm  -f-p il resto; la condizione
necessaria e sufAciente per ciò è che si abbia;

A > B m + -g  (2)

dovendo, naturalmente, essere il resto inferiore al divisore.
PPoniamo effettuata la divisione e sia R il resto; si ha;
R  . B m 4- g = R

come precedentemente si trova che R è il divi-
0 « * una divisione di cui B è il divisore, m il quoziente e
a 11 resk0- con la condizione che :

B X J* —  ̂  a ioj

attrih!!t8Ua®li anze (2) e (3) Permettono di limitare i valori da
Per W 81 fSttQrÌ A' e B‘

può v e ^ ® Ve eSS6re 9UPeri°re a g. Dunque - poiché g
da 1 a 3t — b  dev’essere almeno uguale a 32.
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Pongo, ad es., B -  37.
Sostituendo fi con questo valore e g col suo massimo valore

31, nella ineguaglianza (2), questa diviene :

Pongo, per es-, A — 1800.
Se vogliamo riportarci all’ enunciato del problema, si vedrà

che tutte le operazioni che l’operatore fa eseguire, si riducono*:

essendo S il risultato finale enunciato.
» * osservare che il problema é possibile solamente pe’
r ? jC e, m e ^ non 80110 suscettibili di variare che entrocert
Imi . d  altro loto — nonostante le apparenze — l’operato?*

conosce, non solamente una relazione, ma ben tre rekuMj
esi8 enti fra le incognite, come è indispensabile per poter»

Mmi^are’ Queste r̂e relazioni sono fornite dall’equaziimed
e dalle ineguaglianze (2) e (3}

ficare l’enunciato in conseguenza, un
canismo del problema.

Estensione del problema precedent
presentare il problema in molti altri
gnite si coglia.

Siano — in generale — x, y, i , t, u,  ^
cognite; basta porre:

A x  + By + Cs + D t + Eu + Fo + • • • '

A  > 37m + 31,

o, poiché m può  variare  da  i  a  12  :
A > 37 x 12 + 31

A > 475

1800 a + 37 m + g = S

L’anno della nascita non é
viare Vaooersario ; esso non

e a . . • n nUali
Indicando tale anno con 1800 -f x , le operazioni a e q

serve di pretesto consistono in :
(1800 + x )a + 37 m - a x

o, sviluppando:
1800a 4- a x  4- 37m  —  a x

il che elimina x.
È evidente che quanto precede è a

nata fra il 1800 e il 1899 — coso di grs
Che se Vaooersario fosse più giovai
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e determinare i  fattori  4, B,  C,  D,  E,  F,  •  • • • mediante le
ineguaglianze :

B > Cx + D t + Eu  -f Fo  -f- • • • -

L’ incognita a? è la sola alla quale si possa dare un valore
qualsiasi, a condizione che esso sia intero. Le altre incogni e
non possono variare che entro certi limiti. Se si ha cura
scegliere come incognite delle quantità che non possano va-
riare se non entro limiti assai ristretti, si riduce di altrettanto
Il valore dei fattori arbitrarli, il che permette di aumentare il
numero delle incognite ; ed è questo appunto il lato interes-
sante, poiché ciò che impressiona maggiormente il pubblico in
questo gioco è il numero grande delle incognite che l’opera-
tore riesce a dedurre da una sola quantità data.

Ecco un esempio, assai semplice, del genere; esso non richiede
da parte del pubblico, che moltiplicazioni riguardanti numeri
di 1 a 1 cifre. Si noterà pure che l’enunciato — assai ciarla-
tanesco, come si conviene ai caso — realizza certamente il
minimo di dati da esigere per la soluzione d’un problema:

« Essendo dato il nominato Bernardetti, soldato del genio,
del quale nulla si sa, determinare il reggimento, il battaglione,
la compagnia, la sezione, di questo m ilitare, nonché i l suo
numero di matricola ».

Si possono cavare — in apparenza — questi elementi da un
numero incognito, quale la data della nascita del soldato Ber-
nardetti.

Nulla impedisce, d’altronde, di aggiungere alle quantità da
rovere l’età del capitano, quella della cantiniere, ecc., ecc.;
utto Ciò dipende solamente dal tempo di cui si dispone e dalla

Pazienza degli uditori.

Trovare l ’età  d’vma persona.

Si facciano eseguire ad una persona i seguenti calcoli
cessivi sulla propria età :

1.  °  Raddoppiare  i l  g io rno  d e lla  n a s cita  ,
2.  ”  A ggiun gere 4 ;
3 “ Moltiplicare per 50;
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*.*> Aggiungere il numero ordinale del mese;
5. ° Moltiplicare per 100;
6. ® Sottrarre l’età che aveva nell’anno precedente;
7. ° Sottrarre il numero 19881.

Quando tale persona avrà ottenuta questa ultima differenzi
dovrà palesarla e da essa si dedurrà tosto la data voluta sepa-
randone le cifre per due, da destra verso sinistra. D primo
gruppo  a  sinistra  (di  una  o  di  due  cifre)  indicherà  il  giorno  del
mese della nascita, il secondo il numero ordinale del mese, il
terzo l’ anno.

Occorrerebbe conoscere prima il secolo perchè non si hanno
che le 2 ultime cifre del millesimo; ma in pratica è facile»i
varai d’ impaccio!

Esempio : — Si tratti d’un individuo nato il 14 ottobre 1W
cioè il 14 .10 . 61 ; ecco ordinatamente i risultati delle vari!
operazioni indicate:

1.0 2X14 = 28
2.“ 28 + 4 = 32
3.0 32 X 50 = 1600
4.0 1600 + 10 = 1610
5.0 1610X100 = 161000
6.0 161000 — 58 = 160942
7.4 160942 — 19881 = 141061.

Si  ha  dunque:  14  .  10  .  61  che  è  appunto  la  data  cercata.
Il numero M =  19881 non è fisso, ma varia anno per (inn0,

fatti, sia a il giorno, b il mese, c l’anno di nascita.
Per  le  regole  indicate  si  ha  :

[ (2a + 4) 50+fc] 100 — (1900 + ? - ! —1800-c)--**®
= lOOOOa + lOOò + e

dove f  è l ’anno in cui si fa il gioco (decine è unità) e c ® *8iult
di nascita (decine e unità).

Sviluppando e semplificando rimane:

M  = 20000 — 99 —? = 19901 — ?

Sicché pel 1920 si ha 9 = 20 e  perciò M —19881, ecc.

Indovinare un pezzo pensato del gioco del domino-

si possono applicare ai pezzi del domino le re go le
precedentemente per indovinare un numero p e n s a to .
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Si faccia dunque pensare ad una persona un pezzo del do-
mino, o, meglio ancora,, due numeri qualunque, uguali o disu-
guali, fra i dieci :

0 - 1 - 2 - 3  —  4  —  5 - 6  —  7 - 8 - 9

11 modo più semplice per indovinare è il seguente. Si fa dupli-
care il primo punto e vi si fa aggiungere un numero a proprio
piacere; si fa quintuplicare il risultato ed aggiungere il se-
condo punto. Si chiede allora il totale ottenuto.

Per conoscere i due numeri pensati basterò allora diminuire
jl totale di cinque volte il numero aggiunto; la differenza ot-
tenuta è un numero di due cifre delle quali la prima corri-
sponde al primo numero pensato e la seconda all’altro punto.

Esempio. Sia  3  e  4  il  domino  pensato.
11  doppio  del  primo punto  sarà 6 ; faccio aggiungere 8, faccio

quintuplicare la somma 14 ed ottengo 70, e aggiungere il se-
condo punto, il che dà 74. Deduco allora cinque volte il numero
aggiunto, cioè 5 x 8 = 40 e la differenza 34 mi dà ì punti 3 e 4
del domino pensato.
Indicando infatti con a> il primo punto, con y il secondo e

con m il numero' aggiunto si possono rappresentare algebri-
camente le operazioni successive con ••

2 ® 2as-\ -m  1 0  ®  +  5 m  1 0 a ?  +  5 m y

Sottraendo 5m dal totale esso si riduce appunto a 10x  -f V
che sarebbe nel nostro esempio 10x3 + 4 ossia 34.



SULLE OPERAZIONI ARITMETICHE

Moltiplicazione.

Egiziana e russa. — Abbiasi da moltiplicare 42 per 37. Siti»:

37 = 2» 4 - 9*  _l  i
Ora:

42x1 “  = 4 2
42X2’ = 81 x2  = = 168
42x2 - 168 k2> = 336x2* = 672X2 = 1344

42 X 37 = 1554

una ridurre qualsiasi moltiplicazione «
cedevano  oi-  up  ,cazioni  e  ad  una  sommq,  ed  é  cosi  che  pi*

, * T' ni ? h anti^ egiziani.

forma  curìo^  .^ h a * 81*0 ’ ° SteSS° procedimento sotto

37 volte 42 = { volta 4 2 .............................. 42
p u 18 volte 84 ossia 9 volte 168, cioè 1 vòlta 168 168
P u  4  volte  336 ossia  2  volte  672 od  i  volta  .  13«

D u n q u e  i l  p r o d o t t o  t o t a l e  è  1544

o p e r a z i o n e  v ie n e  d is p o s ta  i n  q u e s t o  m o d o : /
37
18
9
4
2
i

42
84

168
336
672

1344

42

168

1344

1564
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Divisione.

Essendo noi
come si
a sinistra 1

8e si sottrae il resto dal dividendo si riduce il; Ppô len“® 8
quest’auro: Trovare, da destra a sinistra, le cifre del quo-
ziente di due numeri interi dioisibili l ’ano per l'a ltro.

Si possono presentare quattro casi, cioè il divisore può ter-
minare: l.° con una cifra pari, significativa ; 2.® con cinque,
3“ con zero; 4.° con una cifra dispari diversa da cinque.

Il primo e il secondo caso si riducono al quarto dividendo i
numeri interi dati, per la più alta potenza, sia di 2 che di 5,
che divide esattamente il divisore.

Il terzo caso si riduce ad uno degli altri tre, dividendo i due
numeri per la più alta potenza di 10 che divide il divisore.

Segue da ciò, che e sempre possibile ridurre il divisore a
terminare  con  una  cifra  dispari  diversa  da  5.

Ciò posto, i prodotti dei primi 10 numeri per una stessa cifra
dispari, diversa da 5, sono terminati da cifre differenti. Per cui
le cifre delle unità d’un dividendo e d’un divisore, divisibili
l'uno per l’altro, bastano per determinare la cifra delle unità del
quoziente quando nel divisore tale cifra è dispari e diversa da 5.

Osserviamo ancora che se due numeri sono divisibili l’uno
per l’altro, la cifra delle decine del quoziente è la cifra delle
unità del quoziente d’una divisione avente per divisore il di-
visore dato, e il cui dividendo si ottiene sopprimendo uno zero
alla destra della differenza fra il dividendo dato e il prodotto del
divisore per la cifra delle unità del quoziente corrispondente.

Esempio :

Dividendo Divisore Cifre del quoziente

11 173861836110000 1 542
1 173861836UQ0 1 5428432500 1

54284325 !
2171373 I69544734444 8

2
0
2
3

»
»
«

quoziente è dunque 32 o 28.
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Per 9999. - Debbosi divìdere 327581 per 999. Si può scrivere.

327581 = 327 X 1000 -f 581
ma :

327 x 1000 = 327 X 999 + 327

dunque il numero proposto 327581 contiene 327 volte il 999 conun resto di:

327 + 581 = 908

Cosi, il numero 7865122 diviso per 9999 dà per quoziente 786 eper resto :

E ancora :
786 + 5422 = 6208

4287547 : 999 « 4287 -f ~ 4287 +

Estrazione della radice quadrata.
M e tod i d iversi,

d reta  ed  o V  d el  (}Ua' e  vu oisi  trov are  la  rad ice  qua-

Primo si prenderanno^ iT e f c J “alunque (se il numer° ” ®

loro med“ wmSteJT* oMtetM°a r di questi due fatt°rÌ 6

r  =  -- | -(a - f  &)  3  _  2 a b

Prendiamo ancora in	 a -	 a + fc
9  c °s l  ottenute  e  la  ìn ^ 6818  a ritm e t»ca  r t  d e lle  due  medie

Le quantità r , « sararnm^° ,®e^,a a r«ion ica s l e cosi di seguito,
radice  che si  cerea-  p finn ^  *ian^ valori  app rossim ati  della

— u,a aritmetica r t delle due r, ~ vuoi ottenute e la loro media armonica e cosi di segui
Le quantità r, s saranno altrettanti valori a p p r o s s im a t i de ■
radice  che s ì  c e r c a ;  l'approssim azione è  rapid issim a poiché
numero ei decimasi esatti delle approssimazioni successi'cresce m progressione geometrica.

Esem pio. Calcoliam o
----- Qppr«r  -  -  6  v  «ssione geom etrica .

Esem pio. Calcoliam o V*' 3 . A.vremo a — E b  :approssim azioni successive :

r «2 J7_
4

i l
?

r ,= 97
i r

3 . -1 8 8
97

:  1  e  le  se

r  — .<8817
8 10864

s, - 32592_
~ 18817
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Fermandoci qui abbiamo :

r, * 1.752050810 ed «8 = 1.732050805

quindi sette decimali sono esatte.
Il calcolo delle medie aritmetiche è assai semp ice.

deducono le medie armoniche capovolgendole dopo aver m
tiplìcato il loro denominatore per n. Cosi ;

56x3 _ K>8_
3>----- 97 ~ 97

Questo procedimento ha il vantaggio di dare dopo alcune
approssimazioni successive un risultato esattissimo, esso pre
senta però l’ inconveniente di non far conoscere con esa ezza
se il numero doto sia un quadrato esatto, poiché la serie
numeri r, $ non termina mai (se a > b ,  r  risulta semp

>V n ed* <\/~n); inoltre l’applicazione del metodo diviene
difficile, quando il numero dato contiene molte cifre.

2.° Debbasi estrarre la radice quadrata di 77211369. Indi-
ando con a* un numero qualunque > 77211369 e del quale si
conosce la radice a, p. es. IO8 la cui radice è IO4, si ha-.

(a 4- X) (a — x ) = a’ — x* = 100000000 — 77211369 = 22788631
(a 4- so) 4- (a — x ) = 2 a = 2 X 10000 = 20000

Sicché il problema è stato ridotto a trovare due numeri dei
quali sono noti la somma e il prodotto, il che può farsi alge-
bricamente per mezzo d’ un,’equazione di secondo grado, oppure
aritmeticamente nel modo indicato nel Capitolo Algebra.

Applichiamo quest’ultimo procedimento.
Si divide 22788631 per 19999 e si moltiplica il quoziente 1139

Per H38 e si aggiunge il resto 9770.
Si ottiene 1305952 che si divide per 17721, differenza fra 19999 e

il doppio del quoziente 1139 (cioè 2278).
Si ottiene cosi un secondo quoziente 73 che si moltiplica per

72 aggiungendovi poi il resto 12319 il che dà 17575.
Si dovrebbe ora dividere questo numero per la differenza tra

17721 e 146 (doppio di 72) che è appunto 17575, per cui si avrebbe
per quoziente l’unità. Concludesi da ciò che 17575 — 1 = 17574 è
la differenza dei due numeri cercati (ossia delle due radici
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dell’equazione di secondo grado); la loro somma essendoìWi
la maggiore a + «a?, sarà:

e siccome a = 10000, sarà x — 8787. Dunque 8787 = \J77211369.
Questo metodo di estrazione della radice quadrata ha il?»

taggio di procedere franco, senza tentatici.
Riguardo alla brevità, molto dipende dalla scelta che sii

del numero a*. Cosi, se per esempio, in luogo di insilo»
scelto 81000000 le operazioni sarebbero riuscite più brevi.



ARITMETICA GEOMETRICA

Moltiplicazione.

Supponiamo di dover trovare il prodotto di più segmenti ret-
tilinei lt , .......... rappresentati in una determinata scala.
Portiamo sopra una retta 0  X  un segmento 0 A uguale alla
unità di lunghezza e innalziamo in A  la perpendicolare ad O X

sulla quale porteremoisegmenti A i,, A i,, A i » , ............ugual
si segmenti dati; conduciamo poi le rette 01»» Oi», 01».

Portiamo Ait  in  O S  e  da B  alziamo la perpendicolare che
incontra 01, in B'; portiamo B B '  da O in C s u O X e innal-
ziamo in C la perpendicolare che Incontra Oi» in C'> ecc.
I segmenti BB', CC', ...........rappresentano rispettivamente i
prodotti i,x£,xi8, ...........come si rileva dalla consi-
derazione dei triangoli simili OAi», OBB', ecc.
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Divisione.

dnDobibrf9] ‘ r0rarevil quoz,ente di d«e segmenti a e b. Portai.
° in A la lunghezza unitaria e il segmento b in Ob, si in-

nalza in b.una perpeodi*

Fig. 118.

colare b a uguale ad a, Si
conduce Oa e la lunghez-
za Am della perpendico-
lare in A od OX compra,
fra OX ed Oa è il quoziente
cercato, come è facile re
dere.

Os»eroajione. -  Le ope-
razioni solle frazioni j
possono riferire a quell,
sui numeri interi dacci.

una frazione può essere rappresentata come si è detto coi
un segmento Am.

Potenze.

Sia a il segmento che rappresenta il numero da innalzi
ad  una  certa  potenza  (flg.  H9);  X,  X,  Y,  Y  due  assi  ortogfr

nali che si segano in 0. Si porta su OX l’unità di lung*1̂
in Oo0, e il segmento a su OY In Oa,; si conduce la fl» 1
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«'innalza su di essa la perpendicolare in a, che segherà OX,
in a,; da questo punto s'innalzerà la perpendicolare sulla
a, a,, ecc.
Per la proprietà dei triangoli rettangoli si avrà :

Oa, = a* Oa3 — a3 ecc.

Radici quadrate.
Basta costruire la media proporzionale Am fra il segmento

unità OA e quello Aa da cui vuoisi estrarre la radice quadrata
che rappresenta un numero
dato N.

Se questo numero è scom-
ponibile in fattori se ne avrà
vantaggio dal lato grafico,
poiché torna più comodo co-
struire là media proporzio-
nale di a b ~ N  che di 1 xIV.

In base al noto teorema di
Fermat, ogni numero intero
o  è  un  quadrato,  od  è  com-
posto dì 2, 3 o 4 quadrati al più.
D’onde la costruzione (basata sul

Fig. 120.

Per esempio 42 = 1 -f- 4* -f 5*
teorema di Pitagora) della

fig. 120.
Quando il numero proposto può ve-

nire scomposto in varie maniere in una
somma di quadrati, può tornare più co-

pig. 121. Fig. 122

®oda sia  ia  scelta  di  una dì  esse  piuttosto  che  di  un’altra,  e
vo quella d’una d{fferema di quadrati.



Esempio :
28 = 2> + 2* -f 2* -f t* = i* + 3* 4.3 * 4 .3* — \ *  _p t* 4. jt 4 5» -$• - 6‘

Quest’ultimo scomposizione è la più comodo perchè dà s f 28
come cateto di un triangolo-rettangolo del quale 8 è l’ ipote-
nusa e 6 l’altro cateto.

Per un numero dispari qualsiasi (2 m 4-1) si può dare una
soluzione generale :

2 m 4-1 = (m + i )’ — m*
Si può costruire una scala grafica delle radici quadrate a

mò di ventaglio, come vedesi nella fig. 122.

*•  —  I  - di un numero sono uguali alla sua radice Qua

drata ; qual'è questo numero l (Leonardo do Pis® " Lil#r
Abaci, t202y.

Sia ab il numero dato, at l ’un ità di lunghezza ; co struiaifl0
18

rettangolo abdt su ab e at e il  quadrato aekz su ae — " 2 0

come lato . Secondo l’enunciato devesi avere ae = V a  &
at•—ab\ se ne deduce :

quadrato aekz^l rettangolo abdt
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e sottraendo da ambo i membri il rettangolo comune aeit:

«vere ae> i ossia az > at e quindi t si trova fra a e z.

~ Trottare tre numeri tali che la somma dei p rim i due
sia 50, quella dei due ultim i 70, e quella del primo col-
l’ultimo 60 (Benedetti, Speculationes dioersce, 1585).

Sia A B C il trian- A
{?OÌn Hi ra ««

rettang. t i k rettang. eb  d i
da cui :

t ix k i = e ix di
ossia

ti
di

ei
Iti

da cui si deduce :
ti _ ei ti _ ei

id ~~ ek
ae ___1
ab ~ eieti + di ei -j- ki

ma  =
ab 20 dunque ek —

6 ̂ area quadrato aekz cheaekz che rappresenta il numero cercato è:

/ 20 y _ 400
\ 19 / 361

Come osserva Leonardo da Pisa, poiché, ab > ae si deve

a« 50 -p so — 70 B y d
Ftg. 124.

z C
2

„ = J0 + TO-_60_ = 30 60 + 70 -  50
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I gitanti in imbarazzo.

Due coppie di sposi (coppia A e coppia B) deoono recarsi inm
casa distante 63 km. per una strada rettilinea. Non di-
spongono che d’un’automobile capace di due soli maggia-
tori o ltre il conduttore. Decidono pertanto che lacoppiai
procederà a piedi a 4 km. l ’ora mentre l ’automobile tra-
sporterà la coppia B, a 30 km. l ’ora, sino ad un certo pun-
to C d’onde detta coppia proseguirà a piedi a 4 km. l'oi%
mentre l ’automobile tornerà indietro e, raggiunta la com-
pia A la trasporterà a destinazione, con la solita velociti
oraria di 30 km. Si tratta di trovare a quale distamaHi
punto di partenza dovrà retrocedere l’automobile afjtnck
le due coppie possano arrivare a destino insieme.

Sin OQ = 63 km, S il punto di retrocessione dell’automobUi
ed R quello ih cui raggiunge ia coppia A. È evidente chei
problema sarà risolto se 0/?=SQ (fig . 125).

0 <P H  X  S ?  21 _ . . _ —1

Flg. *2 5 .  ,

11 tempo impiegato da a ,sarà ^ a Percorrere la distanza 0R-<
. 4 stesso tempo l ’automobile dovrà percorrtit

10  S p a z i ° O S  - f S R  —  0 1 4 }

“ "PO espresso da / + V ? C“ ' ‘

du„que  .

J L — 	 ? 	 4-	 2	 l

e l’altra : 4 30 I

- E - - e 2^ : r 3 I
Misuriamo ori77rfnt°!Vere il Problema graficamente (Bg- ĵ
Sarà XC  il trmfì™ l*iente H tempo, verticalmente i pere ĵ
E v id en tem en te^ ^ raUt0raobiIe- ̂  quello della coppi»4;
cui XC,  XD  s n L i ratt®ra di costrurre un parallelogramm» i
quale dovrà trnvn 6 p° sizionì di due lati e la /iTAf la retta»®
Punto c, quaìunon? r l ertice opposta ad X. Scelto duo*»*

qualunque di conduciamo la retta <7, D„ P &
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diritorno dell’automobile se retrocedesse da C ,. Preso il punto
medio 0, di C, D, e  condotta la X Ot si avrà il vertice M  cer-
cato, nel punto suo d’ incontro con la KM. Costruito il paral-

f. lelogramma, sarò Cil punto dal quale l’automobile retrocederà,
CO il suo grafico di ritorno e D il punto d’ incontro coi gitanti A,
d’onde XQ = km. 12 X P  = km. 51 ecc.

Il problema dei corrieri.

Vediamo di esprimere graficamente il percorso d’un corriere
I che parte a un dato momento (origine degli assi) con velo-
cità oraria di 4 km. li suo grafico sarà la retta OS,. 11 grafico
d’un altro corriere I I  che parta dallo stesso punto un’ora dopo,
con velocità oraria 6 km. sarà la retta A, B,. 1 due corrieri si
incontreranno secondo l’ incontro M  dei loro grafici, cioè dopo
3 ore dalla partenza del primo e a 12 km. dal punto di partenza
(«8- 127) (i).

Se consideriamo pure una vettura che parta da una località
a 14 km, dal punto di partenza del corriere /. e proceda in
senso ad esso contrario con velocità oraria di km. 8, il suo

fi) Laisat>t —In it ia t ion m a tlU m atiqa e, pag. 137.
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grafico sarà la retta A, Bt che sega la OMx in Bt cui corri-
sponde un’orB e mezza e 6 km., incontro col primo corriere

Flg. 127.

11 punto d’ incontro con A* B, (grafico del corriere H)Q  *
sponde  a  poco  meno  di  ore  1  s/«  e  a  poco  più  di  km. i*
calcolo Vb43 minuti, e km. 4,286).
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L’EQUAZIONE DI FERMAT

Un po’ di storia.

L’equazione xn + yn - zn è famosa (t) per 1 affermazione di
Fermat di avere trovato la dimostrazione d ie non si p
verla con valori interi di x, y e * se n è un numero ,n e
maggiore di 2 ; affermazione che tutto porta a ritenere o -
data, sebbene nulla si sia trovato nei manoscritti del Ferma
di tale dimostrazione.

Lo stesso Fermat dimostrò il suo teorema per n ~  3 e per
n = l ma. questa sola rimase, mentre la prima andò per-
duta ; essa fu data però da Eulero in forma Identica a quella
usata da Fermat per n — K ; ma fu dimostrato che tale metodo
non è  applicabile  che  ai  valori  3  e  4  di n.

11 teorema fu poi dimostrato da Legendre per n =5 , da Le-
jeune Dirichlet per n = U e da Lanée e Lebesgue per n — 7.

Quanto al metodo seguito dal Fermat per arrivare alla sua
dimostrazione generale sono da escludersi quelli.complicati
dell’odierna aritmetica superiore tanto più che alle altre sue
dimostrazioni il celebre matematico pervenne sempre per vie
facili, dirette. È opinione dì Ball che egli possa essersi basato
sulla teoria delie frazioni continue ; med ante le proprietà di
queste frazioni si possono infatti stabilire con relativa facilità
a CUni Jei risultati più astratti ai quali il Fermat è pervenuto.

i r -

ai Gottinga ditpoue U’uo premio dt 10000U m eretti
re) per da troverà una dlmostreùoue generale di questo teorema.*
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Trian go li rettangoli in numeri interi.

Le soluzioni intere dell’equazione x % + y* — zì corriepondou
ai lati di triangoli rettangoli dei quali z sarebbe ripota»

~ La soluzione più semplice, coi numeri 3,4 e 5 era con
agli egiziani. Frenicle stabili che uno dei cateti é sempre»
numero pari ; da ciò segue che tutti i triangoli del genere»»
dati dalle formole (Euclide) :

x  = k a* - k /S* y = 2 k x p  s  =  kz*  +  k?

U.  —  Un  anonimo  Arabo  trovò  che  l ’ ipotenusa  è  sempfi
un multiplo di 12 aumentato di 1 o di 5.

III. — Dall’essere sempre un cateto un multiplo di 3 e l’altf
di 4, segue che la superficie è sempre un multiplo di 6. Inolia
uno dei lati è multiplo di 5 e la somma o la differenza dei*
teti è un multiplo di 8 aumentato o diminuito di 1 (Frenici?

IV. — Il prodotto x y z dev’essere sempre un multiplo diM$
V. — Se nell’ equazione x* -|- y* = a* poniamo la cosi ^

zione  -  = y + 1, avremo y = — -— epperciò a dispari. j

Esempli :

3* + 4* = 5» 5* + 12» = là»
?» + 24» = 25» 9» + 40» = 41»

13»+ 84» = 85» 17* + 144* = 145*
37* + 68.» = 681*

Si può notare che:

3* = 4 + 5 5* = 12 H 13 7» = 24 4 25

Se poniamo le condizioni z = y 4- 2  e y dispari, avremo:

^* = 4(^ + 1)

quindi essere (p + i) un quadrato perfetto, cioè:

y =  3  -  15  _  35  _ 63 _ 99 _ 1<3 ...........

" S8rè 8e|Ppre pari ed i / J Z Ì .

(1) v. N. Aun&lee de Mathématiques, 1842 - pag. 184.
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In questo

Con;
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4* + 3’ = 5*
42» 4 -35’ = 37*

8* + 15' = 17*

16’ + 63* = 65*

36’ + 323* = 325'

60’ + 899'= 901’

92’ + 2115* = 2117’

ceso abbiamo ;
3» = 4 4 5 5’ = 8 + 17 7’ = 12+ 37

z = j/ + 3 z  =  y + 4 2  —  y  \  6
: = y  +  6  *  =  y + 7

si ricade ancora nei tipi precedenti.
Con i ~ y + 8 si trova a?» = 4’ (4 + y )  per cui 4 + y  dev’es-

sere un quadrato perfetto.
Esempli ;

20’ + 21» = 29’ 28’ + 45* = 53’
36’ + 77’ = 85* 44’ + 117’ =125’
52* + 165’ = 173’ 60’ + 221* = 229*

68» + 285* = 293’

Possiamo notare che ;

7’ = 20 + 2Q 9’ = 28 + 53 11’ = 36+ 85

P e r  j  =  ^  +  9  s j  h a  a ,»  =  g  m  i  2  t/) .> Stempii; ^

33* 4" 56’ = 65*
39’ + 80’ = 89’
51* + 140’ = 149»
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VI. — Abbiansi ad esempio le soluzioni:

8* + 4 '=5* 8* 4-15* =17»

Le soluzioni, non riducibili, di 05* + p* = 5*x v7* = 85* si pos-
sono ottenere in questo modo :

05 = 3x8 + 4x15 = 84 y = \/85* - 84* = 13

84* + 13’ = 85*

che già conoscevamo 113* 4- 84* = 85*):

05 = 3x15 4- 4x8 = 77 y  -\ J 85* — 77* = 36

77* 4- 36* = 85*

essa pure già trovata (36* + 77* = 85*).
Altro  esempio  di  questo  genere:

05* 4 = 13* X 29* = 377*

5*4-12*= 13* 20* + 21' = 29*

a? = 5 -20 + 12 • 21 =352
y = 135 352’ + 135* = 377*

05  =  5 - 2 1  + 12 • 20 = 345

y = 152 345* + 152’ = 377’

VII. t- Poniamo la condizione che x, ad es., sia dispari. La
somma dei numeri dispari dali’ l all’aa* è data da:

m 1

essendo - - j  * il numero d’ordine del numero dispari x% con-

siderato. I numeri dispari che precedono aa’ sono :

aa’ + l
2

ossia 05* — 1
2

e la loro somma è data da ;
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Si può dunque scrivere l’ Identità :

(
aj’ 4-

2 ) ’
= x 2

nella quale ponendo, in luogo di x , un numero dispari si avrà
una  soluzione  del  problema  proposto  Cosi  per x  = 7 :

25* - 24* = 7* ossia 7* + 24* = 25*

Vili. — Osserviamo che .
(m‘ + n*)» = m* -f n* + 2 m* n» = (m* — ft’ )* + (2 m n)*

avremo dunque l’uguaglianza:

(m*	+ 	n'j*	= 	 (m*	 - 	n V 	+ 	(?	mn)*
nella quale sostituendo ad m  e  n dei valori qualsiasi, si otter
ranno valori di a?, y e z soddisfacenti al problema.

Facciamo ad esempio m = 5 , n == 2. Sostituendo.

(5* + 2*)* = (5* — 2*)* + (2 • 5 ' 2)*
ossia :

29* = 21* + 20’



PROBLEMA SUI NUMERI

Quale è il più grande fra i numeri:

v/ 2 \/ 3 \/ é 5 ................. ?
Soluzione. — Consideriamo due termini qualunque della serie:

V  n
w♦1/ ~Te V n +  1

e per paragonarli riduciamoli al medesimo indice:

»! (»l ♦ »),
V n* n {n tty(n  +  i r

Si possono paragonare le quantità sotto radicale dopo averi*

/ 1 \n
divise per nn e si hanno due numeri n ed  il  +  — I  .  ̂ ra'

..............

inoltre si riconoscono i risultati:

2 < 0 ^ ) ' 2 + 1
+ 1- 2- 3tr + * - <3

Ciò posto, osserviamo che per n = 2 la seconda radice

maggiore della prima y/2; per n = 3 si ha:
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dunque la prima radice o \J 3 è maggiore
per  n>3  la  prima  è  sempre  più  grande
dunque :

della seconda o C 'T ;
della seguente ; si ha

V/'2 < v/3 > V /4>V//5 > ............

Per cui \/ 3 è il termine più grande della serie.

Un torneo matematico.

—Trooare un numero quadrato che, aumentato o dimi-
nuito di 5, dia sempre un numero quadrato-

A proposito di questo problema ricorderemo un aneddoto
relativo a Leonardo da Pisa. Era cosi grande la fama di questo
matematico che nel 1225 l’ imperatore Federico II si fermò a
Pisa per presiedere una specie di torneo matematico nel quale
il talento di Leonardo doveva essere messo alla prova.

I competitori erano stati informati prima dei temi, alcuni dei
quali erano dovuti a Giovanni da Palermo, matematico della
Corte di Federico. È questo il primo esempio storico di queste
sfide che divennero poi tanto comuni nel XVI e XVII secolo.

II problema di cui qui si tratta era il primo proposto a Leo-
nardo (1), il quale rispose a Giovanni da Palermo che il nu-
mero quadrato è •.

Questo problema si potrebbe pure enunciare in altri modi,
per esempio, cosi :

11. — Trooare due quadrati tali che la loro somma sia il
doppio d'un quadrato, e la loro differenza sia 10.

(1) Vedasi più oltre il terzo di tali temi.



^ n fa tt i nel caso sopra indicato le equazioni del problema

a* +  5 » rrt*
dalle quali si ricava:

m.’ 4- n.* = 2 a*

a*—5 = n*

e' m’ — n’ = iO

•  — Trooare un numero di 4 cifre uguale al quadrato della
»om m a del numero formato dalle sue due prime cifre e del
num ero  form ato  dalle  sue  due  ultime  cifre.

Sia TV* il numero cercato, x il numero formato dalle sue
prime due cifre ed y quello formato dalle sue ultime due'

Si avrà :
A/* = 100x  4- y = [ x  + yf

quindi :
N = z x ± y N ( N — ì) = 99x

Il prodotto dei due numeri consecutivi f f  ed AT— i essendo
divisibile per 99 =* i l X9, uno di essi due numeri almeno sarò
divisibile per 9 o per il.

Essendo d’altronde TV* compreso fra i000 e  10000, od TV-1
è compreso fra 30 e 100. Ad un multiplo di 9 compreso fra #
e 100 basta dunque unire un multiplo di 11 che gli sia conse-
cutive e sia compreso fra gli stessi limiti (eccetto che pel ̂

Ora, la serie dei multipli di 9 è;

36 -45 -  54 -  63 -  72 -  81 -  99

e quella dei multipli di l i è :

33 -  44 -  55 -  66 -  77 -  88 -  99
Dall’ esame di tali due serie risulta che i numeri da ubIk

sono:
44 e 45 64 e 55

Dunque non si possono assumere per TV che i valori:

45 - 55 - 99
i cui quadrati sono :

2025 - 3025 - 9801

E tali sono le sole soluzioni che ammette 11 problema.
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IV. - Trovare un numerò di 2 cifre, tale, che scrivendolo due
colte di seguito e scrivendo poi la cifra 1, si fo rm i un nu-
mero di 5 cifre quadrato perfetto.

Siano u la cifra delle unità e d quella delle decine, del nu-
mero  cercato.  Si  ha,  per  ipotesi  =

du dui =  y* ossia du X 1000 4- da X 10 +  1 V

Si deduce da tale equazione :

du X 1010 + 1 * V*
d u 	x 	ioi	 x 	io	 = 	 y’	- 1	 = 	 ( y 	 + 1>	 ~ v

■11 fattore primo 101 deve dividere uno dei fattori del secondo
membro, cioè :

y + 1 = 101 a da cui D =* 101 * — 1

Siccome y* ha cinque cifre, s1 ha :

100 S5 y < 317

e quindi « non può avere altri valori che 1» 2, 3. .
Abbiamo poi che y* termina con la cifra ! ?e. tnntesl di

terminare con 1 o  con 9 e non sono ammissibili P
« -1 o 3. Rimane « = 2 che dà y - 201 il cui quadrato e «401.

du -  40 U = 0 d ~ i

È facile vedere che nessun valore di a soddisfa al problem
quando si suppone y — 1 = 101 a.

' ♦ — Trovare quattro numeri interi, tali, che la loro somma
sia uguole alla somma ottenuta aggiungendo al prodotto
del  maggiore  per  il  minore,  il  prodotto  degli  a ltr i  due.

Siano ì quattro numeri, per ordine crescente di grandezza
a, a -f x,  a + y ed  a 4- z sarà ;

4a 4- x  4- y 4- »  = a (a 4- x) -Ma 4- so) (a 4- y)

ossia :
2 a (a ~ 2) 4- (a — 1) (03 4- y 4- s) + ay = 0

Per a 2 il primo membro è > 0.



Dunque a — 1 e l’ equazione si riduce ad xy~ 2 d’radi
x =  1 ed y — 2.

L ’equazione essendo indipendente da s, ne segue che il ca-
lore di s può essere scelto ad arbitrio. I numeri cercati si®
dunque  1,  2,  3  ed  1  più  un  numero  indeterminato.

' *' Determinare un numero di 10 cifre tate, che il suo qua-
ra to term in i con le stesse 10 cifre, nello stesso ordine,

Indicando con AT il numero cercato si dovrà avere:

— N ~ p . io10 ossia Ar(Ar- i )  =  p -  10»

Qualora p sia un numero primo non si può fare che l’ipotesi:

p  con iV — i = i01<>J

da cui :
iOOOOOOOOOi

C	Qeuandol n	 nfìe	 prima	 A z i o n e .in due f o t t n ^ 8Ì! prÌmo’ esso Potrà sempre essere scomposi:
m  ed n> nei qual caso si ha :

da cui: N W - i )  =  m n S *  ■2'»

ossia: ^ m - 5W cdn N - t  =  n . P

* = m - 2 ' o  con N _ t	 = n , 5W

Nella prima ipotesi abbiamo:

m s 5 '° — n  • 210  =  1

da cui :

a l l o r a  :

n • 210= m  ■ 510 — t ed m — 841

N  = 841 • 510 = 841 X 9765625 = 8212890625

N e l l a  s e c o n d a ip o t e s i  :

m • 2™ — n • 5“>= 1  e d m = 1745224

da cui :
N  = 1745224 X 1024 =* 1787109376
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Nota. — Siccome tutte le potenze dei numeri che terminano
con N  sono di questa forma :

(IO10x  -f N)P

e siccome si ha :

(IO10se ± N)P = NP (mod. 10'°;

se ne deduce questo teorema generale:
Tutte le potenze dei numeri term inanti coll'uno o co ll'altro

dei gruppi di 10 cifre 8212890625 - 1787109376, terminano con
queste medesime cifre disposte nello stesso ordine.

\Il. — Qual’è il più piccolo numero intero che sia uguale a
quattro m ite il prodotto delle proprie cifre ?

Saranno almeno due le cifre del numero cercato, e rappre-
sentandole con d ed  u  si  avrà  :

10 d 4- u =  4 du d a  c u i d =
4 u — 10

11 m in or v a lo re d i « s a r à d u n q u e 3. S i h a p o i :

u 4 u - 10 d a c u i 3 u = 10

ossia  il  m a g g io r  v a lo r e  d i  u  è  3,  e p p e r ò  s i  h a  n e c e s s a r ia m e n t e

3
M  =  3  e  se  n e  d e d u c e  p e r d il  v a lo r e  - y -  c h e  n o n  è  a m m is s i -

b ile .  S e g u e  d a  c iò  c h e  il  n u m e ro  c e r c a t o  h a  p iù  d i  d u e  c i f r e .

A v re m o  d u n q u e  :

10d + u
100 c + 10 d + u = 4 c d u d a  c u i c — i  _  [00

11  n u m e ra t o re  s a r à ,  a l  m a s s im o ,  100  ;  si  h a  p e rc iò  ••

4 da — 100 ss 10 d + u < 100 d a c u i d u < 50

M a  e s s e n d o 4du > 100 si h a p u r e du >  25  ;  p e r  c o n s e g u e n z a
du è  c o m p re s o  f r a  25  e  50.  S i  h a  p o i  c h e  10 d + • u è d iv is i b i le
p e r Kdu — 100  e  q u in d i  p e r  4  ;  n e  s e g u e  c h e  i  s o li  v a lo r i  a m -
m iss ib i l i  p e r u s o n o 2, 4, 6  ed  8.

A  ta li  v a lo r i  c o r r is p o n d o n o  p e r d i v a lo r i s u p e r io r i J4, 12, 8, 6
e q u e l l i  in fe r io r i  13,  7,  5 e 4.

13  —  O h b k .m .  — Siatevi, diteti.
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H valore u =» 2 è dunque da scartare e:

(A ) per u =  4  , d può assumere uno dei 3 valori 7-8-9
(B ) per u =* 6 , d  * » » » 4 » 5-6-7 J
(C) per a =* 8 , ri » » * » 4 » 4.5-6

Esaminiamo tali ipotesi :

W u = 4 e rf = 7 - 8 • 9

I numeri 74 e 94 non sono divisibili per 4 ; non si può avett
che d «= 8 da cui c = 3 e perciò N  = 384.

<s ) u «= 6 e rf = 5 - 6 - 7 - 8

I numeri 65 e 86 non sono divisibili per 4 ; non può esser!
che d **  5  o  7  per  cui<

, 14 19
a = 5 e — -y - e per tf = 7 c

(O « = 8 e = 4-5-6

Si può assumere d = 4 o 6 per cui;
12 68

d — 4 c = - y - e per rf = 7 C:="92”

Dunque l ’unica soluzione del problema è data dal numef°^

V il i. — Trovare tu tti i numeri quadrati perfetti foriti
quattro cifre pa ri.

Ogni quadrato perfetto, di 4 cifre pari, è compre80 *n
dei quattro intervalli:

2000 a 3000 4000 a 5000 6000 a 7000 8000 a 9000

La radice, che è un numero pari, noq può trovarsi eh®
degli intervalli corrispondenti :

44 a 55 63 a 71 77 a 84 89 a 95

Osserviamo ora che moltiplicando un numero Par* Peffl(l
stesso, le cifre a destra di ciascun prodotto parziale sonop
Affinché il quadrato sia terminato da due cifre pari
dunque che la cifra delle decine del primo prodotto pa!
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sia pari; tale condizione non è soddisfatta che quando il ri-
porto precedente fornito dalla cifra delle decine del quadrato
delle unità è un numero pari. Risulta da ciò che sono da esclu-
dere tutti i numeri terminanti con 4 o con 6.

1 numeri cercati sono dunque necessariamente compresi fra
i quadrati dei 10 numeri seguenti :

48 - 50 - 52 - 68 - 70 - 78 - 80 - 82 - 90 - 92

Sperimentando  si  trovano  le  quattro  soluzioni:

68» = 4624 78» = 6084 80* = 6400 92» = 8464

Nota. — Con ragionamento analogo si può stabilire che non
esiste alcun quadrato perfetto di 4 cifre dispari.

IX.  — Quali sono i numeri in teri x , y e z, che soddisfano
SDall'eguaglianza— x x = — -f x ?
y  y

Soluzione. — Da questa eguaglianza sì deduce :

x
2 ~ x — y

Ponendo x  = y + u si avrà :

Poiché z  deve essere in tero , si  deve av ere y  —  m  u  d a  cu i

z =  rn  f  x  =  (m  +  l)  u

Cosicché  l’eg u ag lian za  dom andata  sarà:

da cui le id entità :

assai curio se,  a prim a v ista.



P R O B L E M I  D I V E R S I

-Problemi cinesi (0.

° d ’uno stagno quadrato di 10 piedi di tate
in B ad Canna di P*iude,. che s’innalza dal fondo si®
la canna Un Plede *°Pra i l Uoetlo A dell’acqua. Tiranè
per la nti ° f rso ^ marg ine dello stagno essa ne raggiunsi
suo l a t a 'rt a pp? cimmen-te l ’orlo in C, punto di meno d'uf

UXt°- Qual e 1* Profondità dell’acqua t
Poniamo Oa  = & •  „ k k -w t abbiamo poi:

AB==i  AC = 5  OB = a? -f-1 ==OC
(® + 1>* = 25 H x*  w ~  12

profondità dello stagno è dunque di 12 piedi.

II.
Ravvicina n  ? l t °  W  p i e d i  è  r o t t o  a d  u n a  c e r ta
i l suolo parte superiore verso terraJlno a toso
ba se a  a u .a ìT l \ T  d el  b a m bù  s i  t r o v a  a  tr e  piedi  do

La  ,Ó L 1  '  " tr° ° ° '■ottura I
cedente, è h  = pied^Tss ^ r o ^ ie rn a ’ anche più ingenuo del P

, . ubM giCi/i*
I.  — Policrate, tiranno di Samoa, domanda a Pitagora

mero dei suoi allieoi. Pitagora risponde che •J a
studia le belle scienze matematiche ; l ’eterna Ra '

(!) Varii problemi, che ai risolvono aritmeticamente, ho nonditn®110
in questo 4, a motivo delle comuni origini.
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l'oggetto dei lavori d’una qu a rto ; un settimo si esercita ai
silenzio e alla mediazione ; oi sono inoltre tre donne-

ai tratta di trovare un numero di cui la metà, aumentata di
un quarto, d’un settimo e di 3 formi il numero stesso, cioè :

li» — 0 tu che indichi si bene le ore, quante ne sono tra -
scorse da stamane, se restano due colte i due terzi delle
ore trascorse i

In latino :

Did quota nunc hora est ? Superest tantum ecce diei
Quantum bis gemini exacta de luce trientes.

Essendo presso gli antichi la giornata divisa in 12 ore, le ore
trascorse più le ore da trascorrere formeranno 12 ore. Quelle

che restano a trascorrere valgono i y di quelle trascorse.

Dunque i y delle ore trascorse valgono 12.

Ore trascorse:

111. — Sono un leone di bronzo ; due getti zampillano dai miei
occhi, un altro dalla mia gola, un altro da una mia zampa.
In due giorni il mio occhio destro riempie la casca, il mio
occhio sinistro in tre, e la mia zampa in quattro giorni.
Per riempirla bastano 6 giorni allo zampillo della mia
gola. Se tutti i getti, de’ miei occhi, della mia gola e della
zampa colano ad un tempo, in quante ore riempiranno
la oasca?

che dà ■ x — 28

12  x  4 -  =  5*  - i -
i 7

Ore che restano da trascorrere:

Ossia, essendo x  ie ore trascorse.

J5 + 2X y x  = 12
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I  q u a t t r o  z a m p i l l i  j n  u n ’ o r a riempiono, colando assieme:

L  I  _ L  i  _ L  .  _ L _  6i
*8 72  ̂ 9fi ' 6 288

delia vasca. Essa sarà quindi riempita in i » d io™ ,paric i

* ' * Grazie portaoano dei canestri di mele; incontri'
rono le Muse e ne diedero loro un certo numero, uijualt
pe r ciascuna, e si trooarono ad aoere ancora ognuna tanti
mele quante ne avevano date ad ognuna Musa. Quante
mele avevano e quante ne hanno donate f

Il numero totale delle mele possedute dalle tre Grazie è evi-
dentemente un multiplo di 3. Tale numero é pure divisibile
per 12 poiché dopo la spartizione, tanto le Grazie come le Muse
hanno lo stesso numero di mele. Essendo 3 un fattore di li
potremo considerare quest’ultimo numero come una soluzione
del  problema,  il  quale  ammette  tante  soluzioni  quanti  sonoi
multipli di 12............compatibilmente con la grossezza delle
m ele  e  c o n  le  fo rz e  d e lle  G ra z ie  c lie  le  portavano, elementi
s u i  q u a li  la  M ito lo g ia  é  m u ta .

l i ’ Epitaffio di Diofanto.

Questa tomba rinchiude Diofanto. Oh, meraviglia! Essa Hd
matematicamente quanto egli ha vissuto. Dio gli accordi
sesto della sua cita per l ’infanzia ; aggiunse un dodicesM&
perchè le sue guance si coprissero della peluria deir adir
lescenza; inoltre per un settimo fece brillare per Idi
fiamma d’imene e dopo 5 anni di matrimonio gli diede un

fig lio , ahimè ! unico ed infelice bambino al quale la Paree
non permise di vedere che la metà della vita di suo	padre
Durante quattro anni ancora consolando il suo dolore e®1
io studio delle cifre, Diofanto raggiunse alfine il terrei*
della sua vita.

Ecco l ’enunciato medesimo in versi latini:

Hunc Diophantus fiaoet tumulum qui tempora vita*
lllius, mira denotat arte tibi.

Egit sex tantem juvenic ; lanugine malas
Vestire hjnc ccepit parte duodecima.
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Septante uxori post haec sociatur, et anno
Formosus quinto nascitur inde puer.

Semissern setatis postquam attigit iile paternae,
Infelix subita morte peremptus obit.

Quator sestater genitor lugere superstes
Cogitur, hinc annos illius assequere.

Ed ora, in misera prosa algebrica, la soluzione, del resto
semplicissima.

f + TF + T - + f + 5 + 4 “ * * = 84

Un verso latino.

Il Gesuita Bernardo Bauhuis, nei suoi momenti di svago, si
è occupato del problema seguente : In quanti modi la sin-
tassi latina permette di trasportare le parole di questo cerio :

Tot tibi sunt dotes, Virgo, quot sidera cesio l

In un suo libro il Bauhuis ne indica 1222. Il problema, del quale
si occuparono pure Bernouilli ed altri, ammette, matematica-
mente, *0320 permutazioni............ma la grammatica, sia pure
latina, non ci permette di stabilire, in modo preciso,  se  il  nu-
mero  1222  dato  dal  Bauhuis  sia  proprio  da  ritenersi  esatto.

Ecco, ad esempio, una delle trasposizioni indicate dal celebre
gesuita :

Sidera quot ccelo, tot sunt, Virgo, tibi dotes.

Secondo Bernouilli si potrebbe arrivare a 3,312 ! Ma credo che
su tale numero sarebbe diffìcile mettere d'accordo i Gramma-
tici, quand'anche si volessero sottoporre al loro esame le *0,320
permutazioni, perché avessero a scegliere quelle accettabili. Le
leggi grammaticali hanno dell’elasticità, incompatibile col ri-
gorismo matematico.

Anche la nostra lingua, del resto, permetterebbe un bel nu-
mero di trasposizioni delle parole della traduzione letterale
del verso:

Tante sono le tue certa, Vergine, quante le stelle in cielo■
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Il problema delle uova.

Maria, Caterina e Sera fina, canno al mercato
minio ' .• e ^ uooa rispettivamente, che la loro madre
tre fini arij - oemjlate' att° stesso prezzo, par imponendo alle
Como r~e / r ĉamre dalle proprie vendite somme uguali.
Come nsaloeltero i l proùlema le tre contadinate?

d W  pCe r  u T s S id o 0? ^  C01-  v e n d e r e  le  P r o p r i e  u o v a  i n  rag ion e
ric a v a n d o n e m „  , e n .ip i .  r e m o t i  !).  M a r ia n e v e n d e d u n qu e 49
28 p e r 20 cente«- ei?tesin?1 e &llene r e s ta  u n o ; C a te r in a  n e  vend e
7 Per 5 c e n t r i  ^  6  s lie n e  r im a n g o n o  d u e  ;  S e r a f ìn a  ne  vende
i . ' L . 1 ' res,ano,re- * » • merc« M
i5  c e n te s im i  l ’ u n o  e  s o re lle  P o s s o n o  v e n d e r e  le  u o v a  a
c e n te s im i.  E s s e  r ie e v fiC a V fm °  p e r c iò  r i s p e t ti v a m e n te  15,  30  e  45
lo ro  m a d r e  fn  n ™  1,0110  d u n q u e  50  c e n t e s i m i  c ia s c u n a  e  la

m a d re  fu  a c c o n te n ta t a  n e l  s u o  c a p r ic c io .

Problema.... d’altri tempi!

Due commessi ricevono, il primo 1000 lire all'anno con un
aumento annuo di lire 20. Il secondo ha lo stesso stipendio
del primo con un aumento semestrale di 5 lire . Sapendo
che i pagamenti vengono fatti ogni anno per il primo ed
ogni semestre per il secondo, si vuol sapere quale dei due
guadagni di più.

Il  se c o nd o  g u a d a g n a  di  p i ù .  I n f a t t i .
Alla fine del primo anno il primo tocca lfOO lire, mentre

il secondo ne percepisce 500 -f 505 = 1005.
Alla fine del secondo anno il primo riceve 1020 lire e d

secondo 510+  515 = 1025 lire.
Alla fine del terzo anno il primo riceve 1040 lire e il se-

condo 52o 4- 525 = 1045 lire.

Ingomma il secondo commesso guadagna ogni hanno 5 lire
pm del suo collega.
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L a scom m essa.

Un tale scommette l ’ennesima parte del proprio acere sopra
un acoenimento a probabilità pari, come per es, il cadere
di testa o di croce d’una moneta lanciata in aria. Egli r i-
comincia sempre così, scommettendo ogni colta l ’ennesima
parte di ciò che possiede. Supponendo che egli abbia acuto
un ugual numero di colte la sorte facorecole o contraria ,
aera acuto perdita o guadagno ?

La risposta è facile: avrà perduto.

I l problem a delle tre classi.

Le tre classi sono composte rispettioamente dì  a,  b e c allieci.
Se nella prima ci fossero 11 colte tanti allieci e 3 d’a ltr i ,
nella seconda 9 colte tanti e 7 d’a ltri , e nella terga 5 colte
tanti e 2 d’a ltri, ne acrebbero tutte lo stesso numero.
Qual’è il numero degli allieci di ciascuna classe ?

Dall’equazione di condizione del problema :

11 ci -l- 3 — 9 à + ? — 5 c + 2

si ricavano i valori di a espressi per b e c ■■

a _ 9 6 + 4 La ------ ------ a  -  u

I valori interi di b e c che danno valori interi di a sono.

6 a

2 2
13 11
24 20
35 20

”

c ! a

9 i 4
20 i 9
31 | 14
42 19
53 24

1 W 1
29
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1 valori di b costituiscono una progressione aritmetica di
ragione li, come pure quelli di c ; i corrispondenti valori di a
costituiscono due progressioni aritmetiche di ragione 9 e 5 ri-
spettivamente. Il primo valore di a costituente una soluzione
el problema è 29, comune a queste due progressioni, e ad esso

corrispondono :

b = 35 e c = 64

. rL ^r° j  e,'?na aramette infinite altre soluzioni che sono
p r a alla progressione aritmetica avente il 29 come

dpiu ri. r ,ne 6 **er ra^ one prodotto delle ragioni 9 e 5
delle due progressioni onzidette

-r- 29 * 74 • 119 • 164 • 209 • 254
Per b dalla progressione:

4- 35 • 90 • 145 • 200 • 255 • 310.........
la cui ragione è 5x11.

Per c dalla progressione :

_  .  «vv  .  .  »  *
la cui ragione è 9 x 11.

Le  ragioni  5,  9,  11  sono appunto  i moltiplicato,
problema. stabiliti nel

jljl Htimrio del servitore.

Un padrone promette al suo servitore di dargli Ì0 monete <
20 lire a ll’anno ed un mantello. Ma dopo soli 7 mesi lo
cenzia dandogli il mantello e 2 monete da 20 lire. Qual
il calore >.del mantello %

n
Il padrone deve, dopo 1 7 mesi, i — delle 10 monete e i -

del valore del mantello.

Avendo il servitore ricevuto il mantello e due monete, :

segue che i del valore del mantello corrispondono alla d

ferenza fra i delle 10 monete, e 2 di tali monete. Quindi

valore del mantello è di 9 pezze da 20 lire ed ~ ~ .
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I barili di vino e le gabelle.

Due negozianti di nino entrano in città, uno con 64 barili e
l'altro con 20, dello stesso prezzo. Siccome non hanno mo-
neta a sufficienza per pagare la gabella, il primo paga
con 5 barili e aggiunge 40 lire, l ’altro con due barili e ricette
40 lire di resto. Qual’è il prezzo del barile e quanto paga
di gabella ì

È facile mettere il problema in equazione; indicando con v
il prezzo del barile e con y il dazio, si ha :

59y = 5so 40 i8y = 2 so — 40

da cui :
so = HO lire e y =  10 lire

Il mercante alla fiera.

Un mercante oa ad una fiera e riesce a raddoppiaroi i l pro-
prio capitale e oi spende 5 ; ad una seconda fiera triplica
il suo aoere e spende 9 ; ad una terza poi quadruplica il
suo denaro e spende 12. Dopo ciò gli è rimasto 8. Quante
unità aceoa in principio il nostro mercante ?

Soluzione. Aveva 4 unità  e  .

Il muratore pigro.

Un muratore ha pattuito di fare un certo laooro a condizione
di ricevere 5 tire al giorno quando lavora e di perderne 7
quando non lavora. Dopo 48 giorni il laooro era finito ma
il muratore poco laborioso non percepì alcuna mercede.
Quanti giorni di riposo si è egli concesso ì

La soluzione è facilissima:
x + y=^ 48 5 so = 7 y so = 28 y =  20

Le. giornate di riposo furono dunque 20.
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Oli operai negligenti.

Una squadra di operai ha preso impegno di eseguire un la-
coro che richiederebbe p ore se tu tt i g li operai cominciai-
sero a lacerare alla medesima ora . Ma essi giungono alla
officina uno dopo l ’a ltro e ad in tercala uguaU. Il Incoro
mene in tal maniera compiuto. Sapendo che la mercede di
ciascun operaio è stata proporzionale al tempo durante il
quale egli ha Incorato, e che quello che ha cominciato per
primo ha ricevuto m colte quanto l ’ultim o arrivato, si do-
man a quanto tempo fu necessario per eseguire quel laooro.

Artìhott ^ ” “ mero degli operai, y quello delle ore di lavoro
tra l’nrJort J  f 88i’ 6 3 1,intervalio di tempo, in ore, trascorso

el primo e del secondo operaio all’offlcina, si ha

Se t rappresenta il lavoro fatto in un’ora, il lavoro totale
sarà espresso da :

\y + Uf + *) + (y +  2a)  +  •  .  .  .  + [y  + ( j j -  ÌUH *

ma questo stesso lavoro e uguale n p t x \ dunque:

y  f (y + s ì ) f (y  + 2 a) + . . . . f l y  +  (o j  —  i ) * ] =  P #

y + ( « — 1 ) s - my

ossia :

12 {/+<# — l ) * ] ~ = paj \ ) i ~ ì p

Confrontando con (i) se ne deduce :

e il tempo totale cercato risulta espresso da :
m -f 1

espresso da :
2 p in
m  +  1

I  tacchini  e  il grano.
aeoe aeroire a nutrire  n tacchini

i durare un certo tempo deter-
ne mangia una misura per setti'
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mana. Facendo la distribuzione si trova che lo sciame di-
minuisce d'un tacchino per settimana e che per conse-
guenza il grano dura il doppio. Quante misure di grano
erano state preparate e quanto tempo ha durato  ?

Sia x  il numero delle misure cercate ed y il numero delle
settimane che deve durare il grano. Si ha:

x
— = n ossia x = n yy  y

Ma il numero di misure distribuite nella 1», 2*, 3*. • • • • „ • pma
settimana è rappresentato da :

n n — 1 n — 2 • • • • n — p +  t • . . .
e cosi fino alla 2 yma settimana. Ne segue che :
* + ( n - l )  +  (n - 2 )+  •  • ■- H n - p  +  i )+  •  •  •  + ( n - 2 y  + 0 = co

(2n + l— 2y ) ~ - - x  2n — 2y -f t = ~ - = n

da cui :

y  —  ̂  * sicché x 	s= 71 ^  e  2y = n + i

L ’aranceto.

Un uomo penetrò in un orto nel quale erano tre giardini e
oi fece proooista di arance. Ma per uscirne dovette darne
al primo guardiano la metà più due, al secondo la metà
di quelle che gli rimanevano più due e poi al terzo pure
la metà di quelle rimastegli più due. In tal modo non
riuscì a conseroare per sé che una sola melarancia. Quante
ne aveva egli colte 1

Essendo x  il numero delle arance richiesto, il primo guar-

diano  ne  riceve  —-  -f-  2  e  il  primo  resto  e  quindi  —---- 2 ; il se-

condo ne riceve — 1 -+- 2 = -f- 1 epperò il secondo resto è

-— — 2------— 1 =  — 3;  e  cosi  si  trova  che  il  terzo  resto  è

----- ; da ciò --------= 1 donde x  = 36.



I l costo dell’anello.

Un Anello d’oro pesa 5 grammi con un granato incagliato.
Il  calore  dell’oro  è  di  4  lire  per  gramma e  quello  del  gra-
nato di 10 lire per grammo. I l costo dell’anello con la gemma
è di H lire. Determirare il peso dell’oro e del granato.

La soluzione, facilissima, dà 4 -g—per l’oro e pai gran ato .

I quattro peculii.

Quattro persone possiedono rispettivamente x,  y, z e tt lire.
nnr,0 ,? rima, e k* fron d a avessero 100 lire delle altre due,
. 610 tl tr iPl0 dei denari rimasti a queste ultime. Cosi
ao rJhP rT 6̂ 0, 106 Ure di qaelle Possedute da x ed u
aoestawr, ìj c  q '̂â ruplo di ciò che ad essi rimane. Se z ed u
del -  * del denaro di x ed y avrebbero i l quintuplo
bero u Se X ed u aoes3ero 170 lire di y e z aoreb-

aplo del toro resto. Quanto possiede ciascuno ?

Il problema messo in equazione dà :

ossia :
a? + y + 100 = 3 <* + u — 100)

« + y - 3 a — 3u = — 400 i ("

ossia : y + 2 -1-106 = 4 (u + x  - 106)

y \ s  — 4 u - 4 a? = — 530
|<*>

ossia y + u + 145 = 5 (x  4- y - 145)

* + u — 5 ® — 5 y = — 870
j(3ì

ossia : u + x  + 170 = 6 (y + x ~  170)

u + as — 6 y — 6 * = — U90 !w
L’ indeterminatezza dei sistema non è assoluta, ossia si poS'

sono determinare tre qualunque delle incognite in funzione
deila quarta.
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Infatti, moltiplicando la (1) per 5 ed aggiungendo la (3),alba:

z + u = 205

Moltiplicando i due membri della (2) per 6 ed aggiungendovi
la (4),  si  ha:

u + x — 190

Moltiplicando i due membri della (3) per 3 ed aggiungendovi
la-(l), si ottiene :

x  4- y = 2ib ed infine y 4-z = 230

Addizionando membro a membro queste quattro ultime equa-
zioni risulta:

w + y + z + u=i 20
0y = 230 — z u. = 205 — z OJ = a — 15 z  =  ' ( f

I tre soci.

Tre indioidui hanno in comune una somma incognita  s ; la
I \

parte del primo è - y s, quella del secondo - y s, e quindi

quella del terzo è 4 - s. Volendo depositare questa somma

in luogo più. sicuro ne preleoano, a caso, ciascuno una

parte e cioè: il primo  x e ne deposita-^- x ; il secondo y

e ne deposita y e il terzo z e ne deposita - y z ; cosic-

ché la somma che rimane depositata è y - x + y y ^ - y z ;

quando poi i tre soci canno a ritira re questo deposito non
hanno che a prenderne ciascuno la terza parte per ria -
oere ciascuno quello che gli spetta. Si tratta di trooare i
numeri x, y, e z.

Indichiamo con u la terza parte della somma depositata, cioè :

U)
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Per il primo avremo:

4 — 2  * " U
12'

pel secondo :

T » "
4 - 3 - U («

e pel terzo:

5  .
X ' " l s ~ tt

14)

da cui si ricava :

<7-11»II8 1
s - 4 - «

$ addizionando:

x  4- u 4-3 ss —  g _ - Ì L a 1 de cui
T # T to 10

Questo problema, Indeterminato, è il torio di quelli Pr °̂P® ̂
da Giovanni da Palermo a Leonardo da Pisa (1). Leonar
nendo u = 7 ottenne .

3 = 4? a? = 33 y = 13 3=1

Essendo s  —  u basta dare ad u valori uguali a 7 m°l

tiplicato per 6 (o per un suo multiplo) per avere nella soluti00
tutti numeri interi, come vedesi nel seguente prospetto •
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L ’acqua e il vino.

Due recipienti A  e  B contengono rispettivamente a l it r i di
vino e b diacqua. Si prelevano c l it r i dal caso A e si sosti-
tuiscono con acqua. Si prelevano parimenti da B,  c l i t r i
e si sostituiscono con i c l it r i tolti da A. Si ripete n volte
tale operazione. Si vuol sapere quanto vino contiene il se-
condo caso B dopo queste n operazioni.

Siano qt, qt, q» • •  • • qn le quantità di vino contenute nei
vaso B dopo  1,  2,  3  .  •  •  • n operazioni. Se si pone :

si trova

q ,=  c - £ ^ L
p - q Qi — c P8- 0 *

p - q 0* = c P8 ~ 98
p - q

, pn — qnqn —  c  —--- —— —
p - q

1 -

Se a = b :

q„ — n c

I battimazza.

Due fabbri A e B cominciano nello stesso istante a battere il
pezzo sull'incudine; A batte  12  colpi  in  7  minuti e  B  17  in.
9 minuti. Quali saranno t colpi ohe più, si avvicineranno
alla coincidenza nella prima mezz’ora di lavoro 1

I tempi trascorsi, per l’uno e per l’altro fabbro, dall’ inizio
Ano ad un colpo a? di A che supponiamo coincidente con uno y
di B, saranno uguali a :

35X	 - 	= 	y x
17
9

a,_ _  m
y  ~  108

U — OuKKtti. — Matem. diteti.

ossia
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119
108 “ * + ■

9 +
1  +

2

Le frazioni convergenti - j - , , ~ , da sinistra

a destra si approssimano ognor più all’ultima e l a ”49 ne

è  la  più  prossima.  Ma A non può battere che 51 colpi in mez-
x  , itz’ora, quindi la frazione da assumere come valore di —— é io

vale a dire che durante la prima mezz’ora di lavoro l’undice-
simo colpo di A e il decimo di B sono i più prossimi alla coin-cidenza.

I rintocchi delle campane.

Tre campane cominciarono a suonare nello stesso tempo ; 1
loro rintocchi si ripetòno ad interoalli uguali rispettici-
mente di 25" per la prima, 29" per la seconda e 33" per
( terso- La prima cessa di suonare dopo meno di mes-

^ ora, la seconda e la terza continuano a suonare rispet-
tivamente per 18 e 21 secondi, poi cessano. Si cuoi sapere
per quanto tempo ha suonato ciascuna campana.

® ̂  numero dei secondi durante i quali la prima cam-
ne dawnat° “ “ &VrÒ dato {t + 4> rintocchi, La seconda

e  la  terza:

1+25Z+18
29 “ 4 + SD ( 1 )

' 1 + V
La (1) e la 12) si possono scrivere :

29® —18 = 25 t 33 y —21 =* 25 t
d’onde si ricava l’equazione indeterminata :

33y — 29 ® = 3

(2)
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Da essa si deduce:
a? = 33m — 24 y = 29m — 21

Poiché 251 <  1800",  si  ha a <  62 e per conseguenza m < 3 ;
dunque non si possono fare altre ipotesi, che m = 1 od m — 2.

Per:
m =■ 1 05 = 9 y = 8
m — 2 x — 42 y =  37

Si ha pure :

29 x  - 18 = 25 *

Per a? = 9 il valore di 2 non è intero, e per 05 => 42 si ha * =* 48 ;
dunque i tre valori :

t =• 48 05 = 42 y = 37

soddisfano alle condizioni proposte. Sicché la prima campana
cessa di suonare dopo 48 x 25 = 1200" e le tre campane hanno
suonato rispettivamente 49, 43 a 38 rintocchi.

Le tre mogli.

Tizio, Caio e Sempronio canno al mercato con le loro mogli, i
cui nomi sono Aida, Medea ed Ebe. Ognuna delle 6 persone
compra un certo numero di oggetti che paga un numero
di lire uguale al numero degli oggetti che ha acquistato.
— Tizio ha comprato £3 oggetti di pili di Medea, e  Caio  11
di più di Aida. Ciascun marito ha speso 63 lire di più
della propria moglie. Qnal'è la moglie di Tizio e quale
è quella di Caio e di Sempronio t

Il numero degli oggetti acquistati da uno degli uomini sia x,
ed y quello degli oggetti acquistati da sua moglie ••

05* - y* =» 63 = (05 + y) (x — y) = 63
Si  può dunque porre  :

x  + y •» 63 od 05 -f- y = 21
os — y = 1 od 05 — y = 3

da cui si deducono queste soluzioni:
05 = 32 o 05 = 12 o
y = 31 o y = 9 o

1 = 21 • 3 = 9 • 7

+ V = 9
05 — y = 7

05 = 8
y = t

o
o
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Ma Tizio ha comprato 23 oggetti di più di Medea e Caio 11
di più di Aida dunque essi hanno comprato questo numero di
oggetti: Tizio 32, Medea 9, Caio 12 ed Aida 1. Segue da ciò
che la soluzione x  = 32, y — 31 concerne Tizio ed Ebe; 1 altra
x  * 12 , y = 9 concerne Caio e Medea ; e l’ultima x  = 8, x  —
riguarda Sempronio e Aida, e tali sono le tre coppie di cui
nel problema.

Il cuoco cortese.
Riproduco questo problema in versi francesi come Nesser li

ha inseriti nella sua Rabdologie :
Un jour le cuisinier d’un puissant personnage,

AJln de contenter troia Jllles du oillage,
Qui demandatent des ceufs, leur dit en les voyant •'
Je oats donner tous ceux que j ’ ai dans le moment-
Il donne la moitié d'abord à la première
Et la moitié d’un cetif, par faoeur singulière ;
À la seconde il offre aussi du meilleur cceur,
La moitié qui lui reste, aoec méme fadeur
De la moitié d’un ceuf dont la jìlle s’empare:
Enfln, continuant son partage bizarre,
I l donne à la troisième aree méme amitié,
De son troisième reste encore l’humble moitié,
Plus la moitié d’un oeuf: il eut dono l’acantage
De tout distribuer. Dans cet heureux partage,
Qui parali singulier, combien en aoait-il ?
Et comment a-t-il eu l’esprit assez subtil,
Pour donner dea moitiés a chaque jeune Jllle
Sans en casser un seni, ni s'échauffer la bile%

Il cuoco dà alla terza ragazza la metà di ciò che gli rimane
e  mezzo  uovo  in  più,  e  non  gli  resta  piu  nulla  ;  dùnque  questo
mezzo uovo rappresenta ciò che gli resta dopo aver distribuito
alla terza ragazza. Ma a questa egli ha dato la metà del suo
secondo resto il quale è dunque necessariamente di un uovo ;
e questo gli rimane dopo aver dato alla seconda ragazza 1»
meta del suo primo resto, più mezzo uovo. Dunque, se egli non
avesse dato questo mezzo uovo in più, gli sarebbe rimasto un
uovo e mezzo, il che rappresenta la metà del primo resto, il
quale e dunque di 3 uova. Con ragionamento analogo si trova

ne il cucco possedeva in origine 7 uova-
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Problemi sull’orologio.

I.  - Un orologio ha tre sfere montate sul medesimo asse, per
le ore, i minuti e i secondi. È possibile che a un dato
istante queste tre sfere abbiano la loro estremità ai oer-
tici d’un triangolo equilatero  ?

Se le tre sfere potessero avere la posizione indicata sareb-
bero distanti l’una dall’altra di 20 divisioni del quadrante.
Dunque, se in tale istante la sfera H  (ore) segna ? divisione a
partire dal XII, l ’estremità della sfera M  (minuti) sarà sulla
divisione ? + 20 e quella s (secondi) sulla divisione ? + 40 ; o, in-
versamente, s sarà sulla divisione ? + 20 ed M  sulla ? 4- 40.

È facile vedere l’ impossibilità di questi due casi. Si avrebbe
infatti nel primo caso :

60n -f ? 4-20 = 12 ?  e
ossia :

f 2 il _ 3n. + l
6n> + 4 ~ 749 ~ 3n' + 2

ma essendo :

60tV + ? + 40 = 720 ?

il (3 n' + 2) = 719 (3 n + 1)

11= 3(7 + 2 e 719 = 3<7' + 2

la relazione precedente condurrebbe a quest’altra :

(3q +2)(3n' + 2) = (3«7' + 2 )(3 n + l) (1)
Ora:

(3g + 2) (3n> + 2) = Mult.  di 3 + l
e

(3q' + 2) (3n + 1) = Mult. di 3 + 2

Dunque  la  relazione  (1) è impossibile. Si avrebbe del pari nel
secondo caso:

60n< + 9  + 20 = 720? da cui 60n' + 20= 719 ?

60n' + ?+40 = 12? da cui 68 a  +40=11?

Si ha dunque la relazione impossibile :

3n + 2 11
3n' + t 719
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— Quali sono le ore alle quali si possono scambiare tra
loro le sfere delle ore e dei m inuti in modo che la nuora
posizione possa prodursi per i l movimento proprio del-
l ’orologio f

Indichiamo con x  una delle ore cercate. Partiamo dalla po-
sizione delle sfere a mezzogiorno e prendiamo l ’ora come unità
cosicché il giro completo del quadrante sarà misurato da 12.

La posizione della sfera-ore è indicata con a  ; se il numero y
indica la posizione della sfera-minuti, avremo:

12® = y + k 12 (0

Affinchè la posizione risultante dallo scambio delle sfere
corrisponda ad un’ora possibile, devesi dunque avere :

12y  ~  x  k • 12 <2)

Eliminando y fra (1) e (2) si trova :
1*4 x  = x  4- k • 12 ossia 143x  = k • 12

da cui:

® = J2 fc
1*2

(3)

Volendo ottenere tutte le ore richieste dal p ro b le m a bisog ^
dare successivamente a k ì valori 0, 1, 2, 3 ......... 1*2, dopo
che si ricadrà sulle soluzioni già ottenute.

Questa soluzione comprende, in particolare, le ore dì sooruPf
posizione delle sfere, ottenute attribuendo a k gli undici valor

0 - 13 - 26 - 39 - 52 - 65 - 78 - 91 - 10* - 117 - 130

Quanto agli altri 132 risultati, essi si corrispondono due a du
e i valori associati di k che chiameremo k1 e k” sono tali che
si ha :

k' = 12k" (mod. 143)
d’onde reciprocamente :

k" = 12k' (mod. 143)

Per esempio a k' = 34 corrisponderà k,r = 122. Questi due va-
lori danno rispettivamente per ®, facendo la conversione delle
ore in minuti :

2h 51» 27
143 e 10b14m 38

143
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Quindi se un orologio segna le 2h SI” -775- e se in tale istante143
38s’ immaginano scambiate le sfere; esso segnerà le IO* 14m-^-.

La soluzione del problema dipende dalla relazione (3) la quale
evidentemente e quella che farebbe conoscere le ore che cor-
risponderebbero sul quadrante all’ incontro della sfera delle
ore con un’altra sfera moventesi con velocità 1*4 volte mag-
giore corrispondente a 12 volte quella della sfera del minuti.

HI. — Viene osservata l ’ora indicata da una pendola, fra le 4
é le 5, poi fra le 7 e le 8 ; si constata che nell’ internano tra
le due ossernazioni, le due sfere hanno scambiato le rispet-
tine posizioni. Dimostrare che a ciascuna osservazione le
sfere erano ugualmente inclinate rispetto alla verticale.

Siano « e t le distanze in minuti, contate sulla circonferenza
graduata, dalle estremità delle sfere alla verticale. Alla prima
osservazione sono (30 + a) minuti dopo le 4. La sfera delle ore

percorre j L di tale distanza e :

6 = 10— 3-° * - da cui 126 + a = 90

Alla seconda osservazione sono (30 — b) minuti dopo le 7 ; la

sfera delle ore ha percorso - divisioni :
1 6

a  =  5  +  ~ ~  12  a +  6  =  90

dunque a = b.

• ~ Che ora è quando la sfera delle ore si trova tra le JJ
e  le  i l i  e  fa  con  quella  dei  minuti  angolo  di  60  f

Lo spazio angolare tra due ore del quadrante è di 30° e quello
corrispondente ad un minuto, di 6® Alle 11 l’angolo delle sfere
è  di  60°.  Si  avrà l’ora  cercata  quando la  sfera  dei  minuti,  dopo
raggiunta quella delle ore, l’avrà oltrepassata di 10 divisioni
di 6°. Sia x  il numero di tali divisioni che sarà percorso dalla
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sfera piccola, tra le H e P istante cercato. 11 percorso fatto
nello stesso tempo dalla sfera grande sarà 12 x t che può anche
essere espresso con iO+aJ-f-10 ossia 20 -f <#, per cui si ha
l’equazione :

12x=z 20 -j- x  da cui 11 x  = 20 j

La sfera dei minuti avrà percorso 216 u ; l’ora richiesta sarà
dunque 2h, 21' */„.

La bilancia del droghiere,

e s‘ .seroe d’una bilancia fa lsata in modo che
0 f c<}uista 0 oende merce guadagna Pl?% in più

in t im o che dovrebbe fare con una bilancia
npflr. ' a.nf ? y*m<io bordine dei piatti della bilancia il be-
del dmnh ■ 1 nrre^ >e a zero Quale è il guadagno legittimo
aei droghiere per W0 lire l

prtma°afL?iiotÀPeSÌ apparenti di una certa quantità di merce
del peso reale <sì’bP° Ì venduta ’ ? é Più piccolo e p, più grande
di peso ed m u ^ ancora 9 il prezzo d’acquisto dell’unità

peso ed ® ,i guadagno legittimo su 100 lire.
Una marea acquistata per p . , 4 venata per ( , + *S ) ;

si ha quindi; V
x  + il

100
ossia :

p ,(9 + 1 t r ) -p l

p 4  +  ^ ) = p*4 +w)___  ai
t(K) / - ri H T m t

Invertendo l’ordine dei piatti, la stessa merce che costa Pi 9

è venduta p g ( i  +  - ~ j ,  da cuiloop

P.9 = P 9 (l -f JL\
w )

(2)

Da (1) e (2) si deduce;

1 + 40 + Il
100100 x  » 10
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Ecco ora un’altra soluzione del problema e il calcolo del
rapporto dei bracci del giogo della bilancia falsata.

Sia p il prezzo che il droghiere dovrebbe pagare per uha
certa quantità di merce se si servisse d’una bilancia esatta,
e q il prezzo alla quale egli la rivenderebbe nelle stesse con-
dizioni; sia po i/ il rapporto fra il minore ed il maggiore dei
due bracci della bilancia falsata.

Il beneficio legittimo #/0 è — ~ —• e con la bilancia alterata

Ma quando il droghiere si serve della bilancia alterata nel
senso inverso, il suo beneficio diventa :

Sostituendo  nella  (1)  /*  con 2 si ha l’ equazione :

M ** + 1002 — 100 = 0 dalla quale 2  —

P
diventa :

P f

Si  ha  dunque:

<1  — P  | 11
p  ^  100P f

ossia :

100= 100/*+ ti 2f l

f
per cui si ha :

q P = p
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Se si ha :

_P_

Q
Si ha poi:

10
11 se ne deduce

ossia circa 0,95 o J ì
20

Cosicché il droghiere, servendosi d’una bilancia coi bracci
nel rapporto di 19 a 20 accresce il proprio beneficio dell’ 11%.

I quattro mobili.
Quattro mobili A, B, C, D ai spostano, in modo uniforme e con

ce oc ta che sono in progressione geometrica, su quattro
re e parallele equidistanti, le cui estremità sono situate
su altre due rette parallele. Essi partono nello stesso
empo alle estremità situate su una stessa retta o, giunti

ir to te m ^ u re mobilT™^ n** °°SÌ  ̂  3eguito‘ Dop0prima colta • Hr,™ 1  c»  D sono in linea retta per

S T  ̂ A' B' Clinea retta ner In ’ secondi dopo B, C, D sono
sorpassa di u centirJl* ** mita « lo spazio percorso dU
i quattro mobili se rUrocanotn°i Perc0r*° da A’ Quar
là oelocità dei quattro mobili m ta ' O r n in e
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Sia y la lunghezza comune delle 4 rette ed x , r x ,  r*  x ,  r * x
le velocità di A, B, C, D in centimetri per seeondo.

Il  fatto  che  B,  C, D si trovano in linea retta prima dei 3 mo-
bili  A,  B, C dimostra che le velocità di A, B, C,  D vanno de-
crescendo, ed è chiaro che B, C, D saranno in linea retta per
la prima volta quando B e C si spostano ancora nel senso A M ,
mentre D è al suo primo ritorno.

Indicando con t il tempo (secondi^ trascorso dalla partenza
all’ istante in cui B, C,  D sono in linea retta. Le distanze dei
tre mobili dai punti di partenza sono rispettivamente :

e si ha :

ossia :

t r a j tr* x  2y — tr* x

tr* x  — t r x  = (2y — tr*  x ) — trx x

tr x  (r1 + 2 r — i) = 2# (0

Sì troverà quando A, B, C sono in linea retta, cambiando x
x

in  — , ottendOBi cosi:r

2 t x  (r *  -{-  2 r — i )  =  2 y (2)

Dalle (1) e (2) si ricava r = 2, ossia che le velocità di A, B,
C e D sono rispettivamente :

x 2 x  4x  8 x

Si vede che A, C,  D avendo velocità proporzionali ad t, 4, 8,
essi si trovano una seconda volta in linea retta quando C è sul
suo primo ritorno da P, e D si dirige una seconda volta verso R.

Indichiamo ora con 0 il tempo (secondi) trascorso dalla par-
tenza fino a tale posizione di A, C, D. Le distanze di questi tre
mobili dai punti di partenza sono :

0 • a; 2 j/ — 0 - 4 ® 0 • 8 j j —2y
Si ha :

I2y  —  8  •  4 ® ) - 0 £c = 2 ,(0 ■ i x ~ 2 y ) ~ ( 2 y  —  d • 4 a?)
da cui :

29x ma 0 = 21 + 36
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Dalla ([ ) abbiamo:

,, y , 10y 2y i
1 ~  Tx  dun<iue  1 9 . ^ 7 ^  + 36

Si vede poi, dal rapporto delle velocità d» A, B, C, D che
questi 4 mobili saranno nuovamente in linea retta quando A

»  2uavra percorso ——- Quindi :

i l .
3 + « =

JOy
29 x

2se y — 609 X = t

e le velocità sono rispettivamente 1, 2, 4 e 8.

I

D

I due mobili.

Un mobile p percorre in modo continuo il perimetro d’uri
Qua rato nel senso A,  B,  C,  D con velocità uniforme e setti-
*̂r f  ne. .0 gtesso. Un altro mobile Q si sposta con la stessa
ce la ta uniforme seguendo la diagonale del quadrato e
ri ornando indietro ogni colta che ne raggiunge una delle
s remila. Dimostrare che, secondo le posizioni iniziali dei

aue mobili, si possono aoere due soli casi:
fissi non s’incontreranno mai.
Essi s incontreranno 1 colta, ma 1 colta solamente.

I  I due mobili s’ incontreranno sul
vertice A se Q si sposta verso A,
e se, nello stesso momento, P  si
trova, sia alla stessa distanza da A
che Q, sia alla stessa distanza au-
mentata dì 2AC. O, più general-
mente, se nello stesso momento,
la distanza di Q da A  aumentata
di 2 m AC è uguale alla distanza,
di P  dal vertice A  aumentata di

B in  volte il lato del quadrato.
I due mobili s’ incontreranno in A

e se allo stesso , anche quando Q si sposta verso C
uguale alla diagonale mù * f 6t*nz*  di p  dal vertice A è
neramente, quando J l® dl8tanza dl Q da C. O, piu gè-q ndo, nello stesso momento, la distanza di Q
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dal vertice C aumentata di (2 m -f 1) volte la diagonale, è uguale
alla distanza di P  dal vertice At aumentata di * n volte il lato
del quadrato, m ed n essendo numeri intieri.

Nello stesso modo i due mobili s’ incontrerebbero nel vertice
C, ma quando si sono incontrati una prima volta, un secondo
incontro é impossibile poiché essi descrivono spazi uguali in
tempi uguali, e il lato e la diagonale del quadrato sono lun-
ghezze incommensurabili.

Parimente, i due mobili non s’ incontrano mai se le loro po-
sizioni alla partenza sono due qualunque di quelle nelle quali
si troverebbero simultaneamente secondo l’ ipotesi d’un primo
incontro in A o in C.

Bacco e Sileno.

Bacchus, ayant cu Silène
Auprès  de  sa  cuce  endormi,
Se mit à botre sans gène
Aax dépens de son ami.
Ce jeu dura pendant le triple du cinquième
Du temps qu’à boire seul Silène eùt employé :
Il s’éeeille bientòt, et son chagrln extrème
Dans  le  reste  du oin est aussitót noyé.
S 'il eùt bu près de Bacchus mème,
lls auraient, suioant le problème,
Achecé s ix heures plus tòt :
Alors Bacchus eùt cu, pour son écot,
Deux  tiers  de  ce  qu’à  l ’autre  il  laisse.
Ce qui maintenant q i’intéresse
Est de saooir exactement,
Le temps qu’à chaque dròle i l faut  séparément
Pour cider la cuce entière,
Sans le secours de son digne confrère.

Indichiamo con x  ed y- i tempi rispettivamente impiegati da
Bacco e da Sileno per vuotare la botte. Bevendo insieme, essi
la vuoteranno in un tempo:

x y
x + y
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3
Bacco beve da solo durante il tempo — y e  in  tale  inter-5

vallo beve la frazione ~ • — della botte. Egli lascia a Sileno5  x

3y _  5  a?  —  3y
5x  ~  5 a?

il quale ha impiegato per bere questo vino il tempo indicato da:

5 te —  3  y  . _ t _ = (5 x  — 3y) 	 y
5 ® y 5 a ?

Secondo l’enunciato :

ossia :

L y + (5 ® ~ 3y)  y
5  5 «

so y
so + y

3 y» - 5xy ' - 3 « V + 30 fljy + 30x ' =  0

Bacco beve con Sileno, durante — ore una frazione della

botte uguale a —-,— . Si ha dunque la seconda equazione.x \-y

y _  _2_  _ b x — 3y
x f y  ~  3

ossia :

6 y* + li  a>p-i0®* = 0 . (2)

Risolvendo le due equazioni (1) e (2) si trova :

x  = 15 ed y = 10

Questa risposta fu data anche in versi, cosi:

Dans cette occasion Sìlène eut tout l ’honneur.
En quinze heures Bncchus acheva la besogne ;
Il n’en fallut que dix au digne précepteur :
J’en conclus qu’il était de moitié plus ivrogne !

\
!
(ì

i

I

|
i?I
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Le scimmie.

Dee singes s'amusaient : de la troupe bruyante
Un huitième au carré gambadait dans le i boit  ;

Douie criaient tout d la foii
Au haut de la colline cerdoyante.
Combien d'étree comptait la caste remuante  ?

Indicando con x  il numero delle scimmie, si ha l ’equazione

ossia :

12

x * - 64x  + 768 = 0 da cui X' = 48 a?" = 16

Le api.

Vaici cet essaim de mouches à miei.
De la moitié prends la racine:
Dans un champ de jasmins cette troupe bucine.
Huit neuoièmes du tout coltigent dans le elei.

Une abeille solitaire
Entend dans un lotus un frelon bourdonner :
Attiré par Vodeur pendant la nuit dernière ,
Il s'ètait fait prisonnier.
Dis mai : quel chijfre atteint la troupe buissonnière ?

Sia  2  x*  il  numero  delle  api  :

aj+ -t ~ + 2= u ‘

da cui xzzè  trascurando l’altra radice che è negativa. Dun-
que le api sono 72.

L ’eredità.

Un padre dioide la propria eredità fra i suoi fig li nel modo
seguente: Il primo aorà una somma a e la nmm parte del
resto; i l secondo una somma 2 a e la nm* parte del resto ;
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il terso una somma 3 a e la n m> parte del resto, e così di
seguito. L ’eredità è in tal modo interamente dirìsa e si
trova che ciascuno fig lio ha acuto la medesima somma. Si
domanda l ’ammontare deWeredità, il numero dei figli e.
la parte di ciascuno di essi.

1. Soluzione. — Sia x  il montante dell’eredità « z il valore
di ciascuna parte. Se si esprime che la parte del primo figlio
è  uguale  a z, si ha l’equazione:

Questa equazione dovendo essere indipendente dal vBlore
di p, si ha:

Questa  equazione  è  indipendente  da  p  e  dà:

z ~ (n — t) a
Si ha poi, uguagliando la parte del primo figli ad {n  —  l ) a

Ul. Soluzione. — Indicando con y il numero dei figli ugd9
gliando le parti dei due primi avremo :

z — pa + x  — (p — 1) z - p «
u

ossia
p u — {n — 1) a] = x  — (n  — 1) %

z = (n — \) a x  = (n — t) z = («•— t )* «

11. Soluzione. - Esprimendo che le parti del pw0 e del (P + ^
figlio sono uguali, si ha l’equazione :

= (p 4- lì a +

ossia :
a_
n

iB- ( o + * _ r l ) _ 2 a

n
da cui:

x — (n — l)* a
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Si ha poi :

z — a + ~ — — = (n — i)a. y — = n — i
n  z

Siccome, per mettere il problema in equazione, non ci siamo
serviti che della uguaglianza delle prime due parti, è necessario
verificare che le altri parti sono uguali ad (n — i) a. Si trova
infatti per la parte z' del primo figlio :

IV. Soluzione. — La parte del primo figlio sarà ay, e, poiché
tutte le parti sono uguali, il valore dell’eredità è ay*. Ugua-
gliando le parti del primo e dell’ultimo figlio, si trova :

da cui y = 1 od n — 1 ecc.
Questo modo di trattare il problema fornisce due soluzioni.
Anche in questa soluzione, come nelle precedenti, occorre

verificare che tutte le parti sono uguali.
V. Soluzione. — Questa soluzione, di Mister, tiene conto di

tutte le soluzioni dell’enunciato epperò non richiede alcuna
verifica.

Quando un figlio ritira la propria parte, prende una certa
somma e poi la nma parte d’ùn certo resto Rp e lascia-

Affinchè due figli consecutivi abbiano parti uguali, occorre
evidentemente che i resti R n e R „ , t soddisfino all’equazione :r	 r

z' == p a -f (n — l)1a — (p — 1) (n — 1) a —p a — (n — l)a
n

j  i ayì — a.d H— ----= ay ossia

Il secondo figlio lascia:

ossia :

(t)

15  —  G h k r s i.  — Matem. dilett.
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La differenza tra le somme lasciate da due figli consecutivi
costituisce necessariamente la parte d’un figlio ; e, per quello
che precede, questa parte avrà per valore

n - 1  n n — 1 „ . , .,— _— R p ----- _— Rp + 1 ossia  ( n - i l a

11 capitale x  lasciato dal padre si ricava dell’equazione :

a + —- ~ a- = (n — \) a che dà x  = (n — !)*an*
e da essa si deduce il numero dei figli.

Un problema antico.
Trovare un rettangolo avente lo stesso perimetro di un altro,

e Za cui area sia un multiplo dell'area di questo.

L’elegante soluzione che Massimo Pianude matematico di
Bisanzio, indica, e che non pare sia sua (1) è la seguente :

Posto che X sia il rapporto delle due aree, per uno dei ret-
tangoli i lati saranno (X8 — X) e (X - 1) e per l’altro (X8 — X») e (X8 -1).

u c i l i  j p r u i y n i A i .

Quale è il limite verso il quale tende il rapporto del vuoto a
pieno in una pila di proiettili sferici, quando il numeri
dei proiettili aumenta indefinitamente %

Nella pila triangolare un proiettile poggia su altri tre, e si
quattro in quella quadrangolare ; si potrebbe quindi crederi
che il rapporto cercato non debba essere lo stesso nei dui
casi ; ma occorre notare come in entrambi ciascun proiettili
dell’ interno della pila sia in contatto con altri dodici i cu
centri sono i vertici d’un poliedro che ha per facce sei qu®‘
drati ed otto triangoli equilateri. 11 rapporto del vuoto al piene
in uno di tali poliedri non dà il risultato cercato perchè nor
si può sovrapporli senza lasciare degli spazi vuoti fra essi
mentre la sovrapposizione può farsi senza intervalli coi cubi
formati prolungando fino al loro incontro le sei facce quadrate
di ciascuno poliedro. È dunque in questi cubi che bisogna dê
terminare il rapporto tra vuoto e pieno.

Assumendo come unità il raggio d’un proiettile,*la costola
del cubo sarà V 2 e il suo volume 2 \f~% . p p{eno di qu e sto

u 2 u V *  * * 8Cle” * e u ell'aatica 2* e d U . r a g . « 3 . * *
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cubo è costituito dal proiettile interno e dalla quarta parte di
ciascuno dei dodici proiettili a contatto con esso ; infatti, due
facce del cubo passano pel centro di ciascuno dei dodic-i proiet-
tili; la prima ne separa la metà e la secondo la metà dell’altra
metà, dimodoché non resta nel cubo che il quarto dei dodici
proiettili. Bisogna dunque aggiungere tre proiettili a quello

2 7Tcentrale, e il volume del pieno risulterà - g- . Il rapporto del

q «/  9cubo a questo volume sarà — —— , e quello del vuoto al pieno

3  v  2  1
—------ 1 ossia un poco più di e tale sarà il limite cercato;

Esso non potrebbe essere modificato che dalla parte superfi-
ciale della pila che é infinitamente piccola rispetto al volume
totale dei cubi, quando il numero dei proiettili diventa infinito.

La piramide triangolare o quadrangolare formata unendo il
centro d’un proiettile che poggia su tre o quattro altri, coi
centri di questi, è regolare ed ha tutte de sue costole uguali
al diametro del proiettile. II vuoto contenuto in ciascuna di
queste piramidi potrà venire calcolato togliendo dal volume
della piramide quello della parte di essa occupata dai proiet-
tili. Si osserverà poi che il numero dei vani di ciascuna di tali
due specie di piramidi è doppio del numero dei proiettili, con-
siderazione che condurrà al risultato che si cerca senza dover
ricorrere alle tavole trigonometriche, osservando che nella
piramide regolare a base quadrata e a costole uguali, gli an-
goli diedri maggiori sono doppi dei minori e supplementi di
quelli del tetraedro regolare.

Si può, con metodo indiretto ma più speditivo, risolvere la
quistione calcolando (nell’ipotesi d’un numero infinito di proiet-
tili) il rapporto del volume d’una pila al volume dei proiettili
che essa contiene.

Prendendo sempre come unità il diametro d’ un proiettile e

indicando con n La costola d’una pila triangolare, n*\/ 2
12 n e

r a p p re s e n ta i l v o lu m e e ---------------------- ------- - d  n u m e ro  d i  p ro te t -

ti li  c h e  c o n t ie n e .  ,  •

L ’ip o te s i d i n  in f in ito  r id u c e  q u e s t ’u lt im a  e s p re s s io n e  a  —g—

p er  l ’o m is s io n e  d e i  t e rm in i  c h e  sc o m p a io n o  r is p e t to  a d  n *.
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Il volume delle bombe essendo allora -7r-̂ - , il rapporto di
36

3v/ tquello della pila a quest’ ultimo sarà — ------, c o m e  a b b ia m o
7T

trovato sopra.

Sulle probabilità.

ed * Un r rn° contiene W biglie delle quali b bianche, n nere
se. a probabilità di estrarre al primo tratto una bi-

{? bianca è — , e quella di estreme una rossa o nera è n

npr. *Io 6 , urne contengono ciascuna b biglie bianche ed r
done « n ! rH a bità di non estrarre che biglie bianche estraen-
aone una da ciascuna urna è data da :

\ à + r )

Paradosso di d Alembert. — La probabilità di far testa
almeno nna TO»a In due getti d'una monata è J - ; in generale
___  . 2” —\ 4

2«essa è.

4. — Le probabilità di ottenere i punti 12, 11, 10, 9, 8, 7 g&~
tando due dadi sono rispettivamente:

1
36

1
18

1
12

5
36

5.
Con sei dadi, a probabilità di ottenere con un sol

tratto  il  colpo  1,  2,  3,  4,  5,  6  è  data  da  — .
5 !

O* — La probabilità d’ottenere con un dado n volte di se-
guito uno stesso punto è ^ come pure quella di ottenere

con due dadi n volte dì seguito il punto 7, o con tre dadi n
volte di seguito il punto 5, o con 6 dadi n volte di seguito ilpunto 7.

r>‘ — Gettando n dadi a caso, si  hanno tante p r o b a b i l i t à di
ottenere un totale di punti superiore a 7n 4- 3 qu ante se ne
hanno di ottenerne uno che sia inferiore.
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8. — La probabilità d’un avvenimento è a. In p prove, la
probabilità che esso sì produca q volte, in un determinato or-
dine è :

quella che si produca q volte in un ordine qualsiasi è :

A = c v , r - « a
quella che si produca almeno q volte é :

e quella che si produca almeno una volta è :

» . - La probabilità di ottenere una unica volta un punto
dato con n getti  di  un dado è  :

40. - Si hanno k biglietti d’ una lotteria che ne com-
prende p ; ciascuna estrazione è di q biglietti. La proba i ì a
che ne sortano r  è  :

Certe espressioni algebriche o aritmetiche si riducono ta-
lora a forma semplicissima ; la complicazione delle forinole
nelle quali figurano non è quindi che apparente. Non è però
sempre facile vedere la possibilità della semplificazione. Cosi ad
esempio per queste espressioni :

a = y.t (t — a)P ’ i

1-(1 - x ) P

5 n' l n
6M

C

Semplificazioni.

che  entrambe  si  riducono  a \/ 3  .
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Paradossi algebrici, aritmetici, eoe.

Si perviene al paradossale, all'assurdo, quando nel ragiona-
mento si omette di tener calcolo di qualche elemento, condi-
zione, particolare, ecc. che nasconde la propria importanza,
sotto Paspetto di cosa trascurabile.

L’algebra si presta assai bene a tranelli del genere. Ne in-
dicheremo alcuni, anche in altro campo che non sia l’algebrico,
rimandando al Capitolo Geometria per quelli geometrici,

i,  — Siano  due  numeri  uguali x  ed y. Si avrà :
xy = x t da cui xy ' —y * = x t — yt

ossia:
y (x - y) = (a? + y) ( x - y)

da cui:
y —x + y  ossia y —2y cioè 1 = 2

Il lato debole è tanto evidente che si potrebbe risparmiare
di accennarlo ; esso consiste nel fattore x  —y che, per essere
x = y, è uguale a zero.

Lasceremo in seguito al Lettore di trovare tali lati deboli-
Siano due numeri differenti a e b e  sia  c  la  loro  media

aritmetica. Si avrà:
a -f b — 2 c ed (a + b) (a — b) =  2c (a —b)

ossia :
(a* — 6‘ )  = 2ac-2bc a*- 2 ac= b* — 2 he

da cui:
a *  —  2  a c  - f  c *  =  6 *  — 2 6 c  - f  c *

ossia :
(a — c,* = (b —c>% d’onde a — b

Dunque tutti i numeri sono uguali !
3. - Abbiasi p identità 4 - io = 9 — 15 che si può mettere

sotto questa forma :

Estraendo la radice quadrata dai due membri dell’ ugua
glianza si ha ;

ossia 2 = 3

Risultato assurdo, al quale si perviene per avere ommesso i
doppio segno nella estrazione della radice quadrata.
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4. — Siano a  ,  b ,  e d , e i lati omologhi di due triangoli
simili. Si ha:

a: d = b : e a e — b d
Moltiplicando ambi i membri per (a  —  d)  e sviluppando :

a* e — a e d = a b d — bd*
a*e — a b d — a e d — b d*

a (a e — b d ) = d ( a e — bd) a — d!
La spiegazione dell’assurdo cui si perviene è facile. Essendo

a e = b d ,  si  ha :
a e ~ b  d — 0 e quindi a * 0 = d • 0

5. — Sia a = |- b; moltiplichiamo ambo i termini dell’equa-

zione per 4 ; avremo 4a = 6b che possiamo mettere sotto altra
forma, per esempio ;

14 a —10 a = 21 b —15 b da cui 5 ( 3 — 2a) = 7(3b — 2a)
e dividendo tutto per 3 6 — 2 a si ha infine 5 = 7......

#• — Dimostrare che 9 = 5. La differenza 56 fra 9* e t* si può
esprimere sotto questa forma :

9* — 5* = 2- 7*9 — 2 *7 *5
che può scriversi cosi:

9 *-2 * 9 • 7 = 5* — 2 * 5 • 7
Aggiungiamo ad ambi i membri 7*:

9* - 2 • 9 • 7 + 7* = 5* - 2 • 5 • 7 +- 7*
ossia :

(9 - I f  = (5 - 7)1 da cui 9 — 7= 5 — 7
punque  9  =  5  •  •  •  •  C.  £>.  D .'

TI»  —  Se  a  è  diverso  da b,  x  —  a  è  pure  diverso  da  a? b
e (a —-a)* diverso da (x  — b)*, per cui l’equazione:

(x  — «>* = (x — b)* t*)
sembra impossibile. Cionondimenoy effettuando i quadrati si ha.

as» — 2ax a* ~ x* — 2bx + b*

x  = (ot + b)

da cui:
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Spiegazione. — Sostituendo nell’equazione (l), per x  il valore
WotA a + btrovato si ottiene :

(b — a)* —{a — bf ossia [ —{a — b)]* = (a — b)1

3 a - 4 b

8. — Sia l ’equazione:
3 a; — 6

3 aj — 5 b 3 a - 8 i )
Queste frazioni sono evidentemente diverse dall’unità. Non-

dimeno sottraendole termine a termine si trova che ciascuna
di esse è uguale a:

3 « - 3 a  +  3 6
ì x ~ ì a  +  i b ~ ì

Basta rilevare che questa identità è solo apparente, poiché
risolvendo l’equazione proposta si trova x — a — b e quindi :

$ x — 3 a  +  3 à  0
3 x  — 3a  + T 5  ~  T T  e  n o n  ~  1

» . — Si ha evidentemente (— 1)> = 1 ; da cui, prendendo i lo-garitmi :

2 log. ( - l) = log. l = o log. (— 1) = 0
~ i ~ e dunque — 1  = 1 . . . . ' .

Si può pervenire allo stesso risultato in quest’altro modo. Sia
a? una quantità che soddisfi all’equazione ex = — 1. innal-
ziamo a quadrato -.

ed

e<i

* x ~ i  da cui 2aj = 0 x  = 0

ex ~ e° ma ex = — 1

e? = 1 dunque — 1 = 1
40. — Siano a e 6 due numeri e c la loro differenza :

a  —  b — c
Moltiplicando ambi i membri dell’ uguaglianza per (a •avremo :

a' — 2ab -J-b’ — ca — cb
che può scriversi:

a (a — b — c) = b (a — b — c)
d" cui a = ò. Dunque tutti i numeri sono uguali!
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li.	— Abbiamo che :

log. (1 + x ) = x  — -y- x *+  -  j - --------

Se x =  1 la serie risultante è convergente ed allora abbiamo :

1  1  t  ,  l  1 , 1
io g .2 -1 — |- + - r - T + x - T + T

da cui :
2 1 2 1 , 2 1 .

j io g.s - ! - i  + -r _ T + - r - T + T — r + - - - -

Raggruppiamo i termini dello stesso denominatore e sem-
plifichiamo :

r + T - T + 4 - ------------ log-2
dunque 2=1.

i » . — L’identità v/— 1 = s i— 1 si può mettere sotto la forma:

v ¥ = y i t
da cui:

\ / ~ ì  \/T

_ _  A  v / - i

e ( \/ — l)  = (  ;/ 1 )  vale a dire — 1 = 1.

13.  — Abbiamo l’uguaglianza v / “ X V ^ à = \Jab , analoga-
mente:

v/— 1	 x v / - i 	= 	 v / ( - n ( - n
ossia :

( v / - l ) = A dunque — 1 = 1

44. — Un’identità algebrica è vera qualunque siano ì sim-
boli che vi figurano. Ora noi abbiamo un’ identità:

\Jx  —  y  =  i \ f y —x  (l)

nella quale i rappresenta 4- yj — 1 oppure — \J — 1. Ma una
identità in x  ed y è vera qualunque siano i numeri rappre-
sentati da a; e da y. Poniamo:

x  =  a  y = 6 ; \/a — b — i\/b — a (2)
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Facciamo oro:

x ~  b  y = a ; \/b — b = i\/a— b (3)

Poiché la (1) è un’identità ne segue che nelle (2) e (3) il sim-
bolo i deve essere lo stesso, ossia, che esso rappresenta nei
due casi:

- t V - l  o  - V ^ - ì
Per conseguenza dalle (2) e 13) deduciamo:

\/a~ bX\/b - a=* i* \/b - a X V a - b
ossia :

i = i* 1== - i
t5. — Quando il prodotto dì due numeri è uguale al pro-

dotto di altri due numeri, i quattro numeri costituiscono una
proporzione e se il primo termine di essa è maggiore del se-
condo, il terzo termine sarà parimente maggiore del quarto.

Cosi da a d = b c si deduce :
a__ c
b  ~  d

e se si ha <x > b si  avrà  pure  e  > d. Poniamo ora :
a  =  d ~  i  e b — c = — 1

avremo pure quattro numeri che soddisfano alla relazione
a d — fece tali  che a > fe ; si dovrebbe dunque avere c > d
ossia — 1 > 1, il che è assurdo.

16. — Consideriamo la ben nota formolo trigonometrica:
sen* x  4- cos* x  = 1

dalla quale
cos* x =  l — sen* x

3Innalziamo alla potenza

(cos* x ) ‘t — (1 sen* ss)8'*
ossia

[(cos* xf'*Y = cos3x 	— (1 — sen* a?)*»
Aggiungiamo 3 ad umbi i membri :

cos* x  f 3 = (1 — sen* x)3l* -f 3
Moltiplichiamo per 2 :

2 (cos* ® + 3 )* 2 [ ( l - sen* xfU + 3 ] (A)
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Se supponiamo x  = ir, si avrà :

2 (cos* 7r + 3 )= »2 [(l — sen* 71)’/» + 3 ] (S )

Ora, cos ~ = — 1 ; cos* 7r == — 1 ; sen ir = o ; sen* ir = o, quindi
l’equazione (B) diventa :

viene a risultati esatti.
Dove sta dunque l’errore? In questo, che nell’equazione (B)'.

per cui la (B) diviene :

2 ( - l + 3 ) « 2 ( ±  1  f  3)

ossia si hanno due soluzioni, una falsa, da scartarsi (4= 8) e
l’altra esatta cioè 2 X 2 = 2 X 2.

Come si vede il neo del calcolo algebrico era anche qui ab-
bastanza visibile.

l'S* — Lanciando in aria tre monete la probabilità che esse
/  1  \*  1

cadano tutte e tre di testa è evidentemente 1 - y j = - y ; come

pure che esse cadano tutte e tre dal lato croce.
Quindi la probabilità che le tre monete cadano tutte nella

stessa maniera, cioè tutte e tre testa o tutte e tre croce è y *

Ma fra le tre monete cosi lanciate, due almeno cadono nella
stessa maniera. Ora la probabilità che la terza cada di testa è

~2~, ed y - è pure la probabilità che essa cada di croce. Quindi

la probabilità di vederla cadere come le due prime è rappre-

sentata da -y . Parrebbe quindi risultare da ciò che la proba-

bilità che le tre monete cadano tutte in uha stessa maniera

sia data da -y e non da

2 . (- i - f  3)  =  2 [ (t - o ) '/ « - f3 ]

cioè

ossia 2X2 = 2 ( i - f 3)

4  =  8 ...............

Se diamo ad x, nella formola (A), i valori y-, y - , y si P «r_



t$. — Dividendo i per 1 + ® si trova la serie :

1  —  * | i '  —  a?»  +  •  •  •  ••

Ponendo x — 1 si ha :

* - i - l  +  1 _ 1  +  1 . 1  +  . . . .

ma aggruppando per due i termini del secondo membro si ha
zero per risultato ; dunque..........~i_ = o.

Daniele Bernouilli ha cercato di provare con un ragiona*
mento metafisico basato sulla natura stessa della serie di cui

si tratta, che il suo valore è Eccolo in sunto: la somma

dei termini della serie 1 — 1 + i — i - f - i _- - - - è uguale a zero
o all’unità secondo che il numero dei termini considerati è
pari o dispari ; ora, l’infinito non essendo pari nè dispari ne
segue che non v’ é maggior ragione perchè la somma della
serie  infinita  sia  zero  od  i  e  quindi,  secondo  le  regole  del  cal-
colo delle probabilità dovrà essere :

J + 0  J _
2  ‘

ossia

i » . — Dall’equazione esatta :

innalzando alla potenza \/ — 1 si  d ed u ce  l’ e q ua zione  assurc

27T , —4tte	 ~ ' — e
Ma occorre osservare quanto segue. Per definizione:

7r \ /  ì __ cog 2k  ir 4. s j — 1sen 2 te ir = 1

Abbiamo dunque digià che ciascuno dei due nembri di
equazione (A) rappresenta l’unità (1).

(b t t . Valli*. Dea formes imaginaires ; leur tuterprétatlon en abstralt eooncret. Paris • Gauthier • ViUars, 1869.
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D’altro lato l’ espressione ( potenza\/ — l)non avendo alcun
senso a priori, ammetteremo che :

(e 2 / c * / ^ i)\ / - t  =  i  V/-1

e ci basterà definire quest'ultimo simbolo. Ora, se si pone :

si ha in generale (1):

l y = \J -  \ i 0) = - 1 • 2 te' * V - 1 = — z k' *

.dunque ;

^ e - 2fe,7t

o in altri termini. La potenza \/ — ̂  dell’espressione :

,2ki tv  —t

ha un’ inftnità di valori reali, disuguali e costituenti una
gressione per quoziente- In particolare innalzando a a po

indicata con \/ — l le due espressioni (A) uguali ciasca"®
unità, si riproduce due volte tale progressione. Ma a

k\/ —

non si può concludere che sia :

c _ 2 „  =  e - l *

ao. - Se si elimina 9 fra le due equazioni:

y = (x — a) tang 9 y = — ( x — a.) cot 9

moltiplicandole membro a membro, si trova.
y» 4. {x - a)’ = 0

(1 )

(2)

0)  V.  « Couvs	 d'Artalyse » di Sturm.
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Ma  se  si  scrivono  le  equazioni  (1) cosi:

x sen 8 — y eoa 6 — a sen 0 a%eos 0 -f y sen 9 = a sos»
e si fa la somma dei quadrati si ottiene :

so* + y* = a* (<) !

Anf*^azione. — Le equazioni (i) rappresentano, quando 9 varie,
n , e e re^tangoiari mobili intorno "al punto (a , 0). Se si resta

j  de* rea ê ^ luogo dell’ intersezione di queste due
i ri uce al punto (a , 0). Ma ciascuna delle rette isotrope

essendfTr?Ìen ê,^ n^0lare ± v / - 0 condotte pel punto (a,0)
luoco f»n̂ e-Ten<!1C0̂ are a sa raedesima, si può anche dire cheli
Drespntnfrt'r^in40 8i comPone dell’insieme di queste rette rap-presentato dall’equazione (2).

nano^m^mKl28110 & qu8drato Ie equazioni (3) e le si addizio-
m ed fona membro> si combinano due rette parallele
Z  e n’ c o n a t i 6 P6r * punti <«. <0 e ( - « . 0) con due rette
mente Dernend- ?6r gli 8tessi Punti in direzioni rispettiva-

w T .  a-‘e  reUe  m  ed  *•  Le  " * * •  « '  ’  coraev ie rette n ed m> si segano sul cerchio (4).

d'  u ^ hT isse ^h ^  Ìl  lU°9°  del  Punto  medio P d'una c o r d a i
Le equazioni^den»^ ° * ? ta dal centro 0 *ott° angolo retto.

essendo : la C° r<ìa M N  e * * diametro coniugato OP

y — m so - f n
’ *  a* m

e la con d iz ion e che l ’a n go lo M O N  s ia r e t to esp rim endos i  con
l ’u gu a g lian za  :

n*  (a 1  +■ L*) =  a » b* ( t 4 - m*) (2)

l ’ equ az ione  d e l  lu o go P  s i o tt ien e e lim inan d o m  ed n  fra *e
re la z io n i  (1)  e  (2 ). S i tro va :

(a* 4 l *  (a* y* 4 - 6 *  a » )  «  a* b* (a* y* 4 b* * * )  (3>

II  lu ogo  passe rebbe  dunque  p e r  l ’ o r ig in e  d e lle  coord inate»
oppure l ’equ azio ne (g)  co n terreb b e un fa tto re estraneo ..

Spiegazione: —  L ’o r ig in e  è  un p u n to iso la to  d e lla  cu rva.  In-
fa tti,  la  co n d iz ion e  d i  p erp en d ico la rità  i 4  m m ' — 0  è  ve r ift 'ca ta  p er :

•.  m '  = 4-v/ — t  e  p e r m = m '  =  — s j

b»
(0

m  •
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Risulta da ciò che le rette M N , O M  , 0 N  possono confon-
dersi  in  una  sola  avente  per  equazione:

y = x \/ —  1  o y = — — 1

0 è il  punto medio d’una tale corda.
La stessa difficoltà si presenta quando si cerca la pedale del

centro 0 d’ un’ ellisse. Questo punto è un punto isolato della
podaria ; esso corrisponde agli assintoli immaginarli uscenti
dal centro.

Una dimostrazione teologica.
È del P. Gratry. Egli pretendeva dimostrare matematica-

mente che Dio, ossia l’ infinito, può creare qualche cosa da
A

nulla, ossia dallo zero Infatti, egli diceva, - y è il simbolo ma-

tematico dell’ infinito; moltiplicandolo per zero si ha ~y che è

il simbolo dell’intederminazione, ossia che rappresenta un va-
lore qualunque. .

Senonchè il P. Enfontin, pur trovando ingegnosa assai la di-
mostrazione faceva rilevare come il P. Gratry concludesse con
essa appunto al contrario di quanto si era proposto di irr̂ °~

strare, poiché ammetteva che per creare qualche cosa ^ossia ^ j

con zero, Dio dovesse già essere in possesso di A ossia d una
quantità determinata.

L ’equazione di 2° grado risolta aritmeticamente.

Un numero N  è una somma che può essere divisa, in y modi,
(N\*

in due numeri il cui prodotto varia da N  — i ad ^-yj ‘ *̂0Slc"

°hè si ha: differenzi

t  +(AT—  i )=  JV  i X ( A T - l ) = l  JV-1  i  iV_ 3

2  +  ( A f - 2 ) = v V  2 X ( ^ - 2 ) = 2 W - 4 j  ^

3 + ( i V - 3 ) = iV 3 X ( A ^ - 3 )  =  3  ò f - 9  j

r -  5



N
2 +

N
2 = TV N

2
In  q u e s to  p r o s p e t t o  p o s s ia m o  n o t a r e  d u e  c o s e :

sivì è n ,?  C°  o n n a  <*.e ^ e  d if fe r e n z e  d e i  d iv e r s i  p r o d o t t i  sucees-
d iv e r s i  r?  P ro 5 e s s io n e  a r i t m e t i c a  d i  r a g io n e  2 ;  d im od oc hé  i

1 d e r i v a n 0  d a l la  q u a n t i t à > - l  a ll a  quale  si
m e t ic a  s u c c e s s iv a r a e n te  i  t e r m i n i  d ’ u n a  p ro g re s s io n e  arit-

r<,gi0"e *• Che “ »

la differ'enzaI+ l'd U T T ,'11' Aì tale Pr°8r« “ to“ « rappresenta
s p o n d e n t i.  Co ^ i  :  d  f a t t ° n  C h e  c o m P ° n g ° n °  i  p r o d o t t i  c o m -

p a s s ia m o

AT — 3 = (Af — 2) — 2, + l
iV— 5 = { N — 3) — 3,4-1
N - 7 = (A r - 4 ) - 4 , + i

ora a risolvere il problema seguente :

P r o b le m a ,  — Trovare due numeri la cui gomma sia 100 eprodotto 2211.

Con l’algebra noi abbiamo subito l’equazione :

x* — 100  a ;  +  2211  =  0 x> = 33 x"  =  «

Aritmeticamente, invece, cominciamo col costruire lo 9Pe'chietto di cui sopra :

differenze
1 4- 99 = 100 1 X 99 = 99 i

972 -f 98 = 100 2 X 98 = 196 ’
} 953 -f 97 = 100 3 X 97 = 291 I

| 93
Il prodotto 2211 sarà nella colonna dei prodotti e la differem

cercata si trova al livello corrispondente nelle differenze. S*
condo la prima osservazione, fatta sopra, sì ha :

2211 = 99 + 97 + 95 + ____ .
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11 quoziente 2211 per 99 sarà un limite inferiore del numero
di termini della progressione decrescente che, nel loro Insieme,
costituiscono il numero 2211 :

2211 = 22 X 99 + 33 di resto

Ma, eccettuato il primo termine 99 che è esatto, ciascuno
degli altri 21 termini è rispettivamente minore di 2, 4, 6 — 42
unità, che aggiunte le une alle altre, e a 33 di resto, danno :

33 +  J L t iL  x 21 = 495

Queste 495 unità ci forniscono un certo numero di altri ter-
mini della serie a partire dal 23m0, che è 55.

Dividiamo parimente 495 per 65 :

55  S

Il primo termine 55 essendo il solo esatto rimangono :

2-f4  +  6 + ........... +16

unità da sottrarre sugli altri 8 termini :

2 + 16 X 8 = 72

Queste 72 unità ci forniranno altri termini della serie a par-
tire dal 32m0 che è 37. Ora 72 ci fornisce appunto i due ultimi
termini 37 e 35, poiché 37 + 35 = 72. Il termine cercato è dunque
~ 35, cioè secondo la 2" osservazione fatta sopra, la differenza
dei due numeri, + 1. La differenza dei due numeri essendo 34
e la loro somma 100, 134 è due volte maggiore e 66 é  due  volte
minore.  Due radici  cercate sono dunque 33 e 67.

Altra soluzione. — Se i duè numeri fossero uguali a 50, la
loro somma sarebbe 100 e il loro prodotto 2500. Il prodotto dato
essendo 2211, la differenze 289 rappresenta il quadrato della dif-
ferenza in più od in meno fra il numero 50 e quelli cercati.

La soluzione sarà quindi :
= S67989= 50 ± 1 7

Soluzione questa assai più breve della precedente.

16 — Gukhsv. — tfa tem . c iilett.
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CO

Soluzione grafica delle equazioni.

S ia / ( « ) =  o  un’ eq u az ion e  a lg e b r ic a .  S ian o .

9 (® >y )  = 0  = Q

m !f «-6qi iaZÌOnì ta li c l ie i ’ e<l u az io n e a l le asc isse dei punti c
1 ®  e, ^ Uf v e  c *)e  e8se  d e fin is co no  sia  p rec is am en te f { x )=  -

c  C  f*8  P°®s^ ^ e i  ad  o g n i  p u n to  re a le  com une  alle  du
^  co rr isp o n d e rà  una  r a d ic e  r e a le  d e l l’ equazion

aeenrioi.  t  r e c ip ro ca  non  è  n eces sa r ia m en te  vera .  Può  infatl
in d ic a n d o  con  a  una  ra d ic e  r ea le  d e ll’ equazion

p reced en te ) le ra d ic i com u n i a lle eq u a z ion i :

? (a »V t= 0 <\>{a,y) = 0

zione rea^’ dimodoché ad una radice reale dell'eqtu

« C t a re .,,, com S“ n e T u T cO T ,rr ‘ °+!min“ el" 0ri0<a' " Bl

a<f es^^ m nrf/ f6116 Ìn modo <Jueste due curve che ogni punt
reale ; il calcolo % a.̂ ente aspissa reale, sia necessariament
f (&)  == 0 si riduce irw ^ radici reali dell’ equazione proposti
«He due curve <p ^ & C8S° alla costruzione dei punti comun

Supponendo veriflr*flfA ifl . ..
le due curve o , ^ condlzl°ni accennate, e costrutti
minata)si misureranno cn ^t«iPeF Umta una iunshezza deter
comuni alle due curvo o ” ta e uruta 1® ascisse dei punti reai
radici dell’equazione propoli “ u ° ? l0rì numerìci ^
cernente questa equazione 1 ’ 1 °he 81 dice rÌ3oloere 9raf l

Passiamo ora ad alcuni esempii.

E q u a zio n e  d i  secon do  grad o.

*• — Se nell’equazione :

freniamo: * ’ + P * + q = 0

V -  « *  s i  ha y-\rpx + q = ù
Non si ha dunque che da trovare i punti comuni ad un

rabola di secondo grado e ad una retta.
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Esempio. — Sia l’equazione data :

— 1~ = 0

Costrutta la parabola y = x* (con OH = t) e tracciata la retta

y 4 -p » + g = 0
ossia:

y + ~ a 5 - Ì -  =  0 ( o P — 3 OR = -1~)

3
VU  =  x x = 1 T S= &t— 2

Come è ben noto i punti U ed S si possono ottenere senza
tracciare la conica.
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2. — Le radici dell’equazione data sono le ascisse dei punti
d’ intersezione (flg. 130) dell’asse x  col cerchio B F Q avente
per equazione :

x t + y t  +  p x - \ - q =Q

circolo che si può sempre costruire (flg. 130) ; quindi il pro-
blema è ridotto a trovare le intersezioni d’ una retta con un
circolo.

3. — Rendiamo omogenea l’equazione generale, introdu-
cendovi la linea r considerata come unità :

x* ± p x = q r*

E, mettendo i segni in evidenza :

jc* ± p x  =  ± k*

indicando con k una media proporzionale fra r e il valore as-
soluto di q. Abbiansi ora a costruire le radici dell’ equazione :

x 1 -f p x — k*

Prendiamo su di una retta, un segmento E F = p  e descri-
viamo su di esso, come diametro, un cerchio ; conduciamo in

E la tangente EG  = te e conduciamo la G L per il centro O-
Le pue radici dell’ equazione saranno rappresentate da G H &
da - GL. Siccome l’equazione :

x i — p x = kt
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non differisce dalia precedente che per il segno, le sue radici
saranno G L e  —G li. L’equazione :

a?1 - p x  = — k*

si può mettere sotto questa forma :

x {p  —x ) = K1

Descriviamo sulla retta E F —p come diametro, una semi-
circonferenza. Conduciamo in E  la tangente E G== k\ condu-
ciamo G R parallela ad E F  e abbassiamo, dai punti H nei

M

quali essa sega la semi-circonferenza, la perpendico a
diametro E F. Le radici cercate saranno E L e  •  ,

Affinchè le radici siano reali occorre che a
semi-circonferenza, cioè :

- PhiS O M  ossia ^ = 2

come è d’altronde noto analiticamente.
. . nnft circonferenza (ng. >.>■»/4.  - Metodo di Steiner. - Ad. un̂  oste in 0 e T.

di raggio F T =  1 si conducano due tanDei
basendo ••

x*  —  p x \ q  =  0

1 equazione proposta, si portino (tenendo conto del segno) :

T A/ = £
P

O N = 3_
P
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La M S  sega il circolo in P  e Q che, proiettati da T forni-
scono in O R ed 0 S i valori delle radici dell’equazione data,
col relativo segno.

La fìg. 129 si riferisce al caso dell’equazione :

a?1 — 3 + 2 quindi
_4____4_ q =  2
p  ~  3 p 3

= 0 S = 2 a?t = O fl = 1

Quando q è negativo le due radici sono reali e di segno
opposto ; infatti 7" Af ed O N  risultando in questo caso di segno
opposto, la M N  è necessariamente segante del circolo, ecc.

Se q è positivo, T M  e O N  hanno segni uguali e in tal c&80_
la M N  può riuscire segante del circolo (due radici reali,

ugual segno); tangente ^una  sola  r a d i c e esterna (nes-

suna radice reale) (i).

Equazioni di 2° grado.
Soluzione ool regolo calcolatore. — La somma delle radici

dell’equazione generale di 2® grado:
± ca ± d = O

è  uguale  a  — c,  e  il  loro  prodotto  è  uguale  a d. Da ciò questa
regola :

(l) Vedasi 1» dimostraslone geometrica di A. Pa do a  nel Bollettino di Mate-
matica. Anno n i (1904} n. 1, e quella analitica neUe « Questioni riguardanti
Geometria dementare » di V. KMHiqBEs, pag. 406.
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1» Se il terzo termine dell’equazione è positivo :
Mettere il corsoio sulla divisione d di  R  (essendo  R  ed  r  le

divisioni superiori del regolo e della parte scorrevole); poi
spingere  r  sino  a  che  la  somma  di y, numero  letto  su  R  di
contro alla divisione 1 di r, e di z, numero letto su r  di fronte
al corsoio, sia uguale a c. Le radici dell’equazione sono allora
y e z; tutte e due sono di egual segno, opposto al segno del
secondo termine. Cosi nella posizione della figura, il regolo dà

... le soluzioni di :

x* + 9x  20 = 0 (radici : — 4 e — 5)

a?’ - 9x +  20 = 0 (radici : + 4 e + 5)

Fig. 134.

2° Se il terzo termine è negativo :
Mettere il corsoio sulla divisione d di R ; poi spingere r fino

a che la differenza tra p, numero letto su R, di contro alla
divisione 1 di r, e z, numero letto su r di contro al corsoio,
sia uguale a c. Le radici dell’equazione sono y  e z. Esse sono
di segni contrarii e la maggiore è di segno contrario a quello
del secondo termine dell’equazione.

La posizione della figura corrisponde alle soluzioni di:

x*  x — 20 = 0 (radici : + 4 e — 5)

x * — x —  20 = 0 (radici : — 4 e + 5)

Equazione di terzo grado. — Abbiasi l’equazione :

x , + p x + q = 0

i. — Le radici reali dell’equazione sono le ascisse dei punti
reali comuni alla parabola cubica y  =  & e alla retta:

y + p x + q = 0
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Prendiamo, per esempio, l’equazione ;

x* — 5̂
3

_ avremo a? = y

V — 3 X —
2
3 = 0

(1)

(2)

La retta (2), ossia m, sega la cubica (1) in tre punti, epperò
l’equazione proposta ammette tre radici reali.

*• — Possiamo cercare i punti comuni alla parabola di se-
condo grado y = a?a e all’ iperbola equilatera:

x y + p x  +  q  —  Q
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3. — Cominciamo dal considerare l’equazione:

x* + p x* q x = 0

Ponendo y — x* si ottiene :

y, + Pi/4-ga? = o

Queste equazioni sono quelle di due parabole delle quali si
dovrebbero trovare i punti d’ intersezione. Ma essendo i loro
assi rettangolari, i loro punti comuni sono sul circolo che ha
per equazione:

il che riduce il problema a trovare le intersezioni d un circolo
con una parabola, escludendo l’origine.

4. - Sia tracciata su un foglio di carta trasparente qua-
drellata la parabola j/1 = x  (ossia o a?, oy)\ sopra un sec
foglio siasi disegnata una serie d’ iperboli equilatere av®” !
stessi assùntoti o> x ] ,  o’  yì e corrispondenti a valori su ^
temente approssimati dalla potenza (equazione x '  y — P>
variabile). .

Se si trasporta il primo foglio sul secondo in n ôdo ® .
assi o> x ' ,  o’  y< siano paralleli ad o x  ,  o y e passino P P
o” («, £> del primo foglio, l’equazione di una delle pe
ferita agli assi o x , o y sarà :

(ai  —  a) [y  — j3)  =  p

® le ordinate dei punti nei quali questa curva incontra la pa
rabola sono radici dell’equazione:

o
<y* ~  «) iy — (3) = p

ossìa :

y*	—	P	y * x y 	 —	p 	 ~ 	 0

Q uesta  p u ò  e s se re  re s a  i d e n -
tica  ad  u n a  d a t a ;

y % + A y *  + B y  - f C = 0
fac endo  :

$ = ~  A  « = ~ S

P = = »i3 -C Fig. 136.



- 250 -

e». — Il sistema articolato rappresentato nella fìg. 133, do-
vuto a Sylvester, fornisce le relazioni:

AB — a*
OA B C -

ci*
OB

A D —
b*

AC

dalle quali si deduce :

b* • OA* + a* (a* — b5) OA  =  a4  • 0~D

Equazione di quarto grado.

i. — Sia l’equazione:

z*-\ -px%-\-qx + r — 0

Poniamo y — x\ l’ equazione diventa:

ŷ  +  py  +  q s o + r^ O

che si può mettere sotto questa forma :

+ y, + ( p - i ) y + ? * + r = o

che è l’equazione d’un circolo, del quale basterà trovare le
intersezioni con la parabola di secondo grado y —

Etempio. Abbiasi l’equazione .

a;* —x* + x  — 2 = 0

Se ne otterranno le radici reali come acuisse delle interse-
zioni R , S della parabola (fìg. 135) :

y — ìc 1

col circolo :

#* + y* — 2y + x  — 2 = 0 (2)

» . — Nel caso generale, sia l’equazione :

x * A n x t -[-px t + qa>-\-r~ 0

Ponendo x* = y 4- a x  avremo :

= 0y* + (2a -f n) x y +
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Si è cosi condotti a prendere a = — per cui si debbono

trovare i punti comuni alla parabola :

a fl= :y~~ -a3

e al circolo •.

Esempio. Sia l’equazione data

x* — 4a)s + 5 w i -f-a} —  2  =  0

Le radici reali saranno le ascisse dei punti d’ intersezione
E, G (flg. 132) della parabola:

x* = y + 2 x  (3!

col circolo:
sf l+y' + a5 -2  =  0 W

Equazioni numeriche ad una incognita, di qualsiasi grado.

Sia:
a xm  +  b x m~ l + c x m~ i + .......... + g a + k = b

un'equazione di grado m nella quale le lettere a ,  b,  c  • •  •  •
rappresentano coefficienti numerici (flg. 137).

ba un punto 0 preso ad arbitrio, prendiamo, verso sinistra
ad esempio, una lunghezza OA = a che servirà come unità.
Perpendicolarmente ad OA portiamo  da  A  in B una lunghezza
AB = b andando verso sinistra se b è dello stesso segno di a,
o verso destra se è di segno contrario. Perpendicolarmente ad
•dB portiamo da B in C una lunghezza BC = c andando verso
sinistra se c è dello stesso segno di b e verso destra se è di
segno contrario. Facciamo la stessa costruzione per tutti i coef-
ficienti d t  e,  f ........... p . fc e arriveremo infine ad un ultimo
Punto K dopo aver tracciato un contorno poligonale rettango-
l e O AB C  • • • • G K  i cui lati sono in numero m + 1, uguale
a quello dei termini dell’equazione proposta.

Ciò fatto, se si può passare dal punto O al punto K  seguendo
un altro contorno poligonale rettangolare O  A'  B1  C ' ........... G'
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di m lati solamente, i cui vertici consecutivi poggino rispetti-
vamente in A ', B', C »........... sui lati A B , BC, C D ........... del
contorno primitivo, il numero che esprime la lunghezza AA1
è una, radice dell’equazione.

Quante  volte  differenti  si  potrà  andare  cosi  da  O  in K, pas-
sando per dei punti A ' , A " , A ' " ............situati sul lato AB,
altrettante volte si avranno delle radici reali dell’equazione,
rappresentate dalle lunghezze A A ', A A " , A A '"  ■ • • - espresse
in numeri.

Quanto ai segni di tali radici, esse saranno positive se i
punti A>,  A ” ,  A ' " ........... cadono a destra di OA (andando da
O verso A), e saranno negativi se tali punti si trovano a sini-
stra di OA.

Esempio. Sia:
* 3 — 6 35* - f l i a? — 6 = 0

l'equazione da risolvere. Si farà nel modo indicato, la costru-
zione del contorno poligonale rettangolare di quattro lati
O  A B C  K. Si può allora andare da O in K  seguendo i tre per-

B B' B" Bw___ C

corsi rettangolari, di tre lati ciascuno, OA' B'  K ,  OA" 8”
OA1" B*« K. I tre segmenti rettilinei AA', AA", AA 1"  rappresen-
tano le tre radici dell’equazione e siccome esse sono réspettiva-
mente uguali  ad OA, a 2 OA, a 3 OA, e  situate a destra di OA,
saranno :

4- i 4-2 4-3
Uno strumento speciale venne inventato dal Capitano au-

striaco LUI per supplire al tracciamento grafico delia figura»
ma non è qui luogo da descriverlo.
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Metodi fisici per la soluzione

dei sistemi di equazioni algebriche.

Metodo idrostatico di A. Demanet. — Questo metodo è adotto
alla soluzione delle equazioni di terzo grado, della forma:

x* ± x = c

nella quale c indica una costante positiva data. Esso è basato
sull’uso di vasi comunicanti di forma convenientemente sta-

bilita. Se s’ introduce un volume determinato di liqui o in  u
di tali vasi comunicanti, l ’altezza comune del liqui o nei
vasi fornisce il valore della radice cercata.

Per risolvere l’equazione :

x 3  x  = e

si prendono come vasi comunicanti un con° di'base r
(ad asse verticale, col vertice in basso) il cui gS
e l’altezza a siano nel rapporto:

e un cilindro di base uguale ad un centimetro quadrato. Se si
versano c centimetri cubici di liquido in uno dei due vasi co-
municanti il liquido s’ innalza ad una medesima altezza h in
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ciascuno dei due vasi ; il volume di liquido contenuto nel va»
conico è allora uguale ad h*, quello contenuto nel vaso cilin-
drico  è  uguale  ad h ; si ha dunque :

h* 4- à = e
L’altezza h, che si può misurare, fornirò dunque una ràdica

® = h dell’equazione :
oj® -f oe — c

Per risolvere l’equazione:
afi — so = .  c

8’ introduce nello stesso vaso conico isolato un solido cilindrico
di  un centimetro quadrato di  base,  in modo che il vo lum e ver-
sato c sia la differenza del volume ha del liquido che contef*
rebbe il cono se il pezzo cilindrico fosse isolato, e del volume
k del cilindro. L’altezza osservata h del liquido versato for*
nisce dunque una radice dell’equazione :

OC? — co = c
Questo procedimento può estendersi facilmente alle equa-

zioni trinomie qualunque, poiché esse possono mettersi sotto
la forma :

± = c
D altronde, mediante la sostituzione :

y — co \/~p

si può ridurre qualsiasi equazione ridotta del terzo grado:

y *± p y = *q
(nella quale p e q sono numeri positivi qualunque, dati) a^a
forma :

± £D*= C

11 metodo Demanet si complica però assai per le equ az ion i
a più di un p a ra m e t ro .

Bilancia idrostatica di G. Mealìn. — Con questo apparecchio
si può risolvere qualsiasi equazione della forma :

p a5m 4- q ®w  4 -.......... .... A

qualunque sia il numero finito dei termini del suo primo
membro.
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La bilancia di Meslin è costituita da un giogo al quale sono
appesi, mediante sbarre rigide ad esso articolate, dei corpi
solidi (M),  (N ) .........ad essi verticali, dei quali la forma e
le dimensioni sono tali, che i volumi immersi, quando li si im-
merge di x  unità di lunghezza in un liquido, siano proporzio-
nali ad x m,  x n • • • • Si fissano questi solidi (A f), (N ) •  •  •  •
a distanze dell’asse di rotazione rispettivamente proporzionali
ai valori assoluti (p ) , (q ) ......... dei coefficienti p , q ............
dell’equazione  data,  a  destra  o  a  sinistra  di  tale  asse  di  rota-

zione secondo il segno di tali coefficienti, e in modo che 1
punti di sospensione siano in uno stesso piano orizzontale
quando il giogo è in equilibrio.

Equilibrata la bilancia, si sospende alla distanza 1 dall asse
di  rotazione  del  giogo,  un peso  uguale  ad  (.A),  a  destra  a  si-
nistra di tale asse di rotazione secondo il segno di A- L* e(lu "
librio è rotto, ma lo si ristabilisce versando del liquido entro
a dei vasi comunicanti posti al disotto dei solidi {M ) , (Af ) •
Se h è l’altezza immersa quando l’equilibrio è ristabilito, le
spinte esercitate sui solidi (M ), (Af) • * • • e trasmesse al giogo,
sono rappresentate da h'n,  hn  •  ■ • • ; i loro momenti rispetto
all’asse di rotazione del giogo, sono dunque rispettivamente
uguali a p hm, q hn •  •  •  •  Poiché  si  ha  equilibrio,  la  somma
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•A^ispetto^iiì!16?1* mornenti ® uguale al momento A del pa#rispetto allo stesso asse ; si ha dunque :

p hm - f q h,n - f ................... a

una radice ìmmersa che è facile misurare, fornisce
Se do™? h dell’e«iaazione considerata,

versa una min?6 C° Sl trovata una soluzione dell’equazione, sì
. 01r (r ; f „ r ntit? ,dj nei vasi posti al disotto

8e si continua'a versar* è dapprima di8trutt0' m8'
bilito, l ’alt*?™ h, Sare flno a che esso 8ia nuovamente rista-
l’equazione e cn«i ™mersa fornisce una seconda radice del-

Perch èil’v !  seguito.
ad qUa n l Û ? imiuerso del solido (M ) sia proporzionale
un solido di rivol!?™6̂ 6 di x ' basta prendere per {M
equazione : zlone la cui curva meridiana abbia p"’

y % = eoo™— '
nelle quale il vai
lunghezza scelte. ° Fe ^ ° d*pende dalle unità di massa e

Al termine & deli’A
cilindro, al termine J*uazione considerata corrisponde cosi
e cosi via. Paraboloide, al termine ir3 un cobo

risolvere un’
non occorrono dumuuf^i?116 ridotta qualunque del terzo &<■'

b Paraboloide che c n ^  88 clIindro e un cono,
s ituito da un diedro a far?*00?6 81 termine a?* può essere a
d orizzontale. il cilindro n.! -P 886 la cui c°stola sia in basi

zio 8°h °  da una piramide essere istitu ito da un prisco
di 8 0 l i teJzo grado, ridotta ^Ulsa che Per risolvere un’equ

Altri profaC<*e piane- n° ’ SÌ PU8 far uso s° lamen

qualsia»? dovuti a d ^ X c h m t * n° n descriveremo per br<
S n  2 datT; a w v I , fStrarre Ie cadici, d’ordi.

sistema di n equazióni Uneìr  ^  (2> P™ la soluzioi

s to r io  elettrico  di  p t t  eCC'

cienti rea lf^ t ft21086 aleebrk?a d i^ r a d  ̂ reaIi od immag
una sol» ’ ate nurnericamente ado qualsiasi, a coefl

“ SOIa » ° T J ° a,tenute c«
oolcolì con un procedi

di

un
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mento dedotto dalla teoria dell’elettricità ed esposto da Felix
Lucas in una sua memoria all’ Accademia delle Scienze di Pa-
rigi nel 1888 (1).

Sia F(z) = 0 l'equazione data, di grado n. Ad arbitrio, fis-
siamo n -f-1 numeri reali disuguali ■■

, x3 •  Xn ♦ i

e poniamo :

f { z )  = (2 -  a ,) ( z  - a , ) ...............{ z  ~  J

Scomponendo la funzione razionale - in frazioni semplici

si può metterla sotto la forma ••

F(z) _
f(s) z — a, '  z — : +

+1

nella quale Jq sono tutti reali e determinati.
Seguiamo nel piano (P) delle variabili complesse z, assimi a

ad una lastra conduttrice circolare di raggio sufflcien eme
grande, i punti :

, ¥a ............?n* i

dell’asse reale avente per ascisse :

X,  , x t ............ ♦ i

Se si carica ciascuno di tali punti ? i  di una quantità di ^̂
tricità proporzionale al numero >, di medesimo in ’ nno
nodali delle linee equipotenziali tracciate nel piano
i p u n ti-ra d ic i dell’equazione considerata F  (z )  — • tio a

Beninteso che c a r ic a re  u n  p u n to  d ’u n a  q u a n ,  i  a3_
di e le t tr ic ità , significa, s c a r ic a re  q u e s to  p u n to
soluto  di  de tta q u a n t ità  d i  e le t t r ic i tà . conduttrice

Per tracciare le linee equipotenziali su qualsiasi, lo
(P ) basta rendere tangibile, con un p r o c e d e t e r m i n a r e
stato elettrico di tale lastra. Si può, peif es J ’ Kirehhoff (2)
tali linee col galvanometro applicando * Guébhard (3).
o disegnarle elettricamente col proc

(D  v.  Comptea  reudus.  Volume  107  fi®8»)  pa|.  ^ nata  i845)  pag.«7.
(2) V. Annaleu Phys. und Chemle. Vol"” ®eMv(olume i (annata 1882> pag. 205.
(3) Journal de Physque théor. et app u

17	 -  Gh r u .s u - .Afotem. diteti.
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T ^0f*teS8° ^ Cas feca notare (\) essere più comodo pm...
di erari unzione razionale intera di f?rado n-|-2 8ir"
,„i *? n ** ^ metodo elettromagnetico che corràpoadei
('osiihiìt 8 riesce particolarmente semplice. Su di una lastn
una «nnu ? Un di carta ben teso orizzontaìmente,oà»
snanria e lamina di vetro, si crea un campo magnetico*»
forza liniU 8 *88tr8 una fine limatura di ferro. Le linee i
per mas’net,*c° ai disegnano allora da per se stese
i punfi no ^ 8 limatur® di ferro. I punti-radice cercati so®

»• ̂ z a rrVgnJLzTnul™metÌC° '  ^ ^   ̂ SU"
vafuta*inn^CnÌO eIettpico immaginato da L. Knnn serve sii*

°ne de,Ie 8018 radici reali delie equazioni.

!f? ^ Zione el6ttnca delle equazioni
uso  del  ponte  di  Wheatstone.

Nella seduta detiUARussell e Wright L glUgno della Società Fisica di tonfi»
tutore le formale e ®8entarono un dispositivo elettrico per »•

« ^«Positivo spe c ilr^ T * ie 	eVu«™ n i.celia flg. Uo secondo ì t ?  P°nt« di Wheatstone rappresentato
Electrical World, dovuto al Wright per

G

mette di determinare, con una manipolazione semplicissi®8
tutte le radici reali d’ un’ equazione algebrica di grado qu»'
ìunque, purché uno dei suoi termini sia affetto dal segno ne*
gativo, il che si può sempre ottenere mediante opportuna tra"
sformazione.

(1) C. R. de l ’Academ. des Scieueea de Pari», 1888. Volume 1<» Dae 1072 e 18»
volume 111 pag. 965. p
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Questo ponte di Wheatstone ai compone di un filo resistente
diviso PQ, in mezzo al quale, in O, fa capo il Alo proveniente
da uno dei poli d’una pila. Alle estremità di questo Alo Q sono
connessi, da un lato i Ali d’un galvanometro G, e dall altro,
dei circuiti derivati A, A, A t , eco. contenenti delle resi-
stenze Bt B, B3, eco. e il cui numero è uguale a quello dei
termini dell’equazione. Ciascuno di questi circuiti rappresen a
uno di questi termini ; quelli del lato A, A,, ecc., i termini po-
sitivi, quelli del lato A,, i termini negativi. Oro, si sa che se,
in questo dispositivo, la corrente che attraversa il galvano-
metro diventa nulla, le resistenze di questi varii circuiti sono
tali che la somma delle conduttanze dei circuiti dei due fase
paralleli  e  opposti  è  uguale,  e  che  attribuendole  il  segno  -f  o»
secondo che essa rappresenta dei termini positivi o negativi,
la somma di tutte queste conduttanze è nulla. Se dunque per-

veniamo a rendere queste conduttanze ugual'
dei termini dell’equazione nel momento in cui somma
traversa Gsarà nulla, avremo ugualmente annullata la somm
algebrica dei termini di questa equazione. dispositivo
.  Per  meglio  far  com prende  come  P “  o^uguaie
e pervenuto a rendere ciascuna di ques tratti di
ad uno dei termini dell’equazione, supponiamo che «
trovare le radici reali di una equazione

a? a, x* — « i * + a# — O
e che si voglia dare alla conduttanza di uno dei circuiti un
valore uguale ad at x *.

A tal uopo, intercaleremo
sarà composta d’una prima

ircuito una resistenza B, che
tenza costante SB (fig. 140 àia)
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und fiinar S f ter 2a regol8bi!e o s - Quest’ ultima é costituita di
isolani *lstente avvo5to su d’un garbo O N S C P Y  in melerà
fra un nnn\ 0Lma taie Cfie la conduttanza del filo comprese
auf»<itn  J5 qualunque dello spigolo inferiore rettilineo di
fronte  +r , 0 e Punto B sia espresso dalla cifra iscritta di
La eonrtin<L PUntj ‘/VsulIa SCfììa logaritmica (a) di questo garba
ugua^fad f Z& V  88rà dUn(Jue uguale 8 10’ ^ ella dì0B
medio mmiu quel 8 del ,fll° compreso fra un punto N inter-
presentato . n<*ue 6 B sara tale che sno logaritmo ssrà rap-
letteran i yera grandezza dalla lunghezza OMsegnata dslla

ì  avvolti  sul  garbo  sono messi  a  scudo lungo la
costola OS e un corsoio mobile
lungo questa serve a far variare a
volontà la resistenza fra N  e B.

La resistenza in questione è mon-
tata sul circuito derivato dei ponte
di Wheatstone nel modo indicato
nella fig. 141. si rende il corsoio
mobile TV, della costola AS delle

- regoloresistenza, solidale con un
OP lungo il quale esso Può
del pari, che si fa muovere
esimente e parallelamente a
stesso lungo il', di lunghezze mi-
surate, sulla scala Q, da un indice— T A
L e  che  indicheremo  con  ®- La

sbarretta OP fa con la vertlC,
IP un angolo 6 tale che, per il termine sul quale x  è al 2° f?ra ’
si  abbia :  tg 9 = 2,  vale  a  dire  che  lo  sua  tangente  sìa  senip
uguale all’esponente di x, nel termine rappresentato-

In queste condizioni, per qualsiasi spostamento verticale del a
sbarretta OP uguale ad a?, la lunghezza dì cui si sposta il cor-
soio lungo AS sarà uguale ad x  tg 6, 0, nel caso attuale, a 2*•
Se, inoltre, disponiamo la resistenza AS dì tale guisa che l’a'
rigine T  del movimento di N sia ad una distanza p da  A,  1»
lunghezza AN  sarà uguale a p -f 2 x, e siccome tale lunghezze
è il logaritmo della conduttanza del circuito contenente la re-
sistenza AB fra i punti N  e B, questa conduttanza sarà essa
stessa uguale a p x*. Basterà dunque, nel ponte di Wheatstone,
di fare p = a, perchè questa conduttanza rappresenti, in vera
grandezza, il termine a, x%.

Per ottenere un circuito simile a quello della fig. uo,  la  cui
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conduttanza rappresenta dei termini della forma ^
«, x> ecc. basterebbe far fare alla sbarretta OP un angolo
la  verticale,  la  cui  tangente  fosse  uguale  a  4,  3,  t,  ecc. e w
stare la resistenza per modo che la lunghezza
rispettivamente ad a4, a „ at, ecc. ,
Per trovare le radici reali dell’equazione di terz g

come esempio, il ponte di Wheatstone è disposto come
la flg. iti bis. I quattro circuiti posti l ’uno al disopra e
sono tutti simili, coll’approssimazione dell’angolo , a ci
della flg. Hi. Nel.circuito AB, che corrisponde al termine co-
stante, questo angolo 0 è nullo ;
negli altri, questi angoli 0 sono
tali che le loro tangenti sono
rispettivamente uguali ad 1, nel
circuito A, B,, a 2 nel circuito
A|B„ e a 3 nel circuito A3 Bv
Inoltre, le resistenze di questi
quattro circuiti sono spostate
versola sinistra delle lunghezze
espresse da a0, a,, a,, a3 sulle
scale logaritmiche di queste
resistenze. Infine, i tre circuiti
AB, As B, e Aj B3 sono connessi
al punto P del filo P, Qt, men-
tre il filo del circuito A4 B, è
collegato  al  punto Q di  questo
stesso filo, situato ad una di-
stanza Q 0 da 0 uguale a PO.

Per trovare le radici dell’equa-
zione data, basta spostare ver-

Fig. 141bis.

v“'= uaua, uasia spostare ver-
ticalmente la sbarretta II' sulla quale sono fissate tutte le
sbarrette oblique, fino a che la corrente che attraversa il ga -
vftnometro G sia nulla. Ogni qualvolta questa corrente si an-
nulla, si nota il valore di a? indicato dalla scala S ; è una delle
radici cercate.

Pare che uno sperimentatore un po’ esercitato pervenga fa-
cilmente a determinare queste radici coll’approssimazione dei

più che sufficiente in pratica.





QUADRATI
POLIGONI E POLIEDRI MAGICI
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Q U A D R A TI  M A G I C I

Abbiasi un quadrato suddiviso in un certo numero n* di
luadrelli, come una scacchiera. Collocando in ciascuna caselle
in numero, senza ripetizioni, in modo da avere la medesima
somma sia addizionando per colonna, dall’ alto in basso, sia
per riga cioè da sinistra a destra o viceversa, sia per diago~
naie, si avrà un quadrato detto magico (1).

L’orìgine dei quadrati magici è antichissima. Quando si at-
tribuivano a certi numeri particolari, delle virtù cabalistiche,
è naturale che se ne siano attribuite di grandissime, tali da
chiamarli magici, a certi quadrati nei quali la disposizione dei
numeri offriva caratteristiche singolari. Troviamo quadrati
magici in India d’ onde vennero portati in Europa probabil-
mente da Astrologi.

Cornelio Agrippa (1486-t535) costruì quelli di ordine 3, 4 • • • •
Ano al 9, i quali secondo lui rappresentavano simbolicamente
i sette p ianeti d’allora ; Saturno Giove, Marte, il Sole, Venere,
Mercurio e la Luna. Egli deduceva l’ imperfezione dei quattro
clementi (aria, terra, fuoco e acqua) dai fatto che non è pos-
sibile costruire il quadrato magico di 4 caselle, cioè d’ordine 2.
E tale quadrato fu da altri adottato come simbolo del peccato

originale !Un buon preservativo dalla peste era un quadrato magico
inciso su di una lastrina d’argento. Amuleti di tal genere sono
ancora in uso in alcune regioni d’Oriente. Il quadrato magico

^ M ^ t ^ a r t ì e o l a r i 8„ U a teoria de l q uadrati m agici si posaom, couaul-
^ e : G .  A rnoux  <Les  capace*  h y p e n n ag iq u e a ,  e  A.  M a rg o ^  au  <  De  l o r d o -
oance'dea uombres da ns les carréa m agiques im paira » P arig i ^ 8 . hditore
Hermann-,  da quest 'ult im o v o l u m e 	 h o  r icavato gran parte del capitolo sui

quadrati magici dispari.
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seguente si trova su di un quadro di Alberto Dùrer rappre-
sentante la Melanconia (1500).

Per lo più i numeri sono scelti in progressione aritmetica,
ma ciò non è necessario, come vedremo. Si potrebbero anche

sare n progressioni aritmetiche differenti. Per semplicità
useremo in principio solamente la
progressione costituita dalla serie
dei numeri interi naturali a co-
minciare dall’ unità.

La somma costante per colonne,
righe o diagonali è detta la co-
stante del quadrato.

La  somma  dei  primi  a*  numeri

naturali è nK La costante

di un quadrato sarà — n poi-

ché vi sono n righe o colonne, bi-
quadrato ìi 3 ces' modtiio o radice del
coil’occuparci à t\°n ” ,deIle caselie del suo lato. Comincerenio
primo, maggiore moduI° disPari é un numer°
si possa passare da * edremo P01 seguendo quali norme
so n o  n u m e r i m i  ta h  q U a d rati  a  ^ e U I i cui moduli non

,  ' 15 14 | 4
1

12 C 7  |  9
1

8 | 10 11 5

13 | 3
i 2

16
t

Fig, 142.

Quadrati magici i cui moduli sono numeri primi.

Osservando il gruppo fondamentale, ossia la serie dei prinu
25 numeri naturali disposti di seguito per righe di 5, no-
tiamo subito che la costante 85 è uguale al prodotto del
modulo pel numero centrale 13, e che
le somme per diagonali e nella riga
e colonna m e d ia n e  danno appunto la
costante.

Si possono dividere i quadrati magici
in due grandi classi ; una comprende
quelli nei quali i numeri hanno una
disposizione ordinata, ben determi-
nata, l’ altra comprende quelli nei
quali i numeri non seguono in appa-
renza un ordine determinato. Comin-

1

6

11

16

21

2 3 k

7 8 9

12 13 14

17 18 19

22 23i 24

5

10

15

20

25

Fig. 143.
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cererao coll’ occuparci dei primi, dai quali d’ altronde molti
dei secondi derivano. Si possono poi suddividere tali quadrati
in due tipi dei quali ci occuperemo partitamente.

Tipo di quadrati magici a disposizione obliqua.

Per costruire un quadrato magico di modulo 5, per esempio,
cominciamo coll’adottare la notazione usata dagli scacchisti,
indichiamo cioè con a, b, c, <2, e, le caselle della prima, se-
conda, terza...........colonna, e con 1, 2, 3, 4, 5 le caselle della
prima, seconda, terza ........... riga. Cosicché a 4 indicherà la

Fig. 144.

Quarta casella della prima colonna, d 3 la terza casella della
Quarta colonna, che sono segnate in figura con un punto. Chia-
meremo poi diagonale ascendente la D B & diagonale discen-
dente la A C.

Immaginiamo ora, attorno alla scacchiera principale, trac-
ciate altre quattro scacchiere uguali 'A, B, C, A disposte come
uella figura 145. Collochiamo poi il primo gruppo (1 a 5) della
Progressione, partendo da un punto qualunque (per ora ; ve-
dremo fra poco quali posizioni siano da eccettuarsi), s unsi in
lai modo occupate le caselle che diremo regolari a 3,
coi numeri 1, 2, 3, e le due caselle d 1, e 2 della scacchiera A col
4 e il S. Riporteremo il 4 e il 5 nelle medesime posizioni, ma
nella scacchiera principale. Al disotto del 5 collocheremo il 6
e successivamente, sempre seguendo la diagonale ascendente-

7,1’ 8, il  9 e il  10. Questi quattro ultimi occupano quattro ca-
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selle della scacchiera C, dovremo quindi riportarli nelle cor>
spendenti caselle a 2, 6 3, e 4 , d 5 della scacchiera principale
Sotto al io collocheremo 1’ 11 e sulla diagonale relativa 12,ti
u e 15i riportando il 13, 14 e 15 dalla scacchiera B alla scac-
chiera principale, nelle caselle corrispondenti ; e cosi via sino
al 25. 11 quadrato ottenuto sarà magico, a condizione però clic

I A B

t—— l
1j

!
1___

1
\h

:i1 5 14

i 4 13 20

19 21 3 10 12 19 10
25 2 9 11 18 25 9
1 8 15 17 24 8
7 14 16 23 5 7 C
13 20 22

‘
6
'  '

-—
21

____

D
•--- - —

Fi sr. 145.

pende naturalmente dalla cnsoii6 antmetica usata, il
tenza per collocarvi l’ i jn altrfl a 8Celta come Punto

~ P - ottenere e * Z S T u
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parallela alla diagonale ascendente, il cui posto a partire da
quest’ultlma, sia precisamente quello della linea magica nel
gruppo fondamentale.
Alle linee e colonne di questo gruppo fondamentale si  può

far subire qualsiasi permutazione ; tutte le disposizioni cosi
ottenute potranno venir considerate come altrettanti gruppi
fondamentali sui quali si potrà operare come già si è veduto
per il gruppo fondamentale naturale. Si avranno sempre dei
quadrati magici, purché sia soddisfatta la condizione di collo-
care sulla diagonale ascendente la linea magica o mediana
del gruppo fondamentale considerato.

Esempli, in seguito a diverse permutazioni siasi trasformato
il gruppo fondamentale naturale in quest’auro.

23 25 21 22 24

3 5 1 2 4  ■

13 15 11 12 14

8 10 6 7 0

18 20 16 17 19

Fig. 146.

6 19 25 2 13

17 23 1 14 10

24 5 12 8 16

3 11 9 20 22

15 8 18 21 4

Fig. 147.

Cominciamo col collocare su di una diagonale parallela,
a|la  diagonale  ascendente,  la  seconda  riga  3,  5,  1,  2,  4  ;  poi  al
disotto del 4 il 13 e successivamente 15, li, 12, 14, della riga
Magica, sempre secondo la regola sopra stabilita ; sotto al 14
collocheremo poi l ’ 8 della riga successiva, ecc-

Si potranno cosi ottenere un grandissimo numero di qua-
drati magici differenti, nei quali si potrà far occupare ad un
dato numero, non appartenente alla riga magica, una case a
determinata, purché non appartenente alla diagonale ascen-
dente. Tali caselle sono in numero di n*  n ossia n (n — 1).

Finora si è detto di collocare il primo numero della seconda
riga del gruppo fondamentale, immediatamente al disotto del-
l’ultimo numero della riga precedente ; ma si può invece col-
locarlo 2, 3, ecc., fino a (n — 2) caselle più in basso e proce-
dere poi come al solito, pur ottenendo sempre dei quadrati
magici, come nel seguente esempio, nel quale lo spostamento
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è  a p p u n t o  d i n — 2 = 3  c a s e ll e .  I n  q u e s t o  c a s o  i l  q ua drato  otte*
n u  o  p r e s e n ta  la  p a r t i c o l a r i t à  d i  a v e r e  la  d ia g o n a le  disceti-1

en e o c c u p a ta d a i  n u m e r i  d e l la colonna mediana del gruppo
o n a m e n ta le .  B a s t e r à s c e g lie r e l a  c a s e lla d i  p a rte n za in moto

tale che il numero centrate
del gruppo fondamentale (1! I
nel nostro caso) corrisponda |
al centro del quadrato.

23 6 19 2 15

10 18 > 14 22

17 5 13 21 9 |

4 ! 12 25 8 16

11 24 n1 20 3

Fig. 148. Fig. U9.

11  quadro  di  modulo  2  è unico poiché è un quadrato limiti.
essendo nel suo caso (n — 2) = l.

Diamo alcuni esempii di quadrati magici del tipo finora sta-
rnato, cioè a disposizione obliqua, di modulo 7 e di diverso
grado (flgg. 150, 151, 152).

9 1 42 19 45 22

41 18 44 28 5

39 16

15 48

1“ 24

1 23
i

i

40 17 43 27 4 30

49 1 26 ! 3

25 ! 2 | 35

1 l 24

33

il

29 13

12 38

r37 15 4 49

j 18 7 48 33

6 47 31 9

45 30 8 25 !

29 11 28. 1 41
i

J 14 27 40 17

L 26 38 16 1

39

19

“J
F ig .  150.  -  G ra d o  2. F ig .  151.  -  G r a d o  3.

S i  o t t e r r e b b e r o  u g u a lm e n t e  d ei  q u a d r a t i  m a g ic i  isc riven do
il  p r im o  n u m ero  d e lla  s e c o n d a  r i g a  d e l  g ru p p o  fo n dam en ta le ,
1,  2 , ............ (n — 2)  c a s e l la  p iù in a lto an z ich é p iù in b a ss o d e l -
l ’ u lt im o  n u m ero  d e ll a  p r im a  r i g a  ;  lo  stesso  d ic a si  se  in vece  d ì
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collocare i successivi numeri da sinistra a destra venissero
disposti da destra a sinistra (vedi fig. 153).

Un quadrato magico del tipo obliquo finora considerato, ec-
cettuati quelli di grado (n - 2), si trasforma in un altro pure

18 47 8 41 2 35  |24

45 11 40 1 34 23  |21

14 38 4 33 22 20 44

37 7 31 25 19 43 13

6 30 28 I 17
46 12 36

29 27 16 ' 49 10 ! 39 5

26 15 j 48 9 42 3 32

Fig. 152. - Grado (n — 2 )= 5.

magico dello stesso tipo, se si trasportano un numer q -
di linee della parte superiore-inferiore alla par e i
superiore, a condizione di trasportare poi uno s ess .
di colonne da destra-sinistra a sinistra-destra fi

9 2 25 18
n

u

3 21 19 10

22 20 13 6 4

16 14 7 5 23

15 8 1 24 l "

Fig. 153.

6  1 4  122  |20 13

5  l
23

16 ì U i
7

24 17 15 8 i

18 11 9 2 25

12
■---

10 3 21 19

F i g . 154.

Cosi, per esempio, nel quadrato della fig. 153 trasportando
al disotto le due righe superiori e poi a sinistrale due colonne
di destra, si ottiene il quadrato magico della fig. 154.

Si possono far subire altre numerose modificazioni ai qua-
drati di questo tipo Cosi, per esempio, abbiasi un quadrato
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magico diviso in due parti secondo uno diagonale; si trasporti
i riangolo che forma la parte di destra facendolo scorrm
secondo le sue colonne fino a collocarsi al disotto dell’alto

triangolo; si potrò formare
9 2 25 18 11

3 21 19 12 10

22 20 13 6 4

16 14 7 5 23
15 8 1 24 17

2 25 18 li

19 12 10

6 4

Fig. 155. 23

quadrato  con  le  nuove  colonne
ottenute, che non sarà più del
tipo obliquo ma di quello che
descriviamo nel paragrafo se-
guente.

!  9 21 13 5 17

3 20 24 11

22 14 1 18 10

16 8 25 12 4

15 2 19 6 23

Fig. 156.

Quadrati magici del tipo a salto di cavallo.
In questo tipo di q u ad ra ti magici la disposizione dei
'una stessa riga di un gruppo fondamentale viene tu
lodo che per flnaa« J- ” '

— — — —
j
1

___ _ ~
~C

■---

_
B ' — —

— — —

___ _ A
—

—

Fig. 157.

ne
ai successivo si debba segi
lo spostamento del cavallo
gioco degli scacchi; cioè)
diagonale d’un rettangolo
due caselle in un senso e 1
nell’ altro; senonchè nel n
stro caso la diagonale da s
guire sarebbe soltanto una
quelle d’un rettangolo di d
caselle nel senso orizzonta
e tre nel senso a questo P®
pendicolare come vedesi nel
fig. 157.

Indicando con x  lo spost
mento di una casella in sen
orizzontale e con 2 y quel
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di due caselle nel senso verticale (semplici no^^om ^ pos1-
tme) potremo indicare con (a> + 2f/) le coordinate d un ™
mero qualunque rispetto a quello che lo p ec ' -
2U + 2y) indicherà la posizione d’un numero rispetto a quei o
che lo precede di due posti; cosicché [k x  +  p y ) ’
in generale, che per passare da un eerio numero ac un
altro, occorrono k spostamenti d’una casella nel senso onzz
tale e p nel senso verticale. Converremo di assumere come
origine delle coordinate la casella d’angolo a sinistra, in asso.
Quanto ai coefficienti di x  ed y essi non potranno avere c e

valori interi inferiori ad (n — i).
Per costruire un quadrato magico con questa regola si co-

mincia col collocare il primo numero della prima riga a un
gruppo fondamentale, in una casella qualunque ; si colloca 1
successivo a salto di cavallo nel modo indicato e verso des ra
in alto. Quando tale salto conduce ad una casella esterna a
quadrato in costruzione, si
colloca il numero nella ca-
sella di uguale posizione nel
quadrato in costruzione, co-
me già si è veduto per i qua-
drati obliqui.

Ecco un esempio (ftg. 158)
Quanto all’ordine delle ri-

ghe e colonne del gruppo
fondamentale esso può es-
sere qualunque, e il primo
numero si può collocarlo in
una casella qualsiasi, senza
restrizione.

Se in un quadrato magico
del tipo a salto di cavallo
sì opera una permutazione
circolare delle righe e delle
colonne, il quadrato non
viene alterato nella sua ma-
gicità, neppure nelle diago-

9

18

26

35 45

4

13

21

23

31

7
1

17 34 44 1i 12 22 39

8 25 42 3 20 30 47

16 33 43 11 28 38 6

24 41 2 19 29 46

32 49 10 27, 37 5 15

40 1 18 ! 35 45 13

48 9 26 | 36 4 21 j 31

40

48

16

•24

32

Fig. 158.

nali( e questo carattere è proprio dei ^juadraU ^ Uellc
Mici. Cosi, per esempio, dal quadrato flg. colonna da
ftg. 159 per il semplice spostamento de la p

T i't o d ?  « S i l o Si PUÒ anche farlo secondo la diagonaie d’un
IR — ( Ìh r k s i.  — Afateli** diteti.



rettangolo di 1 per 4, 1 per 5, • • • • 1 per (n — 2) caselle, cioè in
modo che i numeri abbiano successivamente queste ordinate
(x -f 3y) (x-\- 4y ) ......... [x -f (a — 2) y\ Anche questi quadrati
cosi ottenuti, salvo quelli del grado (n — 2), riescono diabolici
ossia possono subire permutazioni circolari qualsiasi di righe
o di colonne, restando magici. (V. fig. 161-162-163-164-165-166).

Anche qui, come si è già osservato nei quadrati del tipo
obliquo, il quadrato della serie limite (n — 2) offre la partico-
larità di avere una diagonale costituita dalla colonna magica
del gruppo fondamentale.

117 34 44 12 22 39 7 2 3 7 4 5 6

25 42 3 20 30 47 8 16 17 21 18 19 20

1 33 43 11 28 38 6 16 37 38 42 39 40 41

!  « 2 19 29 46 14 24 30 31 35 32 33 34

49
10 27 37 5 15 32 44 45 49 46 47 48

1 18 35 45 13 23 40 23 24 28 25 26
1

27

9 26 36 4 21 31 | 48 9 10 14 11 12 13

Fig. 159. Fig. 160

Nella flg. 163 abbiamo un quadrato di tal genere cioè di modulo
7 ad n 2  =  5  passi,  derivante  dal  gruppo  fondamentale  della
flg. 160 nel quale la colonna magica è la quarta (somma 175).

La fig. 162 rappresenta un altro quadrato della stessa natura,
come pure le fig. 163 e 164, con modulo 5.

La flg. 165 rappresenta un quadrato di modulo 7 con passo 3,
e  la  fig.  166  un  quadrato  pure  di  modulo  7  con  passo  4.

Si possono poi ottenere altre varietà di quadrati scrivendo il
primo numero di una nuova riga del gruppo fondamentale non
immediatamente al disotto dell’ultimo numero della riga pre-
cedente, ma 2, 3, • • • • caselle più basso. In questi quadrati la
somma del passo e del grado non eccede n — 1 ; quando tale
somma è uguale ad n — 1, i numeri della colonna magica del
gruppo devono occupare la diagonale discendente del quadrato.
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Fig. 165.
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La flg, 167 offre un esempio di tali quadrati lim iti■ Altre serie
di quadrati magici si possono ottenere collocando il primo nu-
mero  d’una  riga  del  gruppo  fondamentale,  non  al  disotto  op-

18 25 2 9 11

6 13 20 22 4

24 1 8 15 17

12 19 21 3 10

5 7 14 16 23

Fig. 167. - Quadrato limite.

pure al disopra deH’ultimo della riga antecedente, ma bensì 1,2,
3, • ' • • • posti a destra o a sinistra di esso. La flg. 168 fornisce
un esempio d’un quadrato di modulo 7 nel quale tale sposta-

4 37 28 12 45 29 20

48 32 16 7 40 24 8

36 27 11 44 35 19 3

31 15 6 39 23 14 ,47

26
i0

43 34 18 i  2 42

i 21 ;  s ' 38 22 13 S 30

;  9 i 49 : 33 17 1 41

l-'ig. 168.

9 46 34 15 6 40 28

17 5 42 23 n 48 29

25 13 43 31 19 7 37

33 21 2 39 27 8 45

41 22 10 47 35 16 *  J
--- f

49 30 18 6 36 24 12 '
— '

1 38 26 14 44 32 20

Fig. 169.

mento è di 3 caselle (3 x) e il passo 2, mentre nella flg. I »
abbiamo un quadrato magico di grado l di pB8so (2 x  4- 3 V)

La flg. 170 rappresenta un quadrato di spostamento'> e di
passo (x  -f 2y).

Il quadrato della flg. 171, di modulo 7, corrisponde pure allo
spostamento 2 e al passo (x  + 2y).  v
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; Consideriamo il gruppo fondamentale, per esempio del mo-
dulon = 5, ripetuto riga per riga e colonna per colonna ne
piano un certo numero di
volte (flg. 172). Se passiamo
da un numero X ad qn

! 15 3 16

6 24 12

2 20 8

23 11 4

19 7 25

37 20 45 28 4 29 12

7 32 8 40 16 48 24

19 44 27 3 35 11 36

31 14 39 15 47 23 6

43 26 2 34 10 42 18

13 38 21 46 22 5 30

25 1 33 9 41 17 49

Fig. 170. Fig. 171.

altro qualunque avremo determinata una di‘medesimo ordine,
‘Muale dovremo incontrare, seiuV* p u li ta m e n te .  Par-
cmque dei numeri del * rupP « oSaalamo seguire nello stessotendo dal medesimo numero X  possiat
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modo un’altra direzione qualunque, e tanto in un caso come
nell'altro i cinque numeri avranno somma magica. Partendo
poi dal secondo numero della prima direzione, per esempio, e
seguendo una parallela alla secondo direzione troveremo una

21 22 23 24 25 21 22 23 24 25 21 22 23 24 25

16 17 18 19 20 16 17 18 19 20 16 17 18 19 20

11 12 13 14 15 11 12 13 14 15 11 12 13 14 15

6 7 8 9 10 6 *T/ 8 9 10 6 7 8 9 10

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5

21 22 23 24 25 21 22 23 24 25 21 22 23 24 25

16 17 18 19 20 16 17 18 19 20 16 17 18 19 20

11 12 13 14 15 11 12 13 14 15 11 12 13 14 15

6 7 8 9 10 6 7 8 9 10 6 7 8 9 10

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5

21 22 23 24 25 21 22 23 24 25 21 22 23 24 25

16 17 18 19 20 16 17 18 19 20 16 17 18 19 20

11 12 13 14 15 11 12 13 14 15 11 12 13 14 15

6 7 8 9 10 6 7 8 9 10 6 7 8 9 10

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5

Fig. 173.

altra serie magica di 5 numeri e così via formando un qu
drato magico, come si vede nella fig, 173. La regola è genere
qualunque sia il modulo n, ma fanno eccezione le due direzio
parallele alle righe e alle colonne del gruppo fondamenta
cioè parallele alle direzioni principali di esso.

Ricordando le notazioni precedentemente adottate si F
tranno definire le righe e le colonne del quadrato cosi otl
nuto, con :

— £ = x  -f 2y
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La diagonale ascendente sarà :

2 - f  ( 3  =  3 a j  +  3 y

e quella discendente :

a - fi = x  —y

20 22 * fi 13

9 il 18 25 2

23 5 7 14 16-

12 19 21 3 10

1
.

8 15 17 24

Fig. 174.

esse pure magiche perchè non paral-
lele alle direzioni principali del gruppo.
11 quadrato è dunque magico e il suo

spostamento è4a-f3|3ei l  suo grado
2<r + 2|3. La sua diagonale ascendente
è costituita dei numeri della diagonale ascendente e g P
presi 3 a 3. L’esatta soluzione del problema dipende da a se
giudiziosa dei parametri delle due equazioni fondamen a i.
In generale, perchè due equazioni del genere ••

* — ax-\-by fi = a' x  + b' y

possano dare un quadrato magico occorre c > mo<juio ri del
(ab’ - b a ') dei loro parametri sia primo co di risolvere
gruppo prescelto. Tali due equazioni perme qUali ecco
numerosi problemi relativi ai quadrati magici*

alcuni esempi: n u m e r o d el  gru ppoa)  Determinare  la  c a s e lla  c h e  u n  d a to
fondamentale naturale occuperà net quadra • che nel

i>) Quale è la posizione, nel gruppo, di un
quadrato  occupa  un  p osto  n o to ? conoscendo le due

c) Determinare il g ra d o del q u a d ra
direzioni che lo determinano. determinare i Pa"

d) Dato un tipo di quadrato regolar®’ corrispondono a
rametri delle due direzioni principu^ c 1

tale tipo. irato (flg- 175) ® de”
Ecco ora qualche altro esempio. U <lua magica venne tra-

dotto dal gruppo naturale nel quale a venne dedotto a
sportala in prima fila, e il quadrato 8 - itne cinque rig e
gruppo fondamentale naturale nel qua
vennero trasportate in basso. . auadrati a s a n o .

Facciamo  ora  s e gu ire  a lc u n i  ese " i p .a l  gruppo natura e
cavallo (flg. 178-179-180-181-182) dedo* U a d ’origi&e’ e cc e tt
quali  l ’unità  è  s t a t a  po s ta  n e lla  ca
quadrati lim ite.



— 280 —

79 32 117 70 ! 12 108 ! 50 3 99 41 60

31 116 69
----1-
22 ; 107 49 ! 2 98 40 59 78

115 68 21 106 ; 48 1

—
1 ; 97 39 18 88 30

67 20 105 47 ! 11 96  138 57 87 29 114

19 104 46 10 |95 37 56 86 28 113 77

103 45 0 94 36 66 85 27 112 76 18

55 8 93 35 65 84 26 in 75 17 102

7 92 1 3* 64 83 25 121 74 16 101 54

91 44 63 82 24 120 73 15 100 53 6

43 62 81 23 119 72 14 110 52 5 90

• 61 801 33 118I 71 13 109 51 4 89 42

Quadrato obliquo di Modulo 11 - Grado 8 - Costante 671
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il 13: 31 ; 144 75 6 Ilo! 50 j 163 ' 94 [ 25 138 56 91
— 1—
! 30 i 156

___ ___ ___ --- ---  !— ,--- --- —
74 5 118 49 1 162 ' 93  j 24 } 137 55 90 112

------- — — — ---  • -- --— |---- —
155 73 4 130 48 161 ; 92 23 i 136 54 89 Iti 29
--- -- - — — — ------ — 1— — — —

72 : 3 129 47 160 104 22 135 |53 . 88 110 28 154
— - — —— !— _ _ —

2 128 46 159 103 21 134 65 87 ; 109 27 153 71
--- --- — — — - -- -1--- — —
127 45 158 102 20 133 64 86 , 108 : 39 152 70 1
---1—-- — — — . . - --- ----- -- - ---- — —

44 )157 101 19 132 63 85 107 38 : 151 69 13 126
--- j - --- — — — — ----)---- — — —
169:100 18 131 62 84 : 106 37 150 j 68 12 125 43

99 j 17 143 61 83 105 . 36 149 67 ì 11 124 42 168

16 ! 142 60 82, 117 35 148 66 10 : 123 41 167 98

1411 59 81 116 34 147 : 78 9 122 j 40 166 97 15

58 ; 80 115 33 146 77  8 121 52 1165 96 i4 140

79 114 32 145 76 7 j 120 51 1 64 ; 95 26 139 57

F ig .  177.  —  Q u a d r a to  o b l iq u o  d i  M o d u lo  13

G ra d o 5 - C o s t an te 1105.

4
'

21 31 48 9 26 36

20__ 46 14 24 41 2 19

12 22 39 7 17 34 44

37 5 15 32 49 10 27

20 30 47 8 25 42 3

1 ̂ 13 23 40 1 18 35

28 38 6 16 33 43 11

178. — S a lt o d i 4 p a s s i
G ra d o  2

4 13 15 24 33 42 44

37 46 6 8 17 26 35

28 30 39 48 1 10 19

12 21 23 32 41 43 3

45 5 14 16 25 34 36

29 38 47 7 9 18 27

20 22 31 40 49 2 11

Grado 3

M o d u lo  7  -  C o s t a n te  175



- 28?  —
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6 80 44 118 71 24 109 62 15 89 53

42 116 69 33 107 60 13
*

98 51 4 78

67 31 105 58 22 96 49 2 87 40 114

103 56 20 94 47 11 85 38 112 76 29

18 92 45 9 83 36 121 74 27 101 65

54 7 81 34 119 72 25 ito 63 16 90

79 43 117 70 23 108 61 14 99 52 5

115 68 32 106 59 12 97 50 3 88 41

30
1
104 57 21 95 48 1 86 39 113 77

66 19 93 46 10 84 37T m
i . ..

75 28 102

91 55 8 82 35 12C 73 | 26 10C 64 17

F ig .  182.  —  S a lt o  d i  6  p a s s i  -  G r a d o  4.

•Noia.  —  il  s e g u en te  q u a d ra t o  m a g i c o ,  d i  m o d u l o  ,  .
stante  65,  di  B.  P o r t ie r ,  n o n  r i s u lt a  c o s t ru t t o  c o n  a  c u n

regole  indicate  e  n o n  d ip e n d e  n è  d a  u n  d i a b o l ic o  ne

quadrato  a  c in tu ra .

2  123 25 11 4

8 16 9 20 12

19 5 13 21 7

14 6 17 10 18

22 15 1 3 24

Quadrati  magici  dispari  a  moduli  non  P
Dato un gruppo fondamentale di modulo di P pp0 n o n

una linea qualsiasi, inclinata sui due assi di
incontrerà s e m p r e  n  numeri diversi.
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Se  i  p a r a m e t r i a e b c ru n a d ir e z io n e v. — a x  - f b sono primi
co l  m o d u lo n d e l  g r u p p o ,  t a le  d i r e z io n e  p a s s a  p e r  n  punti  di-

stin t i  a p p a r te n e n t i  c ia s c u n o  a  l in e e  e  c o lo n n e  d iffe re n ti,  e  sarà
m a g ic a .

Se  u no  so lo  d e i  p a r a m e t r i , a  p e r  e s e m p io ,  è  p r im o  con n e
l ’a lt r o  no ,  le  o rd in a t e  d e i  v-arii  n u m e r i  in c o n t r a t i  d a lla  dire-

z io ne  c o n s id e r a ta  n on  so n o  tu tte  d if fe re n t i,  m a  le  lo ro  ascisse

10  s a r a n n o ,  d im o d o c h é  q u e s ta  d i r e z io n e  p a s s a  p u r e  p e r n punti
d iv e r s i ;  m a  non  si  p u ò  a f f e rm a re  c h e  s a r à  m a g i c a ;  infatti

a lc u n e  s o lt a n to  d e lle  lin e e  c h e  e s s a  d e t e rm in a  o ffr ira n no  la
m a g ia  v o lu ta .

N e l  c a so  in  c u i a e b a b b ia m o  u n  fa t t o r e  c o m u n e e co l mo-

d u lo n, o ss ia  se t i =  t p  la  d i r e z io n e a x  - f b y n o n incontrerà
p iù c h e p p u n t i d iv e r s i, in m o d o ch e la fo rm a z io n e d e l qua-

d ra to  m a g ic o  co n  ta le  d i re z io n e  d iv ie n e  im p o s s ib i le .

C on d iz io n e  e s s e n z ia le  p e r  la  p o s s ib i li t à  d e l  q u a d r a to  si  è  che
11  d e t e rm in a n te (a b' — b a') d e l le d u e d ir e z io n i p r in c ip a l i sia di-
v e rso  d a  ze ro  (s e  fo sse  n u llo ,  le  d u e  d i r e z io n i  n o n  sareb bero

d is t in te )  e  p r im o  c o l  m od u lo -  È  in o lt r e  n e c e s s a r io  c h e  in  ogni
u n a  d e lle  d u e  e q u a z ion i,  i  d u e  p a r a m e t r i  n o n  s ia n o nello stesso
tempo n on  p r im i  c o l  m od u lo .

N o n s e m p re p e rò qu es te co n d iz io n i s o n o su ff ic ien ti.
In generale, se i quattro parametri, come pure il loro deter-

minante,  sono primi  col  modulo,  si  ottengono quadrati  a  linee
e colonne magiche, nei quali però non é assicurata la magi-
cita delle diagonali. Occorre che le due equazioni forniscano
pure delle diagonali magiche; ora spesso avviene che le quan-
tità y. +  £  e  $ a. clie le determinano abbiamo uno dei loro
p a ra m e t r i non p r im i co l m od u lo , il c he , c o m e si è v ed uto , può
a l t e r a rn e  l a  m a g ia .

A b b ia s i ,  a d  es .,  il  g ru p p o  n a tu r a le  d i  m o d u lo  9 -  l a somma
m a g ic a  è  369.  S ia n o  :

« = - 0 5  +2*, j i = x - y

le  e q ua z io n i  d e lle  due  d ire z io n i  p r in c ipa li  s c e lte  p e r  la costru-
z io n e  d e l  q u a d ra to  ;  ì  lo r o  p a r a m e t r i  ed  il  lo ro  d eterm ina n te
so no  p r im i  c o l  m od u lo .  M a  si  h a  p u re  :

P  +  P = y & — y ~ 2 a:■" w - » V
q u in d i  la  d ia g o n a le  m o n ta n te  sa rà  .

d e l  g ru p p o ,  n ec e s sa r iam .  ite  la  m ed ian a,  p o i c h é Y E T s o l ì
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gica. La diagonale discendente che è funzione del parametro 3,
varia secondo il numero che viene posto all’origine del qua-

drato.
Solamente i numeri 5,32 e 50 (distanziati di tre in tre) rendono

magica la diagonale considerata. Cosi la direzione (2 x  — 3y)
non è magica che per alcune delle sue lìnee.
Passiamo ad un altro esempio con :

a = —x  + 2y ^  = 5 * — 2 y

11 determinante ab1 —b a’ = — 8 ossia uguale all’ unito, po-
tendosi aggiungere un multiplo qualunque del modulo, senza
alterare le quantità. Le due diagonali saranno definite da :

a-f £= 4x l 3 _ a = 6 x - i y

Qui la diagonale ascendente è costituita taie
line, magica del gruppo, pre,i con un in M.
linea i soli numeri 37, 40 e 43 posti ali ongi
Sicurano la magia della diagonale discenden e* . faocìa

Non occorre più ricorrere a tali restrizioni q f mazjone.
subire al gruppo fondamentale una convenien e para-
1. 1.1 mo, alt, ,ola conditone che « « zt n i <Tu»-
metri sìa primo col modulo, le equazioni di „;nsCuna per
lunque inclinate sugli assi del gruppo e passan ^ovr^ Veri-
n punti differenti, daranno dei quadrati magici. erentit per
fìcare che le diagonali pure passino per n pun Erezioni
il che è sufficiente che i due parametri de come giù
non siano nello stesso tempo non primi co m
sì è veduto. Cosi è del gruppo seguente :

64  •■ 65 • 66 • 68 • 69  •.  67  • 72 • 70 • 71

55 •■ 56 • 57 • 59 •.  60  •.  58  • 63  • 61 • 62

73 • 74 • 75 • 77 • 78 .  76  • 81  • 79  • 80

28 •  29  • 30  • 32 • 33 .  31  • 36  • 34  ■• 35

46 • 47 • 48 • 50 • 51 . 49 .  54  • 52 • 53

37 • 38 • 39 . 41 . 42 . 40 .  45  • 43 * 44

19 • 20 • 21 . 23 • 24 . 22 •  27  • 25 . 26

IO • Il • 12 . 14 • 15 . 13 • 18 • 16 - 17
a

1 •  2 .  3 .  5 •  6 .  4 .  9  • 7 • o

Fig. 184.
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Applicando ad esso le equazioni :

x = 8x  + y £ = 5 05 + 2y

per  le  quali  si  h a :

a b< — b a' = il

si  troverà che le  equazioni  delle  d ia go n ali  sono :

*4/3 = 405 + 3y <3 — a = -3 a 5 + (/=6a5 + i/

e si ottiene questo quadrato m a g ico :

60 68 3 11 19 44 52 36 76
35 79 63 67 6 14 21 38 46
41 48 29 73 62 70 9 13 24
16 27 40 51 32 75 56 64 8
66 2 10 26 43 54 31 78 59
81 58 69 5 12 20 37 53 34
47 28 80 61 72 4 15 23 39
22 42 50 30 74 55 71 7 18
1 17 25 45 49 33 77 57 65

Fig- 185.

che ha il passo a + 4 /3 e il Rradft q
mutare circolarmente le linee e 1 *t~ '3' Se ne Possono Per"
magia. Le medesime equazioni non onne senza alterarne la
naturale  se  non  a  condizione  di  aanno  quadrati  col  gruppo
i numeri io, 37, 64 - 13, 40 67 - o? nella casella d’origine

Ecco ancora alcuni esempi di a,]n *.•
fondamentale sopra indicato. M acati dedotti dal gruppo



- 287 -

1“ Quadrato di cavallo, semplice :

a = 3 a? -f 2 r/ ,3 = 8 x  4- 8y

11 42 34 56 6 25 47 78 70

21 49 80 66 13 44 30 58 8

41 36 55 5 27 46 77 72 10

51 79 65 15 43 29 60 7 20

31 62 3 22 53 75 67 17 39

81 64 14 45 28 59 9 19 50

61 2 24 52 74 69 16 38 33

71 12 40 35 57 4 26 48 76

i 23 54 73 68 18 37 32 63

Quadrato di  cav a llo di  g ra d o 1 e di  pa sso a + *  i3

» = 5 aj 4- 4y ;3 = 8 au 4- 8 r/
2 + 3 = 4 a? + 3y 	 p — z = 3 x + i y
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2.» Il quadrato di cavallo di posso a 4. 7 3, é l’ultimo della
serie. Non si può collocare un numero qualsiasi del gruppo in
una casella ad arbitrio. Dovendo la colonna magica occupare
la diagonale discendente, rimane limitato il numero delle ca-
selle nelle quali si può collocare il primo numero per costi-
tuire il quadrato magico. Il quadrato seguente è ottenuto di.
sponendo il numero 68, appartenente alla colonna magica, nella
casella superiore di sinistra.

Fig. 188.

68 75 47 19 8 61 36 40
6 59 30 38 10 71 79 54

13 69 77 48 20 1 62 34

27 4 60 32 39 11 64 80
43 18 67 78 50 21 2 55
53 25 9 58 33 41 12 65
28 44 16 72 76 51 23 3
74 46 26 7 63 31 42 14
57 29 37 17 70 81 49 24

73

56

06

medesimi numerar °avallo> 'e colonne sono costituite dai

Le — 1cor-
6 a?-f? y 0 = 8 so 8 u

La diagonale discendente a „  ■ j
tuita dalla colonna magica del gr“ * * ^ aPPUnt° ''

Questo gruppo trasformato fnrn^VV,
drati di tipo obliquo, di diversi e™ UgUalmente dei qU8‘
durre, come per i moduli primi dei m ™  possono pure de'
e di grado della forma (fc a + ’m Sìqrad.ratl dl caval]o d’ordine
magico ha il passo («. + 4 si e il ^ ° Si 11 se^uente quadrato
corrispondenti sono : g do (3 z — ,3). Le equazioni

a- = 8x  -(- y
da cui

se + £ = 4a?4-3 y

? = 5 + 2y
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Benché il numero dei quadrati che si possonó dedurre da uri
jgruppo trasformato sia assai grande, non si possono però ot-
tenere tutti i tipi che possono fornire i gruppi di moduli primi.
; L’ostacolo sta nella natura stessa del modulo. Non si potrà mai
fcostruire un quadrato il cui grado non sia primo col modulo.

Fig 189. L_

60

35

68

79

3

63

il

67

19

6

44

14

52

21

36

38

76

46

41 48 29 73 62 70 9 13 24

16 27 40 51 32 75 56 64 8

66 2 10 26 43 54 31 78 59

M 58 69 5 12 20 37 53 34

47 28 80 61 72 4 15 23 39

22 42 50 30 74 55 71 7 18

1 17 25 45 49 33 77 57 65

Metodo Arnoux. - Sia un modulo n = r s e supponiamo r
* Pr*mì- Si comincia col formare due quadrati dì moduli

re poi gì sostituisce ognuno dei numeri di uno di tali quo-

31 36 29 ' 76 81 74 13 18 11

30 32 34 :175 77 79 12 14 16

35 28 33 ! 80 73 78 17 10 15

22 27 20 j 40 45 38 58 63 56

21 23 25 |39 41 43 57 59 61

26 19 24 . 44 37 42 52 55 60

67 72 65 4 9 2 49 54 47

66 68 70 3 5 7 48 50 52

71 64 69 8 1 6 53 46 51 1
F‘g. 190.
19 ~ Ghr*s[.  _ Mat„n diUu
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dratì, quello di modulo r, ad esempio, col suo prodotto per s'
operazione ciie non altererà evidentemente punto la magia
del quadrato. Si sostituirà quindi al numebo contenuto in cia-
scuna delle caselle di questo nuovo quadrato la somma di
questo numero con ciascuno dei .numeri del quadrato di mo-

67 72 65 j 94 99 92 175 180 173 193 198 191

66 68 70 93 95 97 174 176 178 192 194 196
\
! 71 64 69 98 9! 96 179 172 177 197 190 195

166 171 164 202 207 200 4 9 2 85 90 83

165 167 169 201 203 205 3 5 7 84 86 88

170 163 168 206 199 204 8 1 6 89 82 87

! 13
1

18 11 76 81 74 112 117 110 139 144 137

12 14 16 75 77 79 111 113 115 138 140 142

17 10 15 80 73 78 116 109 114 143 136 141
130 135 128 148 153 146 211 216 209 22 27 20

129 131 133 147 149 151 210 212 214 21 23 25

134 127 132 152 145 150 215 208 213 26 19 24
184 189 182 40 45 38 58 63 56 121 126 119
183 185 187 39 41 43 57 59 61 120 122 124

188 181 186 44 37 42 62 55 60 125 118 123

Fig. 191.

dulo s già costrutto. Con tale operazione ciascuna delle caselle
del quadrato magico di modulo r  conterrà s* numeri. Questo
quadrato ne avrà dunque r* s* e sarà magico

Esso risulterà formato dai numeri della serie naturale, il cui
primo termine sarebbe (1 + * » ) ; basterà dunque dedurre s* da
ciascuno di tali numeri per avere un quadrato costituito dai
n» = r5 s* primi numeri naturali.
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Il metodo è applicabile ad un modulo composto di numeri

?Dna volta costrutto un quadrato di modulo n = r s ^ c o ^
struirà, applicando la stessa regola, il quadrato di mo
emidi seguito per un maggior numero di fa ori. met0do.
pio di due quadrati di moduli 9 e 15 costrutti con
il primo {fìg. 190) è costituito di due quadrati 'dentici, di m^

dulo 3, e il secondo (fìg. 191) per mezzo d e l lo stesso qu
di 3 e d’un quadrato di cavallo, di modulo 5, di pas ' _
Altro metodo. — Consideriamo ad esempio un mo u

per poter applicare il metodo basta saper costrurre
drato di modulo C. in
Si dispongono le linee e le colonne del gruppo na

tre serie, senza modificarne Cordine. Il gruppo si rcw® q
diviso in nove compartimenti contenenti ciascuno 1
colonne. Ognuno di essi costituisce un gruppo fon a
di modulo C che può dare origine a numerosi qua ra 1‘ ..
stanti di questi nove gruppi sono in progressione a nti
in linea e in colonna, di ragione però diversa. 1 ‘ .0 3
formano dunque pure un gruppo fondamentale ‘ )t;m0
Sì costruisce un quadrato magico dedotto da q ~infiroie
gruppo e si sostituisce poi il numero che occupa e come
caselle, con uno dei quadrati magici aventi tale n ... nG
costante. 11 quadrato magico di modulo 3C sarò cos e
Applicando la regola ai gruppi naturali di mo «ò^parti-

troviamo che il primo di tali gruppi diviso mnove „fUpp0
menti dà, con le costanti relative a ciascuno di es , »
fondamentale ausiliario :

33
114
195

42
113
204

51
132
213

,, n,iadrato magicodal quale si deduce, con la regola già nota,
seguente, la cui costante è 369.

Fig. 192.

42 195 132

213 123 33

114 51 204
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Sostituendo ciascuno dei termini di questo quadrato con un
quadrato magico dedotto dal gruppo corrispondente, si otterrà
un quadrato magico di modulo 9.

11 gruppo di modulo 15, diviso in nove compartimenti costi-
tuiti ciascuno da 25 numeri, darà con le costanti di ciascuno
di essi il gruppo fondamentale :

165 190 215
540 565 590
915 940 965

da cui si dedurrà il quadrato seguente che ha per costante 1695.

F ig . 193.

540 215 940
i

965 565 165

190 915 590

Si sostituirà ciascuno dei termini con uno dei numerosi qua-
drati di modulo 5 che si è veduto come si possono costruire.

Cosi, per il modulo 21, si avrà il gruppo fondamentale :

469 518 567
1498 1547 1596
2527 2576 2625

da cui si deduce il seguente quadrato :

518 2527 1596

2625 1547 469

1498 567 2576

E si sostituirà ciascuno dei termini con uno dei quadrati di
modulo 7 ricavati dal gruppo corrispondente. È facile esten-
dere questo metodo al caso di moduli composti d’un numero
qualsiasi di fattori
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Quadrato magico di iato tre.

I primi nove numeri si possono disporre in quadrato
in una sola maniera (fìg. 195), che però si può ripe er diffe-
rietà per cosi dire, quando si vogliano considera e ,,
rentiiquadrati, effettivamente uguali, che differiscono
indicato-solo per avergli fatto subire ro-
tazioni di 90, 180 o 270» nel senso delle sfere
dell’orologio <ftg. 196 a 202) o per avere
seguito un ordine inverso nella distribu-
zione dei numeni, che dà però quadrati
identici a quello della flg. 195. L’ identità
consiste in ciò che le somme costanti
sono sempre ottenute coi gruppi 1 ,5 ,9 -
-i 0,7 - 3, 4, 8 - 2, 4, 9 - 3, 5, 7 - 1,6, 8 pa-
rallelamente ai lati del quadrato e 2, 5, 8 Fig. 495.
• t 5, 6 diagonalmente; dovendosi con-
siderare come quadrati magici effettiva-
niente differenti quelli sui quali la magicita e o e
aggruppamenti di numeri varii dall’uno all’altro.

4 9 2

3 5

1

7

8
6

8
1

3 4

1 5 9

6 7 2

1-1 1 8  |

-

5 3

Il 9 4

2  1 7  I
6

—
» 5 1

4 3 V

h

6 7 12 il

! 1 5 9 II

00

l_ !_Li]
B

1 6

5 7

9 2

Fig. 196 a 202.
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Metodi di De la Loubère
per quadrati magici d’ordine dispari.

Questo metodo è assai semplice. Si comincia col collocare il
primo numero nella casella media della prima riga seguendo
poi la diagonale fino al 5. Il 2 e il 3 che restano compresi nel
quadrato ausiliario A si riportano nelle caselle della stessa
situazione nel quadrato principale, come pure il 4 e il 5 che

A B

—
4

5

20
—

3 10 19

2 9 18 25
17 24 1 8 15 17 24
3 5 7 14 16 23
4 6 13 20 22 C
10 12 19 21 3

11 18 25 2 9

Fig. 203.

si trovano nell’altro quadrato ausiliario s. Poscia nel Quadrato
principale si comincia la seconda serie rii quadrato
locando il 6 immediatamente al disotto nuxnen c0 ?
un andamento diagonale con successive tr ‘ e.8f » uend0 P°!
è detto sopra. Si collocherà l’ il al disotto d ^ T 01'1’ come sì

Se si cominciasse collocando il primo nnm!L< 6CC'
qualunque si avrebbero dei quadrati magici per r ìg L T p e r
colonne, ma non sempre per  diagonali  F  ugno  e

La figura seguente dà la spiegazione della magicìtà della di-
sposizione ottenuta col metodo De la Loubère B Uta deUa ai
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Possiamo osservare che in questa figura si possono far su-
bire ai simboli 1,  2,  3,  4  e  5  un numero 1 • 2 • 3 • 4 • 5 = 120 di
permutazioni diverse, e ai simboli 0, 5, 10, 15 e 20 se ne possono

15 + 2 20 + 4 0 + 1 5 + 3 10 + 5

20 + 3 0+5 5 + 2 10 + 4 15+1

0 + 4 5 + 1 10 + 3 15 + 5 20 + 2

5 + 5 10 + 2 15 + 4 20  +  1 0 + 3

10 + 1 15+3 20 + 5 0 + 2 5 + 4

Fig. 204.

far  subire  l •2 •3 • 4 •5 = 24 ; s ic c h é  c o m b in a n d o  le

permutazioni  con  q ue ste  a lt r e  si  a v r a n n o  in  tu  °  e r a m e n te
quadrati magici, d e i q u a l i p e r ò 720 s o lt a n t o  so
distinti.

Quadrati m agici p an .
t ipi loro ordine na-

to un quadrato di 16 caselle disponiamo al loro posto i

I
l turale i 16 primi numeri (ftg. 205). Lasciar» a^ ri ovto ne
l numeri delle diagonali, permutiamo fra * Q sarà magico.
|  modo indicato  nella  flg.  206.  11 quadra o

1 2 3 4

5 6 7 8

9 10 11 12

13 14 |l5 16

1 15 14 4

12 6 7 9

8 10 11 5

13 3 2 l 16

Fig. 205. Fig- 206.
Fig- 207‘
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Metodo generale di De la Hire. — Per maggior chiama
applichiamo subito il metodo al quadrato di modulo 6. Si co-
struiscono due quadrati ausiliari!, il primo coi numeri dall’l
al 6 secondo queste regole :

t.° Nelle caselle della diagonale principale si scrivonoi nu-
meri 1, 2, 3, 4, 5 e 6 in modo che i numeri complementari siano
in caselle complementari, cioè nell’ordine naturale oppure in
quest’altro : 2, 6, 3, 4, 1, 5.

1 5 4  | 3 2 6

6 2 4 3 5 I

« 5 3 4 2 1

1 5 3 4 2 6

6 2 3 4 5 1

1 1 21  * 4 3 5 6
Fig. 208.

° l
30  ' 30 0 30 I 0  j

24 6 24 24 6 6
18 18 12 12 12 18

12 12 18 18 18 12

6 24 6 6 24 24

30 0 0 30 0 30

Fig. 209.

1 35 34 3 32 6

30 8 28 27 11 7

24 23 15 16 14 19

13 17 21 22 20 18

12 26 9 10 29 25
—-- ___ —--
31 2 4 33 5

3i )
Fig. 210.

2.» Ciascuno di tali numeri viene ripetuto nella casella a*
sodata verticalmente ossia, nella casella che nella medesima

p e rS ia ° CCUPa  ̂ ° 816880 0rdine a Partire dflUS
3.o Nelle caselle libere della prima colonna si iscrivono una

volta lo stesso numero già scritto in due caselle e tre volte il
numero complementare (p. es„ nel nostro caso, si scrive 1 e 6)
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senza  imporsi  un  ord in e,  m a  in  m o d o  ^
dizione  espressa  nel  N .  3  d e lle  r e g o le  s o t t o n d . c a .

4,1  numeri  c o m p le m e n ta r i  d i  q u e l l i  d e l  a  p r  m a  c o m

vengono  riprodotti  n e lle  c a s e l le  a s s o c ia t e  o r iz z o n t a lm e n t e  c o n

quelle  della  p rim a  c o lo n n a ,  n . , . n n (.  so n o
5.»  Le  caselle  lib e re  d e lla  s e c o n d a  e  t e r z a colonnet  s o n o

riempite  secondo  la  s tessa  r e g o la  s e g u it a  p e r  a  p r i
e  nelle  caseiie  assoc ia te o r iz z o n t a lm e n te a q u e l le  d l  <i

colonne  si  iscrivono  i  n u m e ri  c o m p le m e n t a r i .  1  q u
costituito  è  n ece ssa ria m en te  m a g ic o  s e c o n d o  e  n g  »

lonne e le diagonali. ... _ ir i.
Eccole  rego le  p e r  c o s t r u ir e  il  s e c o n d o  q u a d r a t o  a

1. c Nelle case lle d e lla d ia g o n a le - d i s in i s t r a s i is

numeri 0, 6, 12, 18, 24 e 30 d is p o n e n d o li in m o d o c h e a u
selle  com plem entari  c o n t e n g a n o  n u m e r i  c o m p le m e n  a r i .

2.  °  Le  caselle  a ss o c ia te  o r i z z o n t a lm e n t e  c o n  qu ®  ®

diagonale  ven gono  o c c u p at e  d a i  m e d e s im i  n u m e r i  c

pano  quelle  d e lla  d ia g o n a le .  .  ..  n ,
3.  "  Le  case lle  l ìb e r e  d e l la  p r im a  r i g a  v e n g o n o  r ie m p i

numero già sc ritto due vo lte n e l la m e d e s im a r i g a o
complementare  (p .  e s .,  n e l  c a s o  n o s tr o  c o n  10  o  c o n ó >• *:
seguire  un o rd ine  d ì  is c r iz io n e  q u a ls ia s i ,  im p o n e n d o s i  p

condizioni :
a )  la  r ig a  deve  c o n te n e re  t r e  v o lte  c ia s c u n  n u m ® ^ \ ’
* )  se una c a s e l la  d e l l a  p r im a r i g a d e l  p r im o q u a d

sìliarto  e  lo  c as e l la  a s s o c ia t a  v e r t ic a lm e n t e ,  c o n  e n g o  j c l

complementari,  la  c a s e l la  c o r r is p o n d e n t e  d e l l a  P n a * „ . , _ n n ta l -

secondo quadrato a u s i lia r io  e  l a  c a s e l la  a s s o c ia  a

mente  debbon o  c o n t e n e r e  lo  s te ss o  n u m e r o .  „  d e l la
i.0  Nelle  c as e lle  a s s o c ia t e  v e r t ic a lm e n t e  c o n  q  ^

prima riga si isc r iv o n o i n u m e r i c o m p le m e n t a r i a  i
figurano n e lla p r im a r i g a . .  si r je m p io n o

^  Le  case lle  l ib e r e  n e l la  s e c o n d a  e  t e r z a  r i  c a s e l le

nella  stessa m a n ie r a d i  q u e l le  d e l la  p r im a n S® f .  c o m p ie -
ftd esse assoc ia te v e r t ic a lm e n t e s i is c r iv o n o 1 r ie s c e m a -
mentari.  A n c h e  q u e s to  s e c o n d o  q u a d r a t o  a u s  r : tu 0.
gico  per  r igh e ,  c o lo n n e  e  d ia g o n a l i  c o m e  i  ^  io n a ie  d i  cu i
Resta però da dimostrare che la eiauso a
! m o  , -------soddisfatta- nrin gResta  però  da  dim ostrare  che  la  eia
1 N. 3 (a e ò) può essere sem pre so 1 nte pari non 31
Quando si tratti d’ un qu ad rato d0^ lem enta ri  nelle  c a * ® 0

bisogno d’ iscrivere dei  n um eri  cor\ d ra{,0 a usiliario ,  ® n
associate verticalm en te del  prim o q
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nracfì0 n0n t0rn< comodo’> e> se ne vengono inserite, la loro
zionaleT n° n *mpedÌ8Ce di soddÌ9fare alla cóndizione addi-

w110 (Juadrato semplicemente pari é impossibile
. 8re a 8 clausola restrittiva, se una riga qualsiasi del

n<-Airr,^U*a rat° aU8Ìdario ha tutte le sue caselle associate ver-
or-f-nnc»/1 ̂  *eccezìone fatta per i due quadrati della diagonale)
occupate da numeri complementari.
flnroLa«!!Se?Uenza’ c08truendo il primo quadrato ausiliario ed

. 0 a re£ola (3®), è necessario fare in modo che in eia-
«hhi» Una caseda almeno, non comune con la diagonale,
fit propria casella associata verticalmente occupata dallo
se si haU/i>12ler0 ^8le condizione può sempre esser soddisfatta

snn^BBaf)8 i l-fTiQdo di COstruire il quadrato magico. In ciascuna
corrisnnnaoSl-18f r.ÌVe la 80rama dei numeri scritti nelle caselle

A lt r o roxr 1 -6* quadrati ausiiiarii, come vedesi nella ftg. 210.
di m o d u l i - 1 possono seguire per ottenere quadrati magici
piu suU’argomentT 000 crediamo di dovere ^  insistere di

ì 1 1
99 3 97  |96 5 94 8 92 10

90  |12 88 14 ì 86 85 17 83 19 li

80 |79 23 77 25 26 74 28 22 71

31  ì 69 168 34 66 65 37 33 62 40

60 42 58 57 45 46 44 53 49 51

50 52 43 47 55 56 54 48 59 41

61 32 38 64 36 35 67 63 39 70

21 29 73 27 75 76 24 78 72 30

20 82 18 84 15 16 87 13 89 81

91 9 93 4 6 95 7 98 2 100

Fig. 211. — Quadrato magico di Modulo 10.
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H quadrato magico delia Villa Albani a Roma

LECTOR SI DOCTUS AOMIRATOR SI IGNARUS SCITO

QUADRATUS HIC MATHEMATICE CONSTRUCTUS

Ab uno v s q v e ad o c t o g int a unum 3321 u n it a t e s

incl udit q uj e l ibe t ips ius c o l umnas t a m i n l ine a

pl ana quam i n r e c t a e t t r a s v e r s a l i u n it a t e s

369Q V £ DUCTA: pe r NCV^EM g asd e m 3321 UNITATES

RESTITUUNT e t APPELLATUR MAXIMUS QUIA MAXIMAM

POSSIDET EX TENSIONEM VALE

Ca e t a n u s  G i l a r d o n u s r o m a n u s p h i l o t e c n o s

i n v e n t o r  A .  D. m d g c l x v i .

15 58 29 34 63 4̂ 74 41 6

7 27 31 81 23 76 80 18 26

38 8 30 71 47 20 21 78 56

73 19 25 42 10 33 50 65 52

22 55 72 1 45 60 28 16 70

79 35 39 66 2 48 17 24 59

14 64 69 12 77 3 51 68 II

46 36 61 53 40 43 4 54 32

75 67 13 9 62 37 44 5 57

Fig. 212.
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Diversi modi di generazione d ’uno stesso
quadrato magico.

Ciò die caratterizza un quadrato magico è P ordinamento
adottato per la serie dei numeri che lo costituiscono. Cosi, ad
esempio, il quadrato seguente a ordinamento obliquo, dedotto
dal gruppo fondamentale naturale nel quale la linea magica è
stata trasportata al primo posto è di grado 3 x — 3

45 41 30 19 8 4 28

40 39 18 14 3 27 44
35 17 13 2 26 43 39
16 12 1 25 49 38 34
11 24 48 37 33 15
6 23 47 36 32 21 10
22 46 42i___ 31 20 9 5

Kig. 213.

di grado 7 per il gruppo nel
questo ordine :

Questo  quadrato  si  può  anche
considerarlo come di grado 4 se
si  prendono  le  linee  del  gruppo
nell’ordine

22, 15, 43, 8, 36, 1, 29.

La variazione del grado di-
pende, come è evidente, dall»
modificazione della disposizione
delle linee del gruppo naturale.
Analoghe osservazioni si pos-
sono fare riguardo ai quadrati
con ordinamento a salto di ca-
vallo.

Cosi il quadrato della flg- 1̂’
(pag. 286) é a salto di 4 passi e
quale le linee siano disposte in

1. *6, 64, 37, 55, 19, 73, 10, 28
e cosi via.

Quadrati magici a scompartimenti.

Diconsi a scompartimenti quei quadrati magici che si possono
scomporre in un certo numero di quadrati essi pure murici

Proponiamoci p. es. di costruire il quadrato magico a scom-
partimenti, di ottavo ordine. Dividiamo i numeri dall’ l al 64 in
otto serie di otto numeri consecutivi ciascuna. Componiamo 4
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quadrati  di  4  ciascuno  con  due  di  tali  serie  che  siano  comple-
mentari (sono complementari la 1» e 1’ 8*, la seconda e la 7», eco.).
Disponiamo poi i quattro quadrati nel modo indicato in figura.
In questo quadrato a scompartimenti si può fare lo scambio

di due dei quadrati parziali senza che esso cessi di essere
magico.

1 63 62 4 9 55 54 12

60 6 7 57 52 14 15 49

8 58 59 5 16 50 51 13

61 3 18 64 53 11 10 56

17 47 46 20 25 39 38 28

44 22 23 41 36 30 31 33

24 42 43 21 32 34 35 29

45 19 18 48 37 27 26 40

F ig . 214.

. . ? * — Il quadrato magico di 6® ordine non si può
^ »l»rre in più quadrati magici.

t° ^ Un ̂ ua^ra^° magico a scompartimenti deve eviden-
p n e essere scomponibile in fattori ossia non primo.
nri C°ŝ ru*re il quadrato del 9° ordine si possono scomporre

ri».1111 * numeri in 9 progressioni aritmetiche di 9 termini
Cl8scuna e di ragione 9, cioè:

-H 1 • 10 • 19 • • • . . 73

H- 2 • 11 • 90  •  •  • • • 74

-f- 9 • 18 • 27  •  •  • . . 81

term in i  c ia s c u n o  p ro g r e s s io n e  si  fo rm a  u n  q u a d ra to

as fT? di 8° o rd irie ; q u es t i q u a d r a t i p a r z ia l i a v r a n n o P®
“• «C h e H i, i t i , 117, 120, 123, 126, 129, 132, 135, ch e co e titu isco n
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una progressione aritmetica ; si potranno quindi disporre ma-
gicamente queste somme come  i  quadrati  di  3  corrispondenti.
Si ottiene in tal modo il quadrato della flg. 215 nel quale non
si possono però scambiare i quadrati parziali come nel qua-
drato di 8° ordine.

71 8 53 64 i 46 69 6 51

26 44 62 19 37 55 24 42 60

35 80 17 28 73 10 33 78 15

66 3 48 68 5 50 70 7 52

21 39 57 23 41 59 25 43 61

30 75 12 32 77 14 34 79 16

67 4 49 72 9 54 65 2 47

22 40 58 27 45 63 20 38 56

31 76 13 361 81 18 291 74 11

Fig. 215.

A  zo n e .  —  U n ’a lt r a  m a n ie r a  d i  o t t en e re  q u a d r a t i  com posti  è
d ov u ta  a  F r e n ic le  e  c o n sist e  n e l  c in g e r e  un  q u a d ra to  magico
c on  un a  fa sc ia  p u re  m a g ic a ,  c ioè  ta le  d a  c o s t i tu ire ,  in sie m e  col

quadrato che ricinge, un nuovo qua-
drato magico, come vedesi nelle fi-
gure 216 e 217.

In  questo  modo  si  può  passare  da  un
quadrato pari ad uno dispari e vice-
versa.

Volendo costruire con questo proce-
dimento un quadrato magico conte-
nente i primi a* numeri, partendo dai
quadrato magico di {a — 2)1 numeri, il
procedimento più semplice consiste nel
riservare per le 4 (a - u caselle della

fascia i 2 (a - 1 ) primi numeri della serie naturale ed i 2
(a - 1 ) ultimi numeri. Cosi, per a = 7, ì numeri riservati per
la fascia saranno dall’ l al 12 e dal 38 al 49 inclusivamente-

3
24

7  |
y 25

22 12 17 10 4

21 11 13 15 5

18 16 9 14 8

1 2 19 20 - 23i
F ig . 216.
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La  somma  dei  n u m eri  c o m p re s i  in  c ia s c u n a  r i g a  d  u n  q u a

drato magico di m od u lo (n - 2) è } (n  -  2)  —  2)*  +  U ,

termine medio  e s s e n d o }  [ ( n  -  2 f  +  11.  C o s i  p u re ,  i l  t e r m in e

;  medio  in  un qu ad ra to  m a g ic o  d ’o rd in e n è -^ (n fj| renza  tra  i  due  è  2 [n -  1).  C o m in c ia n d o  d u n q u e  c o l  c o s t r u i r e

fascia,  p ro c ed e n d o  p e r  te n ta t iv i .  n u a d r a t o nucleo,  m a
11  m etodo  è  d u n q u e  r a z io n a le  r is p e t to  l  n n ì ic h ia m o lo  a l la

è empirico r is p e t to  a l l a  fa s c ia  a g g iu n  a .

costruz ione di  u n q u a d r a t o d i  m o d u lo .  n e l le  q u a l i

C om in c iam o  c o l  « . p o r r o  1 36 " uine" ' “ r “ *oe  q u e l l i la c u i
.1  c o r r is p o n d a n o  1  n u m e r i  c o m p le m e n ta r i ,  c io è  q u e

som m a v a le 37 ; a v r e m o : . _ _ —

1 2 3 4 5 6

36 35 34 33 32 31

j 8 » 10
30 29 28 27

U 12 13 14 15 16 17 18
>6 25 24 23 22 21 20 19
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Mediante otto qualunque dei numeri della prima fila ed t
loro complementari della riga inferiore formiamo un primo
quadrato di 16 numeri (4° ordine) valendoci delle regole in pro-

posito già esposte, prendendo i numeri
secondo il loro ordine crescente di gran-
dezza, per esempio :

1 - 2  -  3 -  4 -  5 .  6 - 7 - 8
29 - 30 • 31 • 32 - 33 • 34 - 35 • 36

in modo da ottenere la flg. 218.
Prendendo questo quadrato come- nu-

cleo centrale di quello del 6° ordine da
costruire si vede che, dovendo in questo

essere la somma magica ili, rimarranno da collocare in cia-
scuna riga, colonna e diagonale, due numeri la cui somma
valga :

Fig. 218.

= 3/.

-da ®g^ ungere saranno quindi coppie di numeri cor-
rispondenti nelle due file indicate in principio. Scegliamone

due  qualunque,  per  es.  9  e  28,  10
e 27 e collochiamoli ai quattro an-
goli del quadrato in modo che i
complementari formino diagonale.

Ora nell’ ultima riga bisognerà
collocare numeri la cui somma
valga;

i 9
23 25 26 18 10

: 20 1 35 34 4 17

15 32 6 7 29 22

16 8 30 31 5 21
24 33 3 2 36 13

27 14 12 11 19 28

Fig. 219.

I l i -(27  +  28)  =  56
Fra i numeri (non complemen-

■ari) non ancora adoperati osser-
viamo che :

11 + 12 -f H + 19 = 56

Dunque disponiamo comunque questi quattro numeri nella
ultima riga e nella prima, al posto corrispondente, i loro
complementari.

Analogamente si vede che nella primo colonna mancano 4
numeri lo cui somma deve valere:

111 - (9 + 27)= 75
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Tra i numeri (non complementari) non adoperati troviamo

15 + 16 -f 20 + 24 = 75

quindi disponendoli nella prima colonna e i loro complementari
o! posto corrispondente nell’ultima colonna, avremo il quadrato
completo.

45 21 22 23 24 39 40 46

27 55 12 11 14 47 56 38

30 15 61 3 2 64 50 35

32 52 8 58 59 5 13 33

34 48 60 6 7 57 17 31

36 16 1 63 62 4 49 29

57 9 53 54 51 18 10 28

19 44 43 1 42 ì 41 26 25 20

a on analogo procedimento si passerebbe dal quadrato del <<„
pUe o di 8° ordine (fìg. 220) e così successivamente.
e.r costruire il quadrato di 5° ordine si comincia col co-
Ulrne nel modo indicato, uno di 3° ordine, dal quale si passa

'duello  di  5°  ;  da  questo  si  otterrebbe  quello  di  7°,  ecc.

40 '
2 3 42 41 46

38 31 13 32 35 12

39 30 26 21 28 20 H

43 33 27 25 23 17 7

<i 16 22 29 24 34 44

5 15 37 36 18 .9 45

; 4 49 48 t -47 8 9 'io
Fig. 221. ■ -■+=

** - (ìh k k s i.  — Muteni. dilett.
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A Croce. — La figura seguente rappresenta un quadrato ma-
gico a croce. Un quadrato magico a zone si può sempre tra-
sformare in un quadrato a croce, nel seguente modo.

Consideriamo il quadrato a zone, del 6° ordine ottenuto pre-
cedentemente (flg. 219) e scomponiamo il suo quadrato interno,

1 35 16 21 34 4

32 6 20 17 7 29

25 26 9 10 23 18

12 « 27 28 14 19

» 30 24 13 31 5

| 33 3 15 j 22 2 j 36I__
Fig. 222.

di 16 caselle, in quattro quadrati uguali, disponendoli nel modo
indicato nella fig. 222. Quanto agli altri numeri li collocheremo
in modo che tanto le diagonali, come le righe e le colonna
conservino gli stessi elementi come nel quadrato a zone.

A intelaiatura. — Se invece di disporre ì numeri del qua*
drato interno nel modo testé indicato, sì dispongono come
nella flg. 223 si ottiene un quadrato magico a riquadri ; nella
sua composizione occorrerà tener presenti le stesse norme so-
pra indicate per quello a croce.

À



30? -

Quadrati doppiamente magici o satanici.

I. - Conquesto nome vengono designati quei quadrati magici
[sche riescono ancora tali sostituendo, rispettivamente, a ciascun
£numero situato nelle loro caselle, lo stesso numero innalzato

ad una certa potenza x.
I Cosi ad es. il quadrato magico di modulo 8 qui rappresentato,
| iclie ha per costante 260, è ancora magico sostituendo ai suoi

numeri i rispettivi quadrati, ed ha allora per costante ti • 180.

1

5 31 35

19 9 53

60 57 34 8 30

46 47 56 18 12 !

39 52
r

27 ì  11

24 3 14 44 ì 50

Fig. 224.

h problema non è possibile per il quadrato di modulo 3 con
numeri disuguali, come pure per quelli di modulo 4 con sedici
numeri consecutivi.
Costi ad es., supponiamo un quadrato formato dei primi i6 nu

“'eri consecutivi; si ha in tal caso 34 come costante del qua-
drato di primo grado e 374 come costante di quello di 9eco
Brado, u numero jg» _ 256 dovrà appartenere almeno a

Ser'e> ina la differenza :
374 — 256 = US

fon é componibile che in una sola ‘ n “ “ sicch'èTim-
tfe quadrati differenti due a due, cioè 1,  3b  ed  81  Sicché  eira
Possibile formare un quadrato magico di secondo «rado con
Sed»c i numeri c o n s e c u t iv i .
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Furono costruiti quadrati satanici di 8, 9,10 e 14 caselle di lata 1
. * i possono anche formare quadrati semplicementem

' 1 1 * u.na mosìcità particolare, quadrati cioè non mastiti
c e o diventano innalzando per es. e quadrato ciascuno

oei loro numeri, come ora vedremo.

P ! + q - ~  r » — s2

i

i
1

2 (q r  - f ps)

■ ' ........... - 3:

2 (93 - pr)

2 (qr —ps) P 2 + r * - <2» - 5»

i

2 (r s f p</)

2 (qs - f pr )

1
! 1

2 (rs —pq) |p* q. 5« _ q%_ r >

1
111
1

------------  !

Fig. 225.

H quadrato che si può formare con le espressioni algebri
indicate, assegnando valori qualunque alle diverse lettere, rie
magico per colonne e per righe, innalzando a quadrate
espressioni stesse, ma non per diagonali. La  costante  è

P* + ?*•+ r* + s*

Dando ad es. i valori seguenti, alle lettere:

p — 2 <7 = 6 r = 3 s = 4
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Le espressioni di cui sopra daranno luogo al quadrato che
segue nella flg. 226 dal quale, innalzando ciascun termine a
quadrato, si ricava quello magico la cui costante è 4225.

Quadrati diabolici.

Col nome di quadrati magicamente magici o rg
gono designati quei quadrati nei quali oltre ■a ottenere
somma costante nei 2 (n -f l) modi soliti, la ^prtremo me-
ta molti altri modi, regolari o geometrici, eom
èlio con esempii che con lunghe spiegazioni. . f „npre /per
Nel quadrato della flg. 228 la costante 34 si Pu0 ere dlspo-

quaternelin 86 maniere; 70 di queste s itrQvaa° a . rileva dalle
tiìione geometrica, simmetrica per coppie., co
unite flg, 229-230 ottenute congiungendo a ---- —,
forma di quadrilatero chiuso i 4 numeri
di ciascuna combinazione. Sei sono sem-
itici. Le altre 10 sono le solite par co"
lonne, ecc.‘onne, ecc. . ,a
Con regole analoghe a quella di De

Coubère (V. pag. 294) sì possono costruì
quadrati diabolici d’ ordine 6 n ± h ®

. . .  .  ~  KloAH-nfl aa o t - Fig- 228.
«.uadreti diabolici d’ ordine b m . , ___
tare il Ĵ es r̂*zione però, che bisogna adot-

ovlmentodi caoalioanziché quello
qejj, *̂ ere Per determinare le caselle cheessere occupate dai numeri consecutivi e che, per i

— »i cinque, è necessario stabilire
n o f o

S U a dr^H  eS>S e r e  O C C U P a t e  d a i  n u m e r ì  c o n s o i i v , . . . .  -dgjj l ’ordine superiore al cinque, è necessario stabilire
uum regole speciali per passare dalla casella occupata dal

ero kn  a quella occupata dal /cn-f-t.
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La flg. 232 fornisce un esempio di quadrato diabolico di mo-
dulo n = 5. Non esiste quadrato diabolico per n = 3. Con n = 4

si hanno 48 quadrati diabolici. Se è un numero naturale di

| spari non esiste quadrato diabolico di n.  Se  è un  numero

: naturale dispari, non divisibile per 3, è possibile costruire qua-
drati diabolici di n.
r Metodo dell’Autore, — Operando con questo mio metodo la

restrizione di cui sopra non è necessario essendo esso generale
1 per i quadrati diabolici d’ordine dispari.

Fig. 232.

23 6 19 2 15 6 |_ _
4

4 12 25 8 16 1 1

10 18 1 14 22 3 !

li 24 7 20 3 5

17 5 13 21 9 1
2 Fig.233.

Si comincia da una casella qualsiasi, col Pr̂ °
fa poi verso sinistra un salto di cavallo mo j ca ,• h ì2x 3
di comprendere un rettangolo di 2 x 4 c®se 1̂®’ de cosi fino
come r.el salto usuale del gioco di scacchi. P gto eSem-
ad aver collocato l’ennesimo numero» cioè i 1 , posto
pio. Si colloca allora il numero successivo ( ) H

Fig.234.

6 13 20 22 4 II* 12 25 8 16

17 24 1 8 j15 "io 18 1 14 22

3 10 12 19 21 11 l247 20 3

14 16 23 5 7 17 5 13 2t 9

25 0 9 11 18 23 6 19 2 15
Fig. 235.

nella diagonale ascendente di sinistra come
««ra 233; si dispongono il 7, 8, 9 e 10 a salto di ^avallo come
sopra, e l’ U si colloca in diagonale con la regola indicata p
» Tec„s, ita. Si ottiene in tal modo il quadrato d iad ico
della tìg. 234.
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Partendo dalla stessa -casella e seguendo il metodo di Dell»j
Loubére modificato nel modo precedentemente accennato si ot-1
terrebbe il quadrato della flg. 235. In entrambi si ha la sommi]
costante (66), oltre che per le solite diagonali, righe, colonne1
e diagonali spezzate, per altre molte combinazioni simmetriche
quali le seguenti, fra le tante :

Fig. 284. Fig. 335.

6  +  13  +  14  +  17  +  5 4 + 12 + 18 + 10 + 21
21 + 1 + 12 + 10 ( <8 18 + 1 + 7 + 24 + 15
12  +  19  +  5  +  23  +  6 7 + 20 + 21 + 13 + *
64" 7 + 18 + 11 +24 2 1 + 9 + 1 5  +  2  +  1»

Stesse figure secondo l’altra diagonale

6 + 4 + 18 + 25 + 12 4 -f 16 + 15 + 23 + 7
24 + 8 + 5 + 1 6 + 1 2 ] 18 + 14 + 21 + 5 + 7
20  +  2 1+0  +  3  +  12 j 25 + 3 + 19 + H + 7

1 + 19 + 23 + 10 + 12 | i f 20 + 13 + 24 + 7
___ t ___

6 + 13 + 2 + 25 + 19 eco. ! 4 + 12 + 6 + 23 + 20 eoe.

Le fig. 236 e 237 rappresentano quadrati diabolici di moduli
ed li ottenuti col mio metodo sopra esposto.

48

26

31

36

21

30

42

20

47

25

19 1 39 28 10

46 35 17 6 37

24 13 44 33 15

2 40 22 11 49 :

29 18 7 38 27

14 45 34 16 5

41 23 12 43 32

Fig. 236. — Somma costante 175,
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r~ -94 66 27 120 81 53 14 107 68 40 1

85 4i. 18 100 72 44 5 98 59 31 113

76 37 9 91 63 24 117 78

1
o

1
"

22 104

56 28 121 82 54 i7 108 69 41 2 95

47 19 101 73 34 fi 99 60 3? 114 86

38 10 92 64 25
—

118 79 51 12 105 77
— — — — — ________

29 iti 83 55 lo 109 70 42 3 96 57
— — — — ____ _ _

20 102 74 35 1 89 61 33 115 87 48
' — — _  - ,. _  .  .

11 93 65 26 119 80 52 13 106 67 39

112 84 45 17 n o 71 43 4 97 58 30
' --- . ■---

103 75 30 » 90 02 23 116 88 49 21

Fig. 237. — Somma costante 671.

Quadrati cabalistici.

Sono  quelli  a d  u n  te m p o satan ic i e diat>0̂ ' J !'1  Q u e s t e  c o n -
titi  quad rato  ca b a li s t i c o  con n  t a le  c h e  s  g jo  un  n u m e ro

dizioni  .  N on  s ia  p r im o ;  n o n  s ia  u g u a l e  a  ’  im i  a l la  p r im a

composto  av en te  p e r  f a t t o r e  i m o o p i c i " 1™ j e j  „ ueuj r a t i
potenza  so la m e nte .  S i  p o s so n o  q u in d i  c

cabalistici co n n = S e co n n — 9-

Quadrati magici derivati.

*• — O ttenuto, coi metodi in dica ti,  un qu adrato m ag ico , se ne
Possono derivare infiniti a ltri, sia aum enta ndo ogni suo num ero
d’una m edesima quantità 3  cioè costituendolo con una pro-
gressione nuova, di ragione r -J- o, se r  era la ragion e de lla
Progressione prim itiva , sia in a ltri m odi. Cosi, per esem pio.
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sia il quadrato magico (fig. 238)  f o r g i a t o  c o n  * a  progressioni
3 • 5 • 7 ........19 ; posso formarne uno nuovo aggiungendo al
primo numero 1’ultimo moltiplicato per un numero qualunque
ad esempio per 10, al secondo i' penultimo parimente me
plicato per 10,'e cosi via.

Numeri primitivi :
3 - 5 - 7 ........... 19

Numeri nuovi :

3 + 190 5 + 170 7 + 150.........  19 + 30

9

7

19 5

1511

17 3 13

Fig. 238.

139 49 175

157 121 85

i

1 67
1

193 103

Fig. 239-

Ottengo cosi il quadrato fig. 239 che necessariamente è ma-
gico e la cui costante é :

3 x (i l + 110) = 363

*1 . — L a s e r ie d e i n u m e r i e o i q u a l i s i p u ò fo r m a r e u n q u a r
m a g i c o  p u ò  e s s e re  u n a  p r o g r e s s i o n e  a r i t m e t ic a  o p p u r e  u
s e r ie  d i  d iv e r s e  p r o g r e s s io n i  a r i t m e t ic h e ,  n e l  s e g u e n te  mo

n  n u m e r i :

a  a + r a + 2r a  +  3 r ............... a + (n — l ) r

o p p u r e  -.

[a + (n.— 1> r + m) [a + ( n  — \ \ r  — m] + r

[a + (n — 1) r + m ] + 2 r ............... [à + (n — i ) r + m ] 	+ (n 	 -  O **

e cesi via. Si può assum ere n i  negativo e di gran d ezza com-
patib ile eoirennesim o num ero della serie ordinata in quadrato
m agico per ev itare ripetizio ni,  com e ad esem pio, nel quadrato
(fig. 240) di m odulo 3 nel quale r = l m = —6, e che sarebbe
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derivato dall’altro della fìg. 241. Evidentemente il quadrato ma-
gico derivato non è altro che quello diretto che si sarebbe ot-
tenuto coi numeri 3, 4, 5,7, 8,9, li, 12,13 cioè con r  = 1 ed m = 2.

7 5 12

13 8

il

3

4 9

Fig. 240.

14 19 12

13 15 17

18
i

11 16

Fig. 241.

27 41 45 9 13

3 17 31 35 49

39 43 7 21 25

15 29 33 47 11

51 5 19 23 37

Fig. 242.

Sia, ad esempio, il quadrato magico (flg. 242) nel quale u - 3
ed r = 2. Nel nuovo quadrato possiamo lasciare tali e quali ì
primi cinque numeri. I successivi cinque potranno essere ad
«sempio :

11 + 4 = 15 15+2 = 17 17 + 2 -19

19 + 2 = 21 21 + 2 = 23

e 'a terza serie di cinque :

23 + 4 = 27 27 + 2 =29 29 + 2 = 31

3! q. 2 = 33 33 + 2 = 35
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III. — In un quadrato magico, di iato 3, ad esempio, dispo-
niamo  ordinatamente  al  posto  dell*  l,  2,  3 ...........dei numeri:

primi termini siano a, b, c. Avremo, per colonne, le somme.

In modo analogo, si possono formare
quadrati di modulo qualsiasi, derivan- ~ ;——---------
doli da uno di quelli di cui abbiamo
studiato la formazione, scegliendo i pri-
mi termini di ciascuna progressione in modo da evitare ripe
tizionl di numeri.

a  a x  a - f 2 »

b  b  +  x  & + 2 a>

c c -f x c 2 x

costituenti cioè tre progressioni aritmetiche di ragione x, ' cui

per righe :

a  +  6 - fe - f3 a >

prima diagonale :

seconda diagonale :

a + b -f  c  + 3 xFig. 243.

Affinchè il quadrato sia magico dovrà dunque essere soddi-
sfatta questa equazione :

«  + 6 + c = 3ò ossia a c  = i  b

dovremo fare :

Esempio. — Facciamo •.
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Esempio. — Dal quadrato a cavaliere di modulo 7 indicato
nella flg. 245 si può dedurre quello della flg. 246 facendo:

® = 3 a = 1 ò = 5 c = 9
d - 25 e =  30  /  =  47 g = 32

48 9 26 3P 4 21 31 Il 47 8 37 47 10 27 36

7 17 34 44 12 22 39 19 15 45 35 17 25 56

8 25 42 3 20 30 47 1  5 34 65 7 24 33 44

7 33 43 il 28 38 8 12 42 32 14 43 53 16

24 41 1 19 29 46 14 31 62 4 21 30 41 23

32 49 10 27 37 5 15 39 50 11 40 50 13 9

40
1 18 35 45 1 13 23 59 1 18 48 38 20 28

Fig. 245. Fi£- 246‘

IV. — Un quadrato magico lo sarà ancora modi^ 7 a u e llo
umeri eoll’aggiungervi accanto lo stesso numero ^ La
ella corrispondente casella di un altro quadra■ ° ^ co^do
g- 248 dà un esempio dei primo caso, e la 113.

40 95 18 1

29 51 73

84 7 62

V) Anche ripetute volte se
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ccorre però osservare che le unità del medesimo ordine ab»
ìano a corrispondere ; cosi per es. il 7 non diventerà nel nostro

caso / ma 707; in altri termini si deve considerare il 7 come ft.
• — Si è già veduto come si possano formare quadratimi-

gici a prodotto; un caso «particolare ne sono i quadrati apò-
enaa, dei quali le flg. 252-253 forniscono un esemplo,

i avrà un quadrato magico di questo genere ogniqualvolta

34 3» 3’

3» 3S 37

38 3 3«

Fig. 252.

81

27

25683 9

243 2187

8561 3 729

Fig. 253.

F
9 2

5 7

L 1 6

Fig. 254.

710 7« 75

V 7» V

7‘9 7S 714

Fig. 255.

gli esponenti siano tali da costituire un quadrato magico; in-
fatti nel nostro caso essi formano quello fondamentale. Sicché
sarebbe magico, ad esempio, il quadrato della flg. 255 poiché in
ogni riga, colonna o diagonale si avrebbe come -prodotto
ossia 7,,KS.

V I.  — Quadrati nei quali la costante è uguale ad un mittt~
simo determinato. — Questi quadrati si formano partendo da
un quadrato magico del medesimo modulo e aggiungendo a cia-
scun numero di esso un numero che si determina col calcolo»
a seconda del millesimo scelto.,Consideriamo un millesimo di-
visibile per 3 ad es., e sia 18%; dividendolo per 3 si ha per quo-
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liente 632; questo è il numero che dovrà occupare il centro del
quadrato e, naturalmente, deducendone 4 si avrà il primo nu-
mero della serie cioè 628 (Fig. 256).
Si può anche dedurre dal millesimo la co-

stante 15 del quadrato di modulo 3, 1896 —
-15 = 1881; dividere il resto per 3, ossia
188!

- = 627 e questo sera il numero da3 ag-

giungere a tutti i numeri del quadrato di mo-
«dulo 3 fondamentale.

| Se il millesimo

631 636 629

630 632 634

635 628 633

Fig. 256.
è pari, ma non divisibile

per 4, si comincia col sottrarre da esso la costante 34 del qua-
gdrato di  modulo 4,  poi  si  divide il  resto per 4 e si  ha il  numero

” fisso da aggiungere a ciascun termine
del quadrato magico di modulo 4, il quale
dovrà quindi cominciare, per esempio, nel
caso del millesimo 1862, con 458 e termi-
nare con 473.

Nel caso del millesimo 1910 9i avrà
dunque :

J ? ! ^ 4 - = 469

1470 484 483 473

481 475 476 478

'477 479 480 474

482 472 471 485

Fig. V>1.

Diagrammi geometrici dei quadrati magici.

Se in un quadrato magico si riuniscono con rette i^ o o U -
sueeessivi per ordine di grandezza, si ottiene
gonale avente per estremi il
numero più basso o il  più alto,
che è caratteristica del qua-
drato stesso. Molte volte tali
linee sono di disegno elegante
n potrebbero servire come aiu-
to mnemonico per ricordare la
formazione del quadrato. La li-
nea poligonale, unica nel caso
di n = 3, è rappresentata nella
figura 258. È assai semplice e
quindi facile a ritenere, e può
essere di giovamento per lo co-
struzione rapida di quadrati
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di modulo 3 a numeri elevati, come pure per quella di quadrati
composti (V. pag. 290-201). Le fìg. 259-260-261-262 corrispondenti

rispettivamente ai quadrati delle flg. 263-264-265-266 fo rn isc on o
e se m p i delle linee poligonali accennate, il quadrato della flg. 264
è  a  cintura.
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1 2 19 20 23

16 2 3  113
18 Hi 9 14 8

5 11 10 8
21 11 13 15 5

9 7 6 12
22 12 O 10 4

4 14 15 1
3 24 T

6 25

Fig. 264.

r- Ghkrsi.  - Matem. diUtt.

15 8 1 24 17

16 14 7 5 23

22 20 13 6 4

3 21 19 12 10

ì 9
2 18 18liL
Fig. 266.



POLIGONI MAGICI

Rettangoli.
Si possono costruire rettangoli magici, nei quali cioè le co-

lonne donno una somma magica e le righe una somma pure
magica, in generale diversa dalla prima. Queste due somme
non possono essere stabilite comunque per un dato rettangolo'
Cosi, ad es., in un rettangolo di 5x8 = 15 caselle la somme
totale dei termini (serie dei numeri naturali a cominciare
dall’ 1) è data da:

15x16 = 15x8

numero' rtlQgica d’una riga dovrò essere 13 di tale
ossia 3 x 8 = 24 X  ̂~ 40> 6 la somma magica d’una colonna ’ s

UambU  s“ òl  o  p.rH m8el° 0  " "  “
SUo°terminUrw,!!. a! yetten801o magico 2 x 1 ; si scrivono i
uguali a 9 • 6 in mo<ìo avere le somme per colonne

4 2  3  4

elemem^uno^per c'inscuna^olonnaMa6
tali elementi costituiranno una S ?U1 somma Valg ’
spooicnti. L'aura rigo, come si ,£ * â rti^ ’‘tU0 ^

Fig. 267.

1 7 6

1
*

8 2 3 5



J in modo analogo si procederebbe per costruire il rettangolo
| dispari di 3x 5 (flg. 268).
f- ..\ ------r~- - ■■■ "-f ■ i-------f. s t 13 10 4 12

Fig. 268. 8 2 11 14 5 {
| lL̂T-  —  *!-  ~  - --- '
l Ecco ora un esempio di rettangolo magico di 4 x 8 ; le somme
J per colonne danno la costante 66 e per righe 132.
i
fy
f
ìi
ì Fig. 269.

M 15 14 5 4 22 23 32

8 26 6 13 21 3 31 24

25 7 27 20 12 30 2 9

16 18 19 28 29 11 10 1

Triangolo.

1 13 10 4 12

15 9 3 6 7

8 2 11 14 5

?
4

»
\

Nella flg. 270, composta di triangoli equilateri concentrici, i
numeri dall’ 1 al 27 sono disposti in modo da avere la costante
96 come somma dei sei situati su ciascun lato esterno; e la
costante 61 per i tre lati del secondo triangolo a quattro numeri
ciascuno. .



1 + 8 + 5 + 9 + 2 = 2 5
2 + 9 + 4  +  7 +  3  =  25
3  +7  + (i +  8  +  1  =  25
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K  La  proprietà  del  t r ia n go lo  m a g ic o  fig .
.  leguenti  somme  m agiche  ;

4 + 8 + 16 + 3 = 3i

2 + 16 + 7 + 6 = 31

1 + 16 + 9 + 5 = 31

15 + 1 + 16

11+2  +  16

12 + 1 + 16

273 consiste nelle

+  3  +  10  =  45

+  3  +  13  =  45

+ 2 + 14 = 45

4 + 15 + 8 + 11 = 38

6 + 7 + 12 + 13 = 38

5 + 9 + 10 + 14 = 38

4 + 8 + 15 + 1 + 12 + 7 + fi = 53

4 + 8 + 11+2 + 14 + 9 + 5 = 53

5 + 9 + 10 + 3 + 13 + 7 + 6 = 53



— 32fc —

Fig. 275.
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Nel triangolo della flg. 274 i gruppi del genere di quelli, indi-
cati nella flg. 273 danno pure somme magiche, in gran parte
però diverse dalle precedenti, cioè :

37 in luogo di 3t
35 * » 38
56 * » 53

La flg. 276 offre un altro esempio di questi triangoli.
; Nel triangolo di lato 3, invece delle quattro somme magiche
se ne hanno soltanto due, al massimo, come negli esempli
delle flgg. 276-277-278.
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7 + 5  + 2 + 6 = 20
8 + 5  +  3 +  *  =  20
9 + 4  + 1 + 6 = 20

7 + 2 + 5 + 3 + 8=25
7 + 2 + 6  +  1 +  9=25
8 4-3  +  4  +  1  +  9  «  25

Triangoli a perimetro magico.

Sui oertici e sui lati d’un triangolo disporre i primi noce nn-
meri interi in mouo che la somma dei quadrati dei é nu*
meri disposti sopra un lato sia costante, qualunque sia d
lato considerato.

d

a*	+ 	ò*	+ 	c»	 + 	d*	= 	? d«	 + 	e* + 	p + 	gt = r
p* + h* + i* + a* = g
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^Addizionando:

- a »-fd , + g, + (a , + ò* + c, + d* + e* + f* + Ot f /i * + 4*) = 35

‘ La «quantità in parentesi è espressa da

9 (9 4-1) (2 x 9 + 1 )_ „85
6

per cui :

a* + rt* + e» = 3 (| - 95)

Risulta da ciò che la somma dei quadrati dei tre numeri posti
ai vertici del triangolo deve essere divisibile per 3, e per con-
'seguenza questi quadrati sono della forma :

Mult.  di  3  o  Mult.  di  3  +  1

Le sole ipotesi che si possono fare
dunque :

sui  r

(T = 3 d = 6 0 = 9

oppure :

a — 1 d = 4 0 = 7

o infine:

a = 2 d = 5 y  =8

La prima non è ammissibile poiché se ne deduce:

a* + d* + g* — 126 = 3 (? - 95) da cui ? =■ 137

La (l) diviene allora :

ò* + c’ = l  — (a* + d »  = 92

da cui :
(ò + c)* = 92 - 2 bc = Mult. di 4

La somma b + e essendo pari, b e c sarebbero della stessa
Parità j ora combinando in tutti i modi possibili i numeri pari
Vi,  8, o i  dispari 1, 5, 7, non si può ottenere come somma dei
quadrati di due qualunque tra essi il numero 92.

Cosi pure è da scartare la seconda ipotesi perchè essa dà.

a» + a* + gt = 66 = 3 (? - 95) da cui ? = 117
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s — (a* + d*l = (20

La  ( 1) diviene allora:

b* + e* ̂
«la cui :

{b 4- c)’ = Muli, di 4

6 C 8000 de^a stesso parità; tn« la somma deiqi*
190 e In fUe ^ua*un(fue de* numeri interi 3, 5, 9 non può esseri
dpi nn,« 8 ^SS° Vale per la 80mnia Uei quadrati di due qualunqi»
dei numeri pari 2, 6 od 8. Restano dunque ì valori

a = 2
Se ne deduce :

3  ('  -

Per conseguenza :

à* 4- c* * 97 e* -j- p  _ 37 hì + p „ 58

numeri rimanenti j, 3,  4,  (i,  ’  e  9  sono  tutti  della  forai

Mult. di 3 o Mult. di 3 4-  1

? é di visib ili rper 8?n° quindi delia forma medesimo, e siccor
dei quadrati /? s3 • segue (poichè a* = 4 e ri* = 25) che a
forma Mult dì i . °  6  f° rma  Mult'  di  3  +  1  e  l’altro  del

Inoltre la somma2/}***!6 t applicabìIe ai quadrati e*, ed h\
è pari e l’altro dÌ8Dari+ \L ess.endo disPari, uno di tali numi

P • Non si può dunque avere che :

oon; "  “  ’  0PPUre 7 3 oppure» ,  oppure 6

r — fì oppure 4 3 oppure 9 7 oppure 1

e l’esame di queste varie ipotesi dimostra che si ita b = 9 1c ~ 4 oppure b « 4 con c = 9.
Le stesse prove fatte per e*, f» con i numeri rimanenti 16 e 7 ci danno :

e  — I con f =a ti
Infine :

od e ~ a con r « ì

*  = 3 con k  — 7 od t = 7 con /t  tea  3
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Ecco dunque in figura la so-
luzione del problema.
Si può osservare che si ha in

pari tempo :

a  +  ò  +  c  +  d==  20

<*  +  <?+/  +  £  =  20

9 + h + i + a = 20

Fig. 280.

Pentagono.

Nei pentagoni concentrici dellu flg.28t i numeri dall’ 1 all’ SO
sono  collegati  in  modo  da  avere  per  ciascun  lato  la  somma

5



costante 254, 248 e 122 rispettivamente nel 1° 2° e 3° pentagono
a partire dell’esterno; inoltre le somme dei numeri che occu-
pano i vertici dei quattro pentagoni sono uguali a 92.

Esagono.
Negli esagoni della fig. 282 abbiamo i numeri dall’ ! al 73 di-

sposti in modo che ciascun lato ne contenga rispettivamente
7, 5 e 3 e tali che :

t.° Nell’ esagono esterno la somma di 7 numeri di ciascun
lato é 259, nel medio 185 e nel centrale 111.

2. ° In ciascuno dei tre esagoni la somma dei numeri occu-
panti i vertici è uguale a 222, come pure quella dei punti medii
di ciascun lato.

3. ° Le diagonali dell’esagono hanno per costante 259 come
i lati dell’esagono esterno.

4. » Le congiungenti i punti medii dei lati opposti hanno
pure per costante 259.
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Stelle magiche.

.. - Nella stella esagonale della flg. 283 abbiamo queste
somme costanti :

10 + 2 + 12 + 3 + 1 1 + 1  —  39

5 + 9 + 4 +  7 + 6  + 8 = 39

10 + 5 + 8 + 6 + 11= *0 2  +  9  + 5 + 8 + 1 = 25

10 + 5 + 9 + 4+ 12 = 40 2 + 9 + 4 + 7 + 3 = 25
11 + 6 + 7 + 4 + 12 = 40 3 + 7 + 6 + 8 +  1  =  25

**• — La flg. 284 rappresenta
•aerate coi numeri progressivi
le seguenti somme costanti :

a stella di cinque punte nu-
li '!  al  15 in modo da avere

8  +  6  +  9  +  14  =  37

9  +  7  +  10  +  !»  =  37

10 + 8 + 6 + 13 = 37
6 + 9 + 7 + 15 =*■ 3‘
7 + 10 + 8 + 12 = 37
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1 + 2 + 4 + 15= 22

2+3+5-4-12 = 22

3 + 4 +1 +14 = 22

4 + 5 + 2+11 = 22

5 + 1 + 3 + 13 = 22

1 +  8  + 5 + 13 = 27

5 +  7 + 4 + 1 1 = 27

4 + € + 3 + 14 = 27

3 + tO + 2 + 12 = 27

2 + 9 + 1 + 1 5 = 27

11 + IO + 13 = 34

13+6 +15 = 34

15+7 +12 = 34

12 + 8 + U = 34
14+9 + 11 = 34

IO + 13 + 6 + 3 = 32

6  + 1 5 + 7  +  4  =  32

7  + 12 +  8  +  5  =  32

8 + 14 + 9 + 1 = 32

9 + 11 + IO + 2 = 32



POLIEDRI  M A GIC I

Ottaedro magico.

Collocare in ciascuno spigolo d ’un o ttaedro e nel  p u n t o m ecT

d’ogni sua costola dei num eri ta l i da aoere som
stante per ogni serie corrispondente ad una cos o a.

c

Fig. 285.
ó- . to ip costole dovrà avere
S'a r la somma costante. Essendo' 1 numeri aglì spigoli, che
'a + c  in cui S è la somm  e ^ la somma dei numeri
furano quattro volte nelle ^ " ‘zono computati una volta solo.
‘ Punti medi delledostole, che vengono v
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li problema non è possibile coi primi 18 numeri, ossia in ge-
nerale. con 18 numeri in progressione aritmetica. Infatti do-
vremo avere :

3:  + a -f  S = 41 eco.

Affinchè non si abbiano numeri ripetuti occorrerà che le

1U  UVtUIIlM  UV/t  to  1  «V»  f  - ----' ------

numeri naturali tale somma è 171, e dalla formolo di ^ si ae u
che i valori di S non potranno essere che quelli della progres
«ione aritmetica di ragione 4, dal 23 al 91.

stìne non potranno avere che una di queste forme:

1 - 2 - 4 - 7 - 1 1 - 1 6  2 - 4 - 7 - 8 - 1 2 - 1 7  ecc.

Ma la somma S deve avere uno dei valori suespressi; dunque,
come minimo, potremo avere 1, 2,4,7, 11, 18. Ora fra le 15 com-
binazioni binarie di tali sei elementi, solamente tre, cioè 2 7,
& ** * ? °on sono utilizzabili; abbiamo S = 43 da
dunque bisogna escludere 7 +  i8 ; ii -f 18; ma il 18 non pos-
siamo computarlo che una volta perchè le tre combina*!011'
da escludere devono comprendere tutti i sei elementi di S. Se
ne deduce quindi l’impossibilità di risolvere il problema con i
primi 18 numeri naturali.

Consideriamo un cubo di modulo n. Potremo immaginarlo
composto di n* piccoli cubi elementari disposti in n strati di
n* cubetti ciascuno. Quando in ognuno di tali cubetti sia iscritto
un numero tale da avere, per ciascuna colonna corrispondente
ad una delle caselle del quadrato base del cubo, una somma
costante, come pure per ciascuna riga di cubetti in senso orli-
zontaie, nonché per quelli formanti le diagonali del cubo dato,
il cubo stesso sarà magico.

somme x + |S, a + <?, ecc., non siano mai uguali fra loro. Or*
si ha :

ossia

essendo M la somma dei 18 numeri del problema. Coi primi 18

, v “ v “ “ vm w vivyu U l X U g lU U C UU1 «.u  u t  v t .

Affinchè le somme suddette siano diverse tra loro, dovranno
essere diverse tra loro le differenze tra x fi y S e9 ossia le

Cubi magici.



- 337 -

Per n = 3 non è possibile una disposizione di numeri di tal sorta.
Parn = 4 si hanno 64 cubetti elementari. Le figure seguenti

rappresentano la disposizione che debbono avere i numeri nei
; quattro strati di cubetti costituenti il cubo principale. Ciascuno
di tali 1 quadrati é magico per

[colonne e per righe ma non
 ̂per diagonali. La magicità si

|jiia per le diagonali del cubo
iche sono :

13 - 39 - 26 - 52

i  -  43 -  22 -  64

« - 27 - 38 - 16

61 - 23 - 42 -4

Cosicché la costante 130 si
0 tiene in 52 maniere diverse.
In un cubo di 5» = 125 cubetti

81 possono disporre i primi 125
numeri  naturali  in  modo  da

B

C

D

Fig. 286.

2 e“ere 79 volte la somma costante 315, cioè 75 volte con
o colonne e 4 volte per le 4 diagonali del cubo.

48 32 49 63 18 34 15

2t 37 12
ì  6

43 27 54

25 41 8 1 10 39 23 58

36 20 61 51 30 46 3

F'g. 287. - Strato A. Fig. 288. - Strato B.

1 62 19 35 14

7 42 26 55

li 38 22 59

50 31 57 2

4 45 29 52

57 24 40 9

53 28 44 5

16 33 17 64

Fig. 289. - Strato C.
22 — Mhkksi.  —Matfm. diUtt.

Fig. 290. - Strato £>.
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Si e veduto come si possano costruire dei quadrati magici di
modulo dispari con due quadrati magici ausiliarii ; parimente
si possono ottenere cubi magici di modulo dispari, per mezzo

121 27 83 14 70

io 61 117 48 79

44 100 1 57 113
f
1 53 109 40 91 22

| 87 18 74 105 31

Fig. 291. - Sezione superiore.

1  2
58 114 45 96

I 36
i

92 23 54 110

L75
101 32 88 19

84 15 66 122 28

{118 49 80 6 62

Fig. 292. - 2* Sezione.

33 89 20 71 102

67 123 29 85 11

76 i 63 119 50

115 41 97 3 59

24 55 106 37 93

Fig. 293.
3* Sezione (mediana).

95 21 52 108 39

104 35 86 17 73

13 69 125 26 82

47 78 9 65 116

56 112 43 99 5
Fig. 295. - 5» Sezione.

64 120 46 77 8i

98 4 60 111 di

107 38 94 25 al
a

16 72 103 34 90Jl

30 81 12 68 t i j |

Fig 294 - 4» S e z i o n e .

®U8,,,ap“ - Cosi 11 magico di modulo 5 si ottien
co ocando U numero medio fra 1 e  125  che  é  il  «3,  nel  in e »
della mediana; si hanno cosi le 30 diagonali delle se
ziom verticali e orizzontali (fig. 291 a 295).







a

DI ALCUNE CURVE NOTEVOLI

C u b i c h e .

Cubiche  sem p lic i.  —  L e  c u b ic h e  c h e  p o s so n o  e s s e r e
ntaie con  la  p iù  s em p l ic e  e q u a z io n e  (u n ’e q u a z io n e

m sono che  tre  ed  h a n n o  p e r  e q u a z io n i  :

x“ = ay1 X& = a1 y ~ a%

Cubica semplice, parabolica. — Questa curva. ^ i0g
urabola cubica di Neil o gemi-cabica è la c**rva * spazi
ueiià seguendo la quale un corpo caden e P D8rabolo.
guati in tempi uguali. È anche la sviluppa a all(,ces9ive di
! pura ia traiettoria ortogonale delle posizioni ^ proprio
ma parabola che si muova perpendicolarmen arap0le,
>sse, ossia è quella curva che sega tale famiglia di pa
id.  angolo  re tto .  .  .  . . .  « i p o r i g in e ,  u n a
E costituita d a d u e ra m i p a r a b o l ic i e d » 296).

cuspide. Si  p u ò  c o s t r u i r la  n e l  s e g u e n te m o a r a u e la  a d O y.
Sia un angolo retto a? Oy ed una re aegherà la K in D ;

Conduciamo per O una retta qualunque Oaj e da O la per-
('aquesto punto conduciamo la para e la para llela ad Oy
Pendicolare ad essa che la segherà \ ’n to M  sl  cu i  luogo è
condotta per E  determ ina sulla O
la parabola cubica. M  si  pUó ottenerla unendo

Quanto  a lla  tangente  in  un  Pu*\  he  .
con M un punto P de ll’ asse Oy

s~\ \ T

4

o r ~
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In generale per una curva la cui equazione è della form«:

x m — Ayn

l’equazione della tangente nel punto ( x , y )  è:

A' Ym -------n -----= m — n
x  y

Cubica semplice parabolica a centro. — La parabola cu
combinata con la retta (V. pag. 247), col c ir c o lo ,  o con la Pa
boia fornisce la soluzione grafica delle equazioni di 3°, *
grado. Combinandola con la curva ;

yì =  1 — x
che le è identica si ha la soluzione dell’equazione :

x 9 = t — x

Nota.  — Questa curva serve a raccordare nelle rotaie deHe
strade ferrate, archi di circolo con rette permettendo il Pa8'
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Hggio graduale dalla curvatura costante dei primi a quella
nulla delle seconde.
Questa curva si può considerare come una trasformata del-

l’iperbola equilatera riferita ai suoi assintoti (flg. 297) nel modo
seguente. Costruiamo il triangolo rettangolo A  O M  che ha

àngolo retto in O, un vertice s u ll ’ iperbole (ramo R) e l’ ipo-
tenusa parallela all’asse Oy ; la cubica sarà il luogo dell’altro
vertice Al. Essendo :

xy _ a* = o
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1 equazione dell’ iperbole, quella della cubica sulla trasformati
sara:

X*  -  a*  Y

Siccome si sa costrurre l ’ iperbola equilatera con rigai
squadra, si potrà costruire pure in tal guisa la cubica.

La tangente in M  si avrà facendo OP = 2 ON e conducendo
la P M , come risulta dall’equazione (*) del § precedente.

Cubica semplice iperbolica. — Dato un angolo retto xQf
ed una retta k parallela ad Oy conduciamo per O una retta qua-

lunque; dal punto A in cui sega la k, la parallela ad Oso; da
O la perpendicolare ad OA che sega in S e C tale parallela «
la k;  le parallèle agli assi Oso, Oy condotte per Ce B rispetti-
vamente, si segano in M  il cui luogo è la cubica cercata.
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U  ,« «  eq ua zione  e m e n d o  q u e l l »  d e l '»  t e n e n t e  e  :

* -  +  SA — »
x  y

Perciò  basterà  fa re  0  2  =  3 0 H  e  u n ir e  Z  c o n P;  s a r a Z P  l a

Cubiche  circola ri  u n ic u rs a li .  -  L e  c u b ic h e  c i r c o l a r i  u n ic u r^

salì  sono  cissoidi;  la  c o n ic a  d ir e t t r i c e  e  un  c e r o  1  „  g in lo t o

pel punto doppio e p e r i  p u n t i d ’ in t e r s e z io n m ipHto
reale  a  distanza  fin ita  co n  le  t a n g e n t i  a l  p u n t o  o p p i  »

circolo è quindi  d e te rm in a to .

Quando  si  v o g lia  p r e s c in -

dere dal circo lo tracciato,
«  può  co nsiderare  la  g e n e -

razione  delle  c u b ich e  c ir c o

lari  unicursali  ne l  s e g u e n te

modo.

Siano due punti fissi 0 Ox
(diametro del circolo) e la
retta fissa m. Conduciamo
per 0 una retta variabile
OP e da 0, la perpendico-
lare ad essa 0, A ; il luogo
di A sarà la circonferenza ..o-uale
di  diametro  0  0,;  se  portiamo  da  O  in M  un segm J?
ad A P, il luogo di M sarò una cubica circolare circo-

strofoide. - Con questo nome si indicano le cu Q nali
lari unicursali le cui tangenti nel punto doppio io e c A

Sìa C (flg. 300) il circolo direttore, O il pu" t0tan(fenti in O.
l’assintoto della curva ; OA , OB saranno (polo della
Prendiamo P  simmetrico di C rispetto ad . tiam0 R M  —
eurva) conduciamo una retta qualunque an’assintoto). Il
=zRM, = RO  (essendo R O una parallela da. cago perchè
luogo dì MM, sarà la strofoide; retta ,n ^ curva come cis-
°Cè perpendicolare ad AB. Co” ®,d̂ rapacen<io O Ai, -  N l i  l1*-
soide si otterrebbe come luogo di i „jj assi o x , Oy

L’equazione della strofoide retta rispetto ag
e {OC = a) : . (J

{ x ,  +  y >) ( x  + a ) - * « y '

~ , „ ae ll* c l »o ld e « T r i , e à o ~ 	 d t W a n e » l o .

(I) V. pure U tracciarne»! U> uieccauiee ^
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La strofoide può essere generata in molti altri modi (v. Nftt
alla pagina precedente).

Consideriamo, ad esempio, un rettangolo O  A B C  (flg- 301>e
due punti fissi, cioè un suo vertice O e un punto P  su AB-

Conduciamo per O e P due rette fra loro parallele, e dal
punto Q nel quale la seconda sega il lato BC  del rettangola
conduciamo la perpendicolare alla prima che la segherà in U-



I! luogo del punto M è una strofoide.
Sia A fi un diametro di una circonferenza (fig. 302). Se il

punto P varia su di essa, in perpendicolare da P  ad A B e la
perpendicolare da A ad A P  si segano in M  il cui luogo è una
ctuolde, mentre il luogo di X,  punto  medio  di P M è una
itrofoide.

T m ettrice  d i  M a c  L a u r in .  —  L a  t r i s e U r ic e  dii  ^  q U e sto

una  cu bica  c i r c o l a re  re tt a ,  c o n  u n  n o d o ,  e  d e lt a  c u r v a  d i
punto  sono  in c lin a te  r is p e t tiv a m e n t e  s u l  a

angoli di 60 e 120°. auesta celebre
Fra i tanti modi nei quali si può genera

curva, ne indicherò alcuni dei più interess se pei centro O ed
*• - Data (ftg. 303) una circonferenza (U). e paraiiele che

un punto fisso A di essa si conducono condotte in M ed N
incontrino la curva in M ed N, le la tr i$ettrice rappre-
si segano in un punto P  il cu*
sentata  d a l l ’ e q u a z io n e  p o la r e  :  ^

/n A

0 =. v sec nella quale
- .OP  u ~  B O P

(1)  Vedasi  pure  *
4tU'u.>«ioU‘ ’ •
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In fe t t i  g ì  h a P  o M = p o B e l ’ e q u az io n e (1) si deduci

immediatamente dal triangolo rettangolo MOP, Giova no-
are che la retta condotta per O sega la circonferenza an-

che in M , e che la tangente in questo punto sega la tangente
in N  in un altro punto P, appartenente esso pure alla cuna
di cui si tratta.

Si  ha  un  punto Q della tangente alla trisettrice in P- Prc
lungando la N M ùi M Q *= N M. Quando M  ed N  coincidon
con A  e B il  punto P  è all’ infinito e allora la tangente in ess
alla curva, ossia l’assintoto, passa per E simmetrico di B ri
spetto ad A.

La perpendicolare, ad A B sul  punto di  mezzo di A O sega 1
circonferenza (O) in m ed n tali che le rette Am, On son
parallele e che le tangenti in m ed n si segano in<u sul mezz
di AE\ w é dunque un punto della trisettrice, e la tangeot
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in questo punto passa pei punto simmetrico q di n rispetto
ad m. invertendo le funzioni dei punti m  ed n si ritrova w con
una  tangente  &>?'  simmetrica  di  ug  rispetto  ad  A B. Dunque
u è  un  punto  doppio,  con  due  tangenti  wg  e  «g '  ad  angolo
di 60» fra loro.
Consideriamo ora l’ inviluppo della retta M N . Il punto di

contatto R’ di MN  col suo inviluppo è dato da:

Affi’ R' N — 4 - M N

jg Tale inviluppo è la polare reciproca della (P) r i s p e ®
Roto (0).  Esso è una cardioide ; infatti, costrut o ìjLentro0 e di raggio OA’  — -j- OA osserviamo che M  N  R

-è un parallelogramma il cui iato N '  fi' prolungato Pf8®® Pe . .
edè tale che N ’ R ’ = A> B ' ; dunque l’inviluppo di M N  e  m
ĉoncoide de' irchio A> B’ rispetto ad A>cioè la car  ,  .  '  .
11 punto di mezzo fi della corda M N descrive una

di Pascal lo cui equazione è :
01

o = T COS -y -

Si può dimostrarlo costruendo un altro circolo di cent

e di raggio — OA e considerando un parallelogramma

a quello già considerato M>  N ’  R ' M. fll ■ n simme-
11 punto Q  descrive una cardioide, poiché se « nna

trico di N  rispetto ad 0, la retta Q '  Q passa pe
lunghezza costante AB. .,  .__ tangente
H. — Dato un circolo O (ftg- 304), consideri pei pUnto

fissa u in B, ed una mobile o. U diametro c quaje condur-
c i contatto di o sega u  in un punto j,ntoHd’ incontro P
remo la seconda tangente «?. U luogo v  facile vedere
delle rette o e io è la trisettrice di Maclaunn. e,

t ty'P} R
come l’angolo POM sia uguale a - 3 - ^

* Iri e OB come asse polare
Nella fig. 304 prendendo O come p

l'equazione della curva è •

cos -
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e prendendo per assi la tangente u  e  il  diametro  BO eowtf-
vando che :

P aen a> = a>  p cos w-= r  — y

si trova :

cos <o = 4 cos*
co—-----3 cos

co
T

x *  (* r  -  y ) = y  (3 r - y f

I*

III. — Si può anche osservare che, se la tangente in un Pun
M  ad un circolo O (figura precedente) incontra una tangeu
fissa u in F , il luogo del simmetrico P  di F  rispetto ad M  e
una trisettrice di Maclaurìn la cui equazione é :

rp  =  _ _ _
sen  — —O

l’asse polare essendo il diametro del circolo .o parallelo ad «•
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IV . - 11 seguente m odo di generazione deUa trJ*e‘ fn °® 'i l
llaclaurin permette di ottenerne i punti coll uso di liga
•quadra solamente.

. .. . /-v n in modo che siaAbbiansi su di una retta 1 punti A , O, ts, o

O B = 3 A O B C =  A O
p u n t i

econducansi le perpendicolari m  ,  n a tale retta ne
OeC.Si conducono" per A  e  B due  P»™11*  ’  5
punto D nel quale la prima sega la m si con
dicolare alla p che segherà
inM la q. Il  luogo  dì M è
la trisettrice di Maclaurin,
la cui equazione polare (polo
0. AO = a) è :

P= —-----4 a c q s  u>COSO)

6 in coordinate cortesiane
(assi OC , m):

x  (ai*  +  i/*,  = a	(y* - 3 w*)

V. — in  u n  c i r c o l o O (fi-
gura 306) c o n s id e r o u n d ia -
l e t t o  fis so  e d  u n  a n g o l o  v i o l a r e  a b b a s s a ta  s u l  r a g g i o
v a r ia b ile A B , A OC- L a  p e r p e n d ic  B  C  in  u n  p u n t o P
O C  su l  p u n to  d i  m e z z o M s e g h e r ò  l a
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il cui luogo geometrico é la trisettrice di Maclaurin punto
doppio in B, il vertice sul mèzzo di O A , ecc. (Vedi Trama-
meato meccanico delle curoe).

VI. — Un altro modo dì generazione della trisettrice è il se-
guente. Abbiasi un circolo flg. 307 di centro C e raggio la.
Sul punto di mezzo A del raggio CO si innalza ad esso la per-

pendicolare A D. Condotta una trasversale per 0, si fa Oh
~  —OAf{ essendo il punto ove essa sega la AD ad
queLlo ove sega la circonferenza. Il luogo di Afe la trisettri

Cubica circolare. — Una cubica concoidale particolare
quella circolare che sì ottiene con questa costruzione (flg. ®

Abbiasi un triangolo rettangolo P Q R  isoscele. Proiettisi
in A e B sul lato dell’angolo retto, un punto M  dell’ ipotenu

La perpendicolare da M  su A B passa per un punto fisso
che è il quarto vertice del quadrato PQ R O . La MO  è segt
dalla AB in un punto S il cui luogo quando M  varia su
ipotenusa è la cubica considerata. La sua equazione rifar
al sistema d’assi Ox , o v è (ponendo P R — a) \

(y — •») {y* + **} -f a (j/> + x*
e riferita agli assi O.X, O Y:

■ x y) = o

X  (X* + y*) = a (K s -f 3 X»)

Là parallela a PQ condotta per E, punto medio di OB
l’assintoto reale dalla, cubica» il cui vertice E* corrispondepunto medio di ER.
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Si può tracciare facilmente la tangente alla curva osser-
vando che si pud considerare questa come la pedale, dal
punto 0, di una parabola inviluppo delle rette A B, parabola
che ha per vertice E' e per foco E\ la tangente è dunque de-
terminata.

2 3 . Gasasi. - Matem . a ile tt.
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La sua equazione in coordinate polari è :

— ^ sen»
p ~  cos &>

nella quale :

O M = p B O A — u O A ~ d

d  — a s
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II. - Abbiansi due rette m,  n parallele  ed  un  punto O sulla
m. Conduciamo da 0 una retta qualunque OS; da B ove sega
la n conduciamo a questa la perpendicolare, che segnerò a
m in C; da C conduciamo la perpendicolare alla O S : il piede
di questa perpendicolare sarà M,  il  cui  luogo  è  ancora  la  cis
soide, (v. ftg. 3091.
III. Abbiasi un angolo retto AOJ3. Da un punto fisso A

d’uno dei suoi lati conduciamo una retta qualunque A  G,  e  a
suo vertice 0 la parallela ad essa. Abbassando da G la pej*'
pendicolare su questa si avrà il punto M% il cui luogo e a
cigsoide, v flg. 309, (1).
La oubica circolare di Jerabeck. — Data una circonferenza

lOi ed una tangente A C cerchiamo il luogo del punto med o
del segmento d’una tangente variabile compreso fra il pun o
di contatto B e la tangente fissa A C. .
Prendendo per assi O A e  il  diametro perpendicolare  e  m i-

cando con ( x , y) , (x> , y ’) le  coordinate  dei  punti M,  B, si
trovano facilmente le equazioni:

x'* -f yi* = r* a?se' + y y' — r*

. se -  + r )

dalle quali eliminando se' ed y ' :

4 se  y*  ( X  — r )  -  -  (2  - r  »  - r*ì*

e sopprimendo il fattore a — r  comune ai due membri:

4 x  (»* -|-y*) - 3 r* a  — rs = o <4)
Il luogo di M  è dunque una cubica circolare.. Si

strare geometricamente che questo luogo e D del
infatti, conducendo la tangente T  rè A D
diametro  A D, e per M  la parsile!la a B D, 15anza dei
rn R e la D T  in F  e si avra R  t  ~  per■ 8  ^  c-rconfe_
triangoli F D R , B M E. Ora, il punto E  de

, L ^ « si ha R M = F E  dunqueronza di centro 0 e di raggio » r  e  .
. r> risDètto &lld circonfe-M descrive la cissoidale del punto

renza r  j e alla retta T.

(1) Vedasi pure a l $ S t r o f o i d i  pa «- 346.
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F ig . 310.
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Scrivendo l’equazione (1) sotto forma omogenea :

4x  {* ’ + y%) -  a* r* (3 x  f n

si  vede subito che le  re tte :

* = o y - x \/— t y = ~ x \ ~ ì

sono assintotù Dunque le rette isotrope condotte per O sono
assmtoti, ed 0 è un foco della cissoidale. Il punto R è un punto
isolato della curva e due punti d’ inflessione corrispondono ad

1x=zY r’ ^ Pû  c°8lrdire la tangente in M  conducendo la

tangente in E al circolo 0 E e facendo E H  -  EG\  H appar-
tiene alla tangente in M ; oppure innalzare sul suo punto di
mezzo N  la perpendicolare alla M F, che segherà la Ò B in un
punto S della normale in M.

— Sia P r intersezione della polare di M  rispetto al circolo
dato, con la retta O M. Siccome  si  ha  O  P  •  O M - r *, il punto
P descrive la curva inversa della cubica circolare (M), es-
sendo 0 il polo.

Dall’equazione (l), facendo:
x  = p eoe <f  y * p sen f

sì deduce l’equazione polare della curva (M) •
4	 p*	eoe	?	—	3	r*	p	cos	? ~ rs	* 	x>

e sostituendo p con quella della curva (PP-
?

P* -f 3 r  p* cos y — 4 r* cob f — o
dalla quale si deduce l’equazione della (P ) in c o o rd in a te orto
gonali :

(»* -f y '){&  + y* + 3 r ar) - 4r* & = 0

Questa linea è dunque una quartica bicircolare. Le tangenti
ln^ e P hanno direzioni simmetriche rispetto « considerare

"* * •  8 p  “ » “"7 1 'e o m . antipedate di
sia come polare reciproca della (M>, sia , coma
D punto di contatto Q di BF si può dunque ottenere, « a c ma
toteme,o„. di B P con la »«> a ° t f , p u Z f *
M H, sia conducendo per O una re “
mezzo w si trovi sulla normale Fw a
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La concoide di De Bluse. — La costruzione seguita di
De Sluse era questa : dati un punto O, una retta r e una co-
stante k*, si conduce per O una retta arbitraria che segherà
r  in e s' porta su O M  a partire da Afe neila direzioneOAf
un segmento M P  tale che si abbia OM * MP = kt. Il luogo dei
punti P  è una concoide elusiana.

Prendendo come polo O e come asse polare la perpendico-
lare condotta per O sulla r si avrà :

O P = P O M — a
cos ?

a
M P  = p — cos ?

quindi l’equazione polare della curva è :
a (p cos ? — a) — k* cos* <?

e in coordinate cortesiane :
a (ac — a) (a?* + y*) = k%  x '

Se si porta il segmento a partire da M nella direzion

M O in M P\  il luogo dei punti P ' avrà per equazione.

a ( x - a )  ix ’ + y%) = - k* x* ^ *
Essa non ha più la forma a conca. Tuttavia potendosi. 1

quazìone (t') dedurre dalla (1) cambiando la costante po
fc* in negativa — k3, è naturale di considerare (1) come
zione generale delle concoidi slusiane quando k è una cos
reale oppure immaginaria. ^

— Per ottenere una costruzione più pratica di quella * '
De Sluse consideriamo il luogo dei punti N  tali  che si  a

O M - O N = k3
O« M, N  essendo tre punti d’ una stessa retta. Questo luogo e

il circolo 4 che ha per centro il punto C e c*16
passa per l’orìgine. In ciascun raggio vettore partente da 0,
si ha ;

O N = M P — M P>
Dunque : « essendo dato un circolo ù, un punto O sulla sua

periferia ed una retta r  parallela alla tangente in O, sì con-
duce per O una retta arbitraria che sega la retta in M  e il
circolo in N ; su tale retta si porta, a partire da M, sempre dal
lato di O, oppure dal lato opposto Af P ' ,  M  P  —  O  N ;  il luogo
dei punti risultanti è una concoide slusiana ».



In questa curva r è un assintoto d’ inflessione, mentre O è un
punto doppio. II punto O è sempre un punto isolato se k* > o*

Quando k* < o esso fc un nodo, una cuspide od un punto isolato
secondo che h* é superiore, uguale od inferiore a - a».
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La concoide di De Siuse é una pedale di parabola, il polo1
ssendo nell’asse. Essa ammette una generazione analoga 8

que la della cissoide, la tangente al circolo direttore essendo
sostituita da una parabola a questa retta.

Si può generarla meccanicamente con un inversore (v. oltre).
Tnsettrice dì Longchampa. — L ’ ipocicloide a tre cuspidi (la

curva meravigliosa del Cremona) si trasforma, per polari recì-
proche, in una curva notevole che è una trisettrice (1).

Consideriamo in un circolo di centro Olflg. 312), un diametro
fisso A B .

F a c c ia m o  l ’a r c o A D = 2 B E;  è  n o to  c h e  la  c o rd a D E invi-
lu p p a  u n ’ ip o c i c lo id e  a  t r e  c u sp id i  c h e  to c c a  la  c ir c o n fe r e n z a 0
n ei  v e r t i c i  d ’un  t r i a n g o lo  e q u i la t e r o A MN.  I l  p u n to  d i  c on tatto
d i D E  c o l  s u o in v ilu p p o è i l  s im m e t r ic o d i D r i s p e t to  ad E.

(1) È la curva detta Tricralere 	 regolare dal Bellavitis.
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UUM-i - -X»*» °,.11. np TI luofro di / e dunque la polare re în
S f r i s p l o 8.. circo.., 0, o * . è 1b curve cercata.
Siano;

O l = P  / 0 B = <»

le coordinate polari di 1 e poniamo i ^ E O B  , 0B =
Avremo :

EOB + DOB _ 180° — t = 180° - 2 «
» = — ~2  2

D O B ^ E O  fi _ ISO lrli- = 3 <a-180°
I O B — -------- -̂-------- - —  2

da cui si deduce, considerando il triangolo rettango
l’equazione polare della curva ;

R ID
P = cos 3 «

ossìa, in coordinate cartesiane ;
: ox  (3 — « ‘1 — B («* + y3) ----

La  curva  e  d u n q u e  u n a  c u b ic a  c a r a t t e r i z z a t a gjm r n e -

punto  doppio  o m b e lic a l e  e  d a l l ’  a m m e t t e r e  r e  .  t t r i c e  (v e d i
tria.  L ’equ azio n e  (1 )  p r o v a  c h e  l a  c u r v a  e  u n a

Trisezione deWangolo). .  in  ;  b a s t a  o s-
Per  avere  la  t a n g e n t e  a l ia  c u r v a ,  p e r  e s e m p i  ^  ^  p u n to F

servare  che  e ss a  è  la  p o l a r e ,  r i s p e t t o  a l  c i r c o ^ ^  n e i  c o -

in cui D E to c c a  l ’ ip o c ic lo id e  ;  s ic c o m e  e s s a  r t i  u g u a l i

niugato  a r m o n ic o  d i  F ,  b a s t a  d iv id e r e  D a r t i re  d a E.
e unire I con K, p r im o p u n t o  d i  d iv is io n e v ^  u n a  cu 8 p id e .

P eda le d e l l ’  ip o c ic lo id e d i Steiner r w p n £>A & p a r t i r e  d a
- Se  si  p r e n d o n o  s o p r a  u n a circotiferenz a r c h ì C D A —a
uno stesso p u n to C e d  in  s e n s i  o p p ° s  *  in v i lu p p a  u n  ' P ° ”
C B =  (3  d o p p i  l ’ u n o  d e l l ’ a lt r o ,  l a  r e t t a a  ^  d i A  n è  s im m e -

cicloide a t r e c u s p id i. I l  p u n t o d i c o
trico di A r i s p e tt o  a  B .  .  g  d iv ie n e  t a n g e n t e  a

i punti A e B c o in c id o n o e  la  re

cerch io direttore quando; a == A80“

x = 0

3 = 0

: 240“

? = 120°
3 = 240*



quando:

Il punto A coincide allora con C , C" o C> ; i diametri con-
dotti per questi punti sono tangenti all’ ipocicloide in punti
Z ; Z n ^ T j ORV immfìtrÌCi di  C  -  c "  o C' rispetto all’altra
estremità del diametro. I punti 0 , 0 ' ,  o- sono punti cuspidali.

Cerchiamo ora la pedale del punto O. Siano D il punto di
mezzo dell’arco C D A, N  il punto d’ incontro di A B  con C 0.
Essendo D B perpendicolare a C N  ed a b  paralleli a D C, ai
vede facilmente che N B  =  DC.  La O P  incontra CD  in un
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puntoMdella  circonferenza  di  diametro  OC.  I  raggi  dei  cir-
eoli CDA,CMO essendo nel rapporto di 1:2 bì ha  C D =

■ = DM = B N\ dunque M N  è parallela a  D B  e per conse-
fpeiiza perpendicolare ad 0 C. Da cui la costruzione seguente
Ideila pedale (P):
l| li proietta un punto qualunque M della circonferenza di
mmnietro OCin N sul diametro OC, poi N in P sulla corda OM.
Rio coordinate polari ( p = O P , « i  = NOP) si ha l’ equazione :
I|' p = a cos* <o
H curva (P) ha avuto il nome di Ooale di Mùnger.

Quartiche unicursali.
Il folio doppio.— Questa curva possiede un punto triplo

i che offre la particolarità d’ una cuspide per due rami e
|eurva che concorrono in esso. La curva ammette le irez

% 314.

isotrope come direzioni assintotiche dopPie‘ ^ tangente
folio doppio riferita ad assi ortogonali, dei quali y ta  g
nel punto cuspidale, è:

x * (a x + b SS) ~ ^

».  -  Possiamo  ottenere  la  ^ f^ ^ S ^ o n d u c L m o  una
OAB e facendo le costruzioni ^ ^ lare ad essa O P ; da
retta m qualunque e da "
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P  la perpendicolare P N  ad O A e da JVla perpendicolart i l op
O P  che la sega nel punto M  il cui luogo è il folio doppiasi

La sua equazione polare è : Ito*

nella quale :

AO = a

p — a cos4 » + b sen o cos’ «

AB = b OM = p AOM = <o

Quando la tangente nel punto cuspidale è pare esse !|
metria  della  curva  si  ha  il folio doppio retto, che cornsp s|

al caso particolare in cui a — b. Si  può  ottenerla  con  la  c0*
struzione della flg. 315 nella quale Orti è una retta qualunque,
O'  A perpendicolare ad essa, A N parallela ad O O' , N M  Per'
pendicolare ad Om.
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( oppure (quando 0 M =* 0 N) con quella della flg. 316, nella
(qualem è una retto qualunque uscente da Af; NE  perpendico-
lare ad m; EP perpendicolare ad MF. La curva è il luogo di P.

Fig. 317.

«•  -  Siano  i  punti  fìssi  O  ,  A  (fìg.  31?)  •  Sl su O A e
golo retto OBA. Si conducano B C perpen curva sarà
CM, OAf rispettivamente parallele ad O » ’
il luogo di M.

- Costruendo il triangolo rettangolo O B A  (fìg. 318) coi
teti passanti per i punti fìssi O , A, conducendo B C parallela
0 A fino ad incontrare in C la perpendicolare in O ad O A  e
issando da C la perpendicolare su O B si  ha  il  punto M
cui luogo è il folio doppio retto.
u folio semplice. — Questa curva ha un punto triplo e le
“genti in esso sono coincidenti; le direzioni isotrope sono

direzioni assintotiche della curva.
S>a OAa un s e g m e n to dato. Conduciamo p e r O una retta qua-
glie m , da A la p e rp e n d ic o la r e su d i e s s a A P ; da P la p e r -
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nella quale A  è una costante. Ponendo.-

O A = m O M = p M O A - m

si ha l’equazione polare della curva :

P = m eos* (o

11 follo semplice, detto pure Ooale di Munger, (1) n°n e
un caso particolare in una famiglia di curve la cui equazi
generale sarebbe :

P = m eos*n ♦1 «a
La ftg. 319 rappresenta la costruzione di un punto M relativa

al  caso  di n ~  3  cioè  di  ;

p = m cos7 co
La costruzione sopra indicata per ottenere il punto M è qui

ripetuta tre volte ; in altri termini, il luogo del punto B sa*
rebbe il folio semplice {n = i); quello di T  sarebbe la curva
corrisponpente ad n = 2, ecc.

(1) Vedi pag. 362-363.
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L’espressione generale della distanza 0 A/ fra il piede delia
«ormale in M sull’asse 0 se, e il punto O è :

0 N  2n + i
O U  2n +2

e quindi per il folio semplice :

O X = ~ 0 U

Il trifolio retto. — Questa curva ha un asse di simmetria a
e un punto triplo 0 le cui tangenti sono : la perpendicolare A'

l’esse A p e r  u n o d e i  ra m i,  e  le  b is e t t r ic i  d e g l i  a n g o l i  fo r
ati  d a lle  re tte a a i p e r  le  a lt r e  d u e .  L e  s o le  d ir e z io n i  a s s m -

tìche  d e lla  c u rv a  s o n o  q u e l le isotrope.
L’equazione del t r ifo l io  r e t to ,  r i s p e t t o  a g l i  a s s i e  ,  .

L»*  +  = A

A è ,una " n f C b conduco una r e tt a qualunqueEccone la costruzione. D a u couuu nernendico-
; da A la p e rp e n d ic o la r e ad e s s a  A  P , da P la perpendico-
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lare  ad  OA  sulla  quale  segno P> simmetrico di P \ da P  con*
duco la perpendicolare ad m ed ottengo su questa il puntoU
il cui luogo è la curva cercata. Ponendo:

M 0 A = aiA  0  =  a  o  A f = p

si trova l’equazione polare :

p ~ a cos co — 2  a sen’ co c o s co

ten -̂mi^8natr  di  BernouiUi*  — Questa  curva,  tanto  utile  nella
Sr,n|ia he. e unzioni ellittiche, deriva il suo nome (come altre
ad otto 6 8 ®reco che significa striscia annodata

(nei8 vita!1?’ rnate™atico italiano, ne dimostrò geometricamente
proprieta geometriche ; Eulero studiò la curva ara

Food n 6’ ma venne poi denominata da Bernouilli.
è Ca!° part,ìcolar® degli ovali di Cassini (v. pag. 372);
eh» aair, 88 6 Una pe<*a*e dell’ iperbole. Essa è pure la curva
nello atoB UIJ ̂ unto Pe8ante A per arrivare ad un punto fìsso,
nello stesso tempo che se seguisse la retta a  B.

Siano gli assi ortogonali Ox , oy e i punti M , IV Assi su <
essi.  Conduciamo per  Af  ed N due rette qualunque m , n para
lele fra loro. Esse segano I n A e B gli assi. Conduciamo da
la perpendicolare OR su A B. 11 luogo di R è la lemniscata 1
cui equazione é, rispetto a tali assi:

a b a y = [od* + g*)» nella quale a = OM b  =  O N



L’equazione polare è :
p* = ax cos 2 6

cui corrisponde liquazione cartesiana :

(a>! +• y*)* = a* (oc* - y*)
riferita ad altro sistema di assi.
La curva ha un centro in O che è pure un nodo retto di essa,

essa passa doppiamente per gii ombilici del piano. Tali sono e
caratteristiche della lemniscata. Essa può considerarsi come
la pedale, dal suo centro 0, dell1 iperbole equilatera che e in-
viluppata dalle rette A B
Chiocciola di Pascal. — Consideriamo la curva come con

coide del circolo OA di diametro a. Possiamo allora costruire
la curva con la sola riga e un’apertura Jlsso. di compasso, in-

Dunto O qualunque efatti, prendiamo sulla circonferenza intersecherà il circolo
conduciamo per esso una segante c ^ sensi, sulla segante
m un altro punto A; portiamo da A,  u MM, cogl ottenuti
stessa un segmento dato b. Il luo,,

H  —  G h k k b i .  — Matem.	 dilett.



-  *7 0  -

(prendendo O come origine, il diametro condotto per 0 comi
asse a?, e la tangente in O al cerchio come asse y) avrà per
equazione :

(JJ* -f y% —2a as)* — b* (x * -f- y*) = o
e in coordinate polari :

p — 2 a eoa a> -f- b

Esso è del quarto grado. La chiocciola di Pascal ha due punti
, *. »« »*< » (i punti ciclici e un punto doppio al finito che

or  gme.  E  quindi  una quartìca bicircolare ed unicursale.
Quando b < a la curva ha la forma della flg. 322.

Quando b =* a la curva ha la forma della flg. 323 e allora
prende li nome di cardioide.

Questa curva è anche uh’epicicloide monocuspidale; è l’ in-
versa focale della parabola e la sola chiocciola re ttificabile .

Per a < 6 < 2 a si ha la forma della flg. 324.
Per b = 2a si ha la forma della flg. 325 e quando b > 2 « si

ha una forma quasi ovale.



Fig. 32*.
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S i p u ò a n c h e d e fi n ir e la c h io c c io la d i  P a s c a l come la curvi
in v e r s a d ’ u n a c o n ic a r is p e t t o a d u n o d e i su o i fochi.

L ’ e q u a z io n e p o la r e d i  u n a c o n ic a è :

^  =  1  — e eoa 8r

q u in d i l ’ e q u a z i o n e p o l a r e d e lla c h io c c io la

r ** a — b c o s 6 n e lla q u a le

sa  ra  :

b
a ~e

La curva sarà l’ inversa di un’elisse o di un’ iperbole, sf
condo che sarà a > oppure <d>; nel primo caso sarà un
chiocciola ellittica; iperbolica nel secondo. Q ua n d o a = à|
curva è l’ inversa d’una parabola relativamente ad un cerchi

d’ inversione il cui centro è il foco delia parabole e il raggi
ne è il semiparametro, eco.

La chiocciola di Pascal è anche una epicicloide, una isottic
di due circoli, nonché un caso particolare dell’ovale di Carte
sio (nel quale due fochi coincidono).

Se si considera la chiocciola di Pascal come pedale del cii
colo da un dato punto, si può costruirla con sola riga e squadra

Siano infatti (flg. 322) A il centro e M M' il diametro del cir
colo, conducendo per M  e M' due rette fra loro perpendicolari
il lorô  punto comune S sarà un punto del circolo.

La S P perpendicolare al raggio A S sarà la tangente al cir
colo in S e la O P perpendicolare alla tangente darà il punti

della chiocciola di Pascal, pedale del circolo A da 0.
Ovali di Cassini. — Cosi viene denominato il luogo dei punti

il prodotto delle cui distanze da due punti Assi, detti fochi, «
costante. Prendendo per asse delle « la congiungente i fochi
h, 6 Per a8Se delle y la PerPendicolare da essi equidistante;

chiamando c, e - c le ascisse dei fochi e a* ii prodotto dei raggi
vettori, l’equazione del luogo risulta :

[(a» — c)* + j [(a, + c ) t  +  _  a «  = 0

che si può mettere sotto una di queste due forme :

(a?8 + y* + c*)* — 4 c* a»» — a* =. o

y* + 2y' (a»' + c») -f (a»* - c*)._ a« = 0



- 373 -
■i

* Onesta equazione rappresenta una quartica bicircolare; le
frette isotrope condotte pei due fochi ne sono gli assintoti, e i
- due assi coordinati ne sono assi di simmetria. Consideriamo
i vari casi possibili relativamente ai valori di a e e.

I. - Per a>c\/  2 si ha una curva simile ad un’ellisse,
che perciò venne detta elesse di Cassini (flg. 326).

Fig. 326.

*• ~ La curva ha Io stesso andamento della precedente

quando a = c \/~2f ma è bitangente al circolo C di raggi® c
(flg. 327).
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3. - I punti B e B', quando a < c / 2, sono interni si
cerchio C (ftg. 328).

_ L'equazione, quando a = c diviene (x* + y’ì1
— 2 c*(aj* — #*); ia curva é allora una lemniscata (flg. 329).

\Jf

5>.  —  Se a < c la curva é costituita da
( f lg . 330).

due ovali separati

Fig. 330. SL
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Orali di Cartesio. — Siano m , m' le distanze di un punto
l wriabite M da due punti fissi (fochi) O , 0 ' ; h e k dtle quan-

11 tità costanti. Supponiamo :

m ± h  m'  =  ±  k
il luogo geometrico di M  quando variano m , m' è un ovale

di Cartesio.

v Chasles ha dato la seguente elegante costruzione di tali ovali.
\ Abbiansi due circoli O , O' ; per un punto qualunque H della
loro centrale 0 0’ si conduca una segante qualunque che se-
gherà 0 in P,  Q ed 0> in E ,  F ; i raggi O P , O Q, 0' E , O1 F
prolungati s’ intersecheranno nei punti M M ', N W  che appar-
tengono rispettivamente a due ovali di Cartesio.

Casi particolari. — Quando H coincide con O il luogo di M
e ̂  circolo O’ e viceversa è O quando H coincide con O*.

Se // è all'infinito, nella direzione O O' il luogo di M  è il cir-
colo che ha per diametro S S\ essendo S ,  S'  i centri di
tudine di  0, 0>. Detto circolo è il luogo dei punti dai quali i
due circoli 0 , O' sono veduti sotto angoli uguali.
Se H coincide con S l’ovale diventa un’ iperbole luogo dei

centri dei circoli C tangenti ai circoli 0 , 0 '  in modo che quest
siano entrambi interni, o entrambi esterni alla serie di circoli
C1 se H coincide con S\ si ha l’ iperbole luogo dei centri dm
circoli tangenti ad O , O' in modo che siano O interno ed O1
esterno o viceversa. „  ,  r . „ ,,

Se H coincide con uno dei punti D ,  G , /, L uno degli ovali
si riduce ad un punto, (O' od OU
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Si può costruire l’ovale di Cartesio con un filo di lunght
costante k in modo analogo a quello, ben noto, per la
zione dell’ellisse.

Abbiansi in O , 0> due spille, alla prima si fissa un capo ài
filo, si fa poi passare il filo attorno  allo spillo In 0' e si iato
duce la punta della matita nell’ occhiello che termina l'aiti»

capo del filo ; spingendo la punta della matita contro il fll° ®
modo da  formare  il  triangolo O M O '  si avrà come luogo di M
un ovale che corrisponderà ad:

m + 2m' = k
h  k

Se Q O '= * ~  l ’ ovale riesce appuntito in O. Se OO < ~f 1

punti O , O1 riescono entrambi interni all’ovale.
Cicloide.  —  È  la  curva  descritta  da  un  punto  d’ una  circon*

ferenza che ruota senza scorrimento su d’una retta. È pure 1®
traiettoria d’un peso che tende un filo che si arrotola intorno
ad una circonferenza posta in un piano verticale. Essa si ri-
produce nella sua evolvente.
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La cicloide é una curva tautocrona, vale a dire che i tempi
impiegati da un punto pesante a cadere lungo di essa, sono
uguali, qualunque sia il punto dal quale esso parte. Hayghens,
valendosi di tale proprietà scoperta da lui stesso, costrussa il
pendolo isocrono.
La cicloide è inoltre brachistocrona ossia è la curva che deve

seguire un mobile fra due punti dati, in un minimo di tempo.
Essa é inoltre il limite delle evolventi successive e alternate

d’una curva pualunque fra due parallele date, mentre fra due
‘ rette concorrenti la curva limite sarebbe un’epicicloide.

>, La cicloide fu proposta da Giovanni Bernouiili per la n- sezione
degli archi e dei segmenti circolari e Newton fece notare come
sarebbe assurdo cercare il valore del Iato del chilogono, ad es„
per mezzo dell’equazione dei millesimo grado che lo determina,
mentre si può ottenerlo facilmente con l’uso della cicloide.
Epi e ipo-trocoidi. — Sono le traiettorie dei punti del piano

d'un circolo che ruota, all’esterno o all’ interno, su di un cir-
colo fisso. Quando i punti che si considerano come descriventi
la curva appartengono alla circonferenza stessa, si hanno i
casi particolari di tali curve detti epi ed ipo-cicloide tanto
usate nel tracciamento del profilo dei denti nelle ruote dentate.
Ipocicloide a tre cuspidi. — È una curva algebrica di quarto

ordine la cui equazione è :

(«* + i/’)’ -f 8 r x  {3 y% -  a?*} + 18 r* (a?* * yx) — TI r* >= o

Le proprietà notevolissime di questa curva, detta dal Cre-
m°na curca meracigliosa, furono studiate da moltissimi geo-
metri ; sarebbe qui fuori di luogo l’accennare ad esse.

Mi limiterò ad indicare che la sua pedale relativamente ad
un punto qualunque della circonferenza tangente internamente
alla curva é un trifolio, e quella relativa ad uno dei punti cu-
spidali è un ooale di Mùnger, del quale si tratta nel paragra o
a pag. 362 fig. 313.

Evolvente di circolo. — È la curva descritta da un punto
d'un filo avvolto su di una circonferenza, quando lo si svo ge,
mantenendolo sempre tangente alla stessa.

Si usa nel profilo dei denti delle cremagliere, nei ponti le-
vatoi, negli eccentici e boccioli, nelle turbine, «cc.

La sua inversa é la spirale trattrice che ha le sue tangenti
uguali.  .  ,  .  ,  .  . . .

L’evolvente di circolo è una pedale della spirale iperbolica.
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Catenaria. — È la curva che assume sotto l’azione della gra-
vità una corda od una catena pesante e di sezione costante

La sua equazione è :

y  =  e *  +  e ~ x

Offre la particolarità di avere il centro di gravità più bassa
di quello delle curve isoperimetre passanti per due punti di li-
vello È il profilo teorico, delle vòlte di spessore costante e la
curva d'una vela tesa dal vento (celarla), die agisca normal-
mente ad essa.

La catenaria é l ’evolvente della trattrice definita dalla pro-
prietà di avere la tangente costante. È inoltre rortottica della
logaritmica.

Spirali. — D’Archimede. La sua equazione in coordinate po-
lari é semplicissima :

p = co

Una spirale d’Archimede viene descritta da qualsiasi punto
unito ad una retta e distante da essa r, quando si fa rotatela
retta su d’una circonferenza di raggio r.

La pedale retta od obliqua del centro d’ una circonferenza
rispetto ad una delle sue evolventi è una spirale d’Archimede.

Iperbolica. - La sua equazione è :

p	 co	 = 	 t

Essa è l’ inversa della spirale d’ Archimede, ed è anche la
prospettiva d’un’elica veduta da un punto dell’asse.

La spirale iperbolica è il luogo delle estremità degli archi
circolari uguali, aventi lo stesso centro e il loro raggio d’ori*
gine sopra una medesima retta.
*Logaritmica. - La sua equazione è :

p =

Questa curva gode della curiosa proprietà d’ essere oziali®"
gmatica (cioè inversa di se stessa), di essere inoltre la pe-
dale, l’omotetica, la caustica, la polare reciproca, ecc. di semedesima (1). K

I.a spirale logaritmica è il limite verso il quale tendono le
pedali successive d’una medesima curva.

(1| Giacomo Bernoulli avrebbe desiderato che questa curva fosse moia»
suUa sua tomba con questa iscrizione » Eadem mutata resurgo ,. Venne pure
ufettft 1A * ph<emx perpetuai resurgens »,
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Isotrepenti. — Sono quelle curve che hanno per epicicloidale
uba	circonferenza ; tale è, ad es., la spirale logaritmica.
Le isotrepenti poésono dunque dare un sistema di due ruote

retanti l'una sull’altra attorno a due punti fìssi, per cui ven-
fono usate in varìi meccanismi.
L’ellisse è isotropente rispetto al suo foco.
Traiettorie ortogonali. — Vengono cosi denominate le curve

che segano ad angolo retto tutte le éurve d’una stessa famiglia.

Famiglia di curve
Traiettoria

o r t o g o n a l e

Circoli tangenti in uno stesso punto ad
una retta data o passanti per due Circonferenza

Circonferenza  a  parabola  che  si  sposti
conservando lo stesso asse..............

Logaritmica

Parabole aventi lo stesso asse e lo stesso Ellisse

Iperbole

Iperboli concentriche, aventi un punto Cassiniana

finisca te aventi lo stesso centro e gli
stessi a s s i........................................

Lemniscata
con assi a 45°

con quelli d. prime

Jttrioi. — Se due rette brillanti ruotano uniformemente at-
! 0  a due dei loro punti, il luogo della loro intersezione è

lìnea oscura (interferenza). Questa curva, osservata la
na volta da Plateau e denominata da Schoute, comprende

casi particolari il circolo, l’iperbole, la strofoide, la tri-

“fice, la sesqui8ettrice, ecc.urva  d’inseguimento.  — Quale curva dezcrioevan.no t r e
ù che  s ' inseguano partendo ciascuno da uno dei vertici
n triangolo equilatero l
ssi seguiranno delle spirali logaritmiche.
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ma negli altri e s s i s i hanno equazioni differenziali, in generale
non integrabili, u problema può mettersf sotto altre forme,
fra le quali le seguenti ;

•• •— Un viaggiatore, sull’esempio dei tre Re Magi, si pro-
pone di camminare dirigendosi costantemente verso una stelle

e erminata ; precisare la sua traiettoria sulla sfera terrestre.
.. * ~ esploratore agli avamposti si approssima ad un

ero per meglio osservare un drappello nemico che segue
una rezione rettilinea ; quale percorso dovrà seguire questo
esploratore per essere sempre nascosto dall’albero?

Tracciamento meccanico
delle curve e delle superaci geometriche.

Sistemi di sbarre articolate. — Curoe (1), piano, sfera, eec-
Venne dimostrato da Kempe, nel 1875, in un teorema che porta

il suo nome, che è possibile, con un sistema di sbarre articolate
appropriato, il tracciamento d’una qualsiasi curva algebrica-

Anche il Kcenigs dimostrò (2) un suo teorema secondo il quale»
si può sempre, per mezzo di sistemi articolati, realizzare un
movimento algebrico qualsiasi, e, in particolare, descriver®
qualsiasi superfìcie o qualsiasi curva nello spazio- Questo teo-
rema aperse un campo di ricerche nuove e feconde nel do-
minio delle combinazioni meccaniche e permette la soluzione
di molti problemi di Meccanica che altrimenti riuscirebbero
assai laboriosi.

Mannheim dimostrò pure che una retta nello spazio può es-
sere descritta con un apparecchio composto di otto sbarre-

(1) Vedaogl pure, per il tracciamento meccanico delle curve, 1 i * Sistemi
articola ti » < Trisezione dell 'angolo » « Quadratura del circolo » < Duplica-
zione del cubo ».

{*) C. a. de l ’Aoadémle dee eclenoee di Parigi, 6 maggio 1895.
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D

pig. 335.
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Mi limiterò ad un cenno sui principali apparecchi del ge-
nere, cioè su quelli atti al tracciamento delle curve più co-
muni della geometria e di qualche superficie.

l l l i B s e .  — Tracciamento col filo,
È ben noto il tracciamento col filo (detto dei giardinieri),cfet

consiste nel fissare, nei fochi, le estremità d’un filo lungo
quanto l ’asse maggiore, filo che deve poi essere mantenuto
teso, durante il movimento, dalia punta tracciante.

È questo un procedimento grossolano, utile però in molti
casi nei quali la precisione non è richiesta.

Ellissografi articolati. — È dimostrato da Schooten che se
in un compasso articolato una punta resta fissa e l’altra si
muove su di una retta passante per questo punto, ogni punto

del secondo braccio descrive una el-
lisse. In base a tale osservazione
Peaucellier costrusse nel 1873 il pri-
mo ellissografo articolato, che è rap-
presentato nella flg. 333 nella quale
O è  il  punto  fisso;  ogni  punto M della
sbarra B K  descrive delle ellissi;

Analogamente nelle guide Hart e in
quelle rappresentate nelle flg- 334-335
si hanno altrettanti ellissografi; 1®
lettera M  indica in tutte le dette fi-
gure la punta tracciata.

Se il sistema articolato di Hart e
un romboide, il punto F  (flg- 336) ®
muove sulla perpendicolare ad A B
passante per A .  Dunque G F = G A . & d

... ogni punto di G F  descrive un’ellis8®-
hUissograJl elicersi. — Numerosissimi sono i compassi per

tracciare ellissi o ellissografi. Fra i tanti ne citeremo uno
assai sempuce dovuto a Elia Remile che può avere una reale
utilità pratica specialmente per disegno.

Esso è costituito da una riga scanalata longitudinalmente;
nella scanalatura possono scorrere due piuoli metallici che
si possono fissare in una determinata posizione con adatta vite
che  fa  parte  di  essi.  All’estremità  delia  riga  è  fissata  una  ma-tita o un tiralinee.

Si porta la matita al centro dell’ellisse e si porta il corsoio
situato dal lato opposto della matita, nel punto più discosto
dell’ellisse. Nel punto più vicino di esso, invece, si fissa l’altro
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Jcoreoio Si dispone allora una comune squadra da disegno
rjcoi vertice dell’angolo retto nel centro deU’etlisse e coi Iati
passanti rispettivamente per i punti più vicino e più lontano

i  dell’ ellisse.  Si  fa  quindi  poggiare  uno  dei  corsoi  contro  la
«quadretta, mentre l’altro si fa corrispondere al suo vertice so-
vrapposto ai centro e si fé girare la sbarra, in modo che 1 due

Fig. 337.

corsoi rimangano sempre aderenti uno ad un cateto e l’altro
all’altro della squadra, tenendo questa ben ferma o fissandola
opportunamente. Con la posizione della squadretta indicata in
figura si otterrà il quarto di ellisse, diciamo cosi, Nord-Ovest
e con tre spostamenti della squadretta si potranno tracciare
gli altri tre quarti.

Il principio fondamentale degli ellissografi di tal genere e
questo : Date due rette a , b comunque inclinate l’una rispetto



all’atra, se si fa muovere una retta e in modo ette gli esltt®
di un suo segmento costante M N  percorrano a e b, un punto
qualunque della c descrive un’ellisse di centro 0. Se l’angolo

» b e retto il punto di mezzo S di M N  descrive un circolo

di centro O e di raggio . Quindi alla retta b si puòso-

S cn n8»?»18 8 ha fra (flg. 338) rotante attorno a C, articolata ifi
CM  „tra sbarra = SC, il cui estremo scorra sulla
assi r r 1 u°J >unto qualunque P  descriverà un ellisse di semi-
a I* ^ r CS~ P S e C H = C S + PS.

perhole. - Tracciamento col Jllo.
tinuo °in aacrìvere Un arco di iPerh°ie» con mooimento con-

q esto modo. Si fissa in uno dei fochi F' (flg. 339) una

degli estremi d’una riga in modo che questa possa rotare at-
torno ad esso punto. Un filo, la cui lunghezza è minore di
quella della riga della quantità costante AA' (distanza fra i
vertici) è fissato per un estremo al punto F  e per l’altro al
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punto K estremo della riga. Se sì tende allora costantemente
questo filo, lungo la riga, per mezzo d’una matita, facendo
rotare la riga attorno ad F', la punta della matita traccerà

| l’arco d'iperbole voluto, poiché si ha sempre:

MF' - MF = [MF> + MK) - (M F  f MK) = A A'

Per la metà inferiore del ramo di curva si tende il. filo sul-
l’altro lato della riga. Analogamente si traccia l ’arco dell’al-

k tfo ramo.
■L Iperbolografo a liquido. — Sia, rispetto ad un sistema d’assi

ôrtogonali, y = f {x) l’equazione d’una curva F ed AB una sua
| secante (A e B essendo due punti consecutivi d’ intersezione
della retta con la curva). Proponiamoci di determinare l’ invi-
luppo delia retta A B che limita sulla curva F una superficie
d’area data.
Se l’area A F B è costante il punto dì contatto dì A B e del

suo inviluppo sarà nel  mezzo di A B e a convincersene basta
considerare la posizione di AB infinitamente vicina.
Quindi, se (a?0, (a?, , yt) sono le coordinate di A e di B,

quelle (X , Y) di un putito della curva a, inviluppo di A B,
saranno:

x 0 4- x ì
(1)

f (x tt) + f  (a?,)
2

( 2)

L’area AB e la curva F  sicostante S compresa tra la retta del trapezio
può considerare come la differenza tra oroiezioni di
Aab Se quella della curva F,  a e 6 essendo le P
A e di B sull’asse delle a?. Si ha quindi.

(» ,  - x a) + .LM ÌL -  f (x ) dx =  S
2  J

(3)

Eliminando x a ed x, fra le tre equazioni (1) ^aso
‘•quazione della curva a inviluppata dalla retta A ■
articolare  in  cui  la  curva F è  di  secondo S™£ola cur
‘a conica omotetica, ossia la curva a e un ’ F è uiì
parabola  od  una  iperbole  s e c o n d o - h e c u r v a l e  un
colo, un’ellisse, una parabola, una P ^oipir^phnl*
'tema di due rette costituito dagli assintoti dell iperbole.
25 — Gmkhsi. — JUaUM< diltit*
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L ’ iperbolografo ideato da E. Estanave é basato su di um
proprietà ben nota della tangente all’ iperbole. Essa consirtt
in questo; L’area compresa fra una tangente AB all’ iperbolt
e gli assintoti OA . OB, ossia l’area del triangolo OAB è co>
stante. In altri termini, si può considerare l’ iperbole con»
inviluppo del terzo lato d’un triangolo AOB d’area costante.

Se consideriamo un recipiente (flg. 340) di forma prismatici
M N O , A/f n i  O' contenente un volume V di liquido, l’area del
triangolo A O B  determinato sulla faccia M N O  dei prisma dalli
superficie di livello ABB' A ' rimarrà costante quando si farà
rotare il recipiente attorno allo spigolo 00' orizzontale, essen-
doché AOB x 0O< = V.

In tale movimento di rotazione la superficie libera del liquido
inviluppa un cilindro iperbolico, le cui generatrici sono parai*
lele ad OO'.

È facile dimostrare che i volumi di liquido da introdurre iu
uno stesso recipiente per ottenere due iperboli omotetiche
sono tra loro come il quadrato dei rmrnni>tn ri’ nmntetia k

M

O O B

Fig. 340.
B"  M

Fig. 341.
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$  Se alla parete AOB (l'angolo di O essendo uguale a quello
.idegli assintoti dell’ iperbole da costruire) si adattano esatta-
Ijrnente lamine di rame ben deterso all’ interno, e si usa come
Illiquido una soluzione di bicloruro o di nitrato di rame, questo

(a contatto del rame precipiterà il mercurio in istrati ben netti
sul rame, purché il moto rotatorio attorno ad 00 ' (ottenuto con
meccanismo da orologeria) sia abbastanza lento ed uniforme.
Con un apparecchio nel quale l’angolo in O fosse variabile

si avrebbero due variabili <o e V, e si potrebbero cosi, trac-
ciare delle iperbole d’assi stabiliti a  e  b.

Si potrebbero avere le iperboli su carta mettendo al posto
della lastra di rame una lastra fotografica (previamente velata
esponendola alla luce) e usando un volume V d’un rivelatore

• qualsiasi. Dopo la fissazione della negativa si potrebbero ripro-
durre in carta le prove dell’ iperbole tracciata dallo strumento.

Parabola. — Tracciamento col filo,
può descrivere un arco di parabola con moto continuo,

sendo coincidere la costola d’una riga con la direttrice DD'
Ila curva (flg ’H0) e  applicando  contro  la  rigd  il  cateto  mi-
re d’una squadretta. Un filo, lungo quanto» cateto maggiore
essa HG è fissato per un estremo nel foco F  della parabola
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e per l’altro all’estremità G del lato HG. Se si tende aliai
costantemente questo filo contro il cateto maggiore della
squadra, per mezzo d’una matita, e se si fa in pari tempi
scorrere la squadra lungo la riga, la punta della matita de-
scrive un arco di parabola.

Conicografi. — I sistemi articolati che servono a descrivere
le curve in p e rs e delle coniche, già descritti precedentemente
(c o n c o id o g r a j l ,  c i s s o id o g r a f l , ecc.), possono servire come coni-
cografl . applicandovi degli inversori.

D e l l ’A u t o r e . = Cinque punti del piano determinano una co-
nica. Sul principio del teorema di Pascal è possibile costruire
uno  strumento  o  compasso  atto  a  tracciare  la conica, in ge-
nere, determinata con tali dati A  ,  B  , C  , D  ,  E (rig- 3*3).

B

Fig. 343.

L’esagono iscritto sarà costituito dai cinque punti dati e dal
punto F incognito. 1 due lati opposti A B  , D E dell’esagono si
segano in O; il lato B C e quello variabile E F in R , onde OR.
sarà- la retta dì Pascal ; essa sega il lato C D in P eppe rò la
A P segherò la E R in F punto cercato. Sostituiamo alle rette
delia figura altrettante sbarre rigide; A B , D E fisse, come
pure B C e C D. Un’altra sbarra rigida sarà la O  P R che può
rotare attorno ad O, mentre le altre due sbarre mobili E F ,A F
possono rotare rispettivamente attorno ad E  ed  A . Se le sbarre
B C  ,  C D  ,  E F  , A F  ,  O R sono scanalate e portano dei corsoi in
R  ,  P ed F , facendo  rotare,  per  esempio,  la E F attorno od E,
una punta tracciante fissata al corsoio F descriverà la conica
àhe sarà ellisse, iperbole o parabola, secondo la posizione re-



lotiva dei punti dati. Siccome le sbarre dovrebbero avere lun-
ghezze eccessive pel tracciamento di certi archi della curva,
non si farà altro che spostare il compasso assumendo come
'dati punti già determinati col tracciamento d’una prima parte

| delia curva, basandosi, cioè, su di un altro pentagono più òon-
*  veniente  del  dato.

Tolto questo inconveniente, d’altronde di poco rilievo, questo
ĉompasso da me ideato funziona benissimo e può riuscir assai
utile in Geometria descrittiva, proiettiva, ecc.
Cissoide e Strofoide retta. {Newton). — Siano A P  ed AQ

■ due rette rettangolari ; la prima assoggettata a passare per
i un punto P fisso; sulla seconda siasi presa una lunghezza co-
stante AQ uguale alla distanza del punto P  ad una retta fissa

D

N

Fig- 344.

Qtf sulla quale il punto Q é assoggettato a scorrere. Il punto
A descrive una strofoide. Infatti R  essedo il punto d’ incontro
di AP  con QR ai ha evidentemente R C= RA. Se l’angolo PAQ
® costantemente uguale a P C Q  supposto qualunque, e se
AQ s=pQ ii punto A descriverà una strofoide obliqua.
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li punto medio M  di A Q descrive invece uno cissoiù̂
Diocle. Sia infatti S il punto medio di PC; tracciaino il ciré
di centro C e di raggio C S; esso sega SM  in G. Si vede et*
SM è parallela a PQ, quindi se si completa il parallelogremo*
P S N Q  la retta D N  è tangente in D al circolo CD poichéQ.'.
è uguale e parallela a CD. Ma il triangolo PTQ è isoscele cofu?
i triangoli STM , SCG , QMJV, il che dimostra appunto che?
luogo di M  é la cissoide di Diocle.

Questo modo di tracciamento permette di costruire la nor-
male in M  e in A alle due curve poiché il centro istantaneo
di rotazione della figura PAQ è il  punto E, intersezione di Q.V
con la perpendicolare PE. a PA.

Le normali cercate sono dunque EA ed EM.
Coneoidografi. — Le concoidi sono curve ì cui raggi ^

tori  sono  quelli  d’un’altra  curva,  aumentati  o  diminuiti  d’una
quantità costante. Cosi la chiocciole

ì
i

!
tI
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Conchigliografi.  —  Con  questo  nome  vengono  designati  i  si-
stemi articolati atti al tracciamento delle curve dette Ctóe-
ciole di Pascal. Si possono trasformare in conchigliografi i
compassi già descritti come ellissografi, introducendovi lievi
modificazioni.

In quello della fìg. 348 si rende fissa la sbarra C E ;
fig. 349 la CD; nella 334 la A D ; nello 350 la EF\ nella 335 la Et
e nella 336 la GF, (t).

(1) Vedasi pure * Concoidografi •> pag. 390.



Meccanismi articolati.

Il proiettore consiste in una losanga articolata, nella quale
. due iati adiacenti sono prolungati d’una medesima lunghezza
' arbitraria. Se le due estremità libere del meccanismo percor-
rono una retta, i due vertici della losanga restano costante-
mente su d’una stessa retta normale a quella e il quoziente
delle Ipro distanze da questa retta resta costante. Per conse*
gvenza se il vertice superiore descrive una curva piana qual-

• siasi, il vertice inferiore descriverà la proiezione di questa
curva su d’un piano. Si possono costruire ellissografi iperbolo-
grafl, ecc. su questo prìneipio.
Altri apparecchi del genere, quali l'inversore e la manooellct

duplieatrice sono più complicati.

Cinegrafo.
Una lavagna A è munita d’una rotaia sulla quale

carrello di due ruote B, B’. La B< è folle, mentre la e s

F ig . 351.

sul proprio asse. Quest'asse porta  ad  un estremità una puleg-
gia D che gira quando si sposta l’apparecchio sulla rotaia.
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Sulla puleggia D  è avvolto  un  filo G che passa sopra l’arco B*
e porta una palla massiccia E. Questa scorre lungo la sbarraF
che può venir fissata sotto angoli diversi. Questa palla rappre-
senta il corpo animato da due movimenti simultanei die si
tratta di comporre. Una matita di gesso portata dalla palla
traccia sulla lavagna il suo movimento risultante. Supponiamo
messo in moto 1’ apparecchio secondo la freccia. La palla £
sale lungo la sbarra F ; è il moto relativo-

L’altro movimento componente è quello di traslazione della
sbarra stessa. 11 moto assoluto é rappresentato dalla retta db
che la palla traccia sulla lavagna. Comunicando alla palla gli
stessi movimenti, uno dopo l’altro, si tracciano, due lati del
parallelogramma ac e cb oppure ad e db secondo l’ordine nel
quale si prendono questi due movimenti.

Si ha in questo modo una dimostrazione grafica della com-
posizione di due forze non parallele.

Ma quest’apparecchio si presta al tracciamento di qualsiasi
curva, y  - F [ x %  per ottenenere le quali non si ha che da stu-
diare opportunamente il profilo della puleggia M N  (flg. 352) da
fissare sull’asse della ruota B.
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^ Ecco la teoria del cinegrafo, secondo Boleslao Mlodzieiowski
lell’universitè di Mosca.
, Supponiamo la ruota B con la puleggia* M N immobili nello
ipazio, con l’origine delle coordinate polari in B. Allora:

:l) x  =  r ?

'equazione di p B (posizione del Mio) è :

F(2> sen (co —■!*) = i sen ( » — ■(*)

Nel triangolo elementare CB\ B't :

CB'i  rdy(3) : sen (? — ?)B\ Wt “ ‘~ “ ' r T,“ I d x

Tenendo conto di (1) possiamo supporre:

HI
dy
dx */(?)

Introduciamo (3) e (4) in (2) :
15) p sen (co —f)  —  r f  (?)

MN, come inviluppo di pB\, pB ' t ___ si trova per mezzo di
(5) e (6):

(®) ? cos (co — ’p) = r PJfy) cos (? - 40
p (?) — cos (? — +)

Dalla quale :

(7) tang (co - t ) = tang <? - +» ~JTQf)

Cosi, nel caso d’una retta:

avremo

da eui
f (?) = «

Nel caso d’una parabola :

y -  C x

e P (?) — °

P = ar

u = C x *

avremo :
( 8)

e cosi di seguito.

T (?) = a ?



diNnon,rU^rp 16 coslruzione del profilo MN  e preferibile
mento niò a fra z ion e polare, ma di seguire un procedi-mento piu semplice, cioè :

Le equazioni (5) e (8) danno:

sen  (co  —  —D f

<**re Ĉ 6 seno dell’angolo B B\p è proporzionale al-
o p, che si prende come variabile indipendente.

«  *r0grf fo '  ~ *re Punti .fissi d'una retta m « ' muovono
« r f/ T , S'̂ ?re aventi i centri in linea retta, ogni altro punto

f* e reMa m descrioerà una sfera, per modo c/ie con op-
umz scelta di dati, un certo punto di essa retta destri-

« vera un piano ».

t?orema di Darboux può servire per descrivere una
- a 1 cui centro sia inaccessibile o il cui raggio sia gran-
tissimo. In base a tale teorema il piano può essere descritto
mediante un sistema di quattro sbarre.
. nj I B°idografo. si può definire la superficie deli’ ellis-

. C° rae il luogo dei punti d’una retta, tre punti fissi della
detto p/,?Sf nVOno dei p*ani- Ciò posto, in base a quanto si e
DerfieiJS|®flvamerJte a»o sferografo, si potrà descrivere la su-
dici sbarre1SSOld&le mediante un apparecchio composto di do-



SULLA RISOLUZIONE
DEI PROBLEMI DI GEOMETRIA

CON ISTRUMENTI ELEMENTARI

Per istrumenti elementari s’ intendono la riga , 1 c0 ’
la riga a due orli, paralleli, la squadra e la falsa squ ‘
L’ uso della riga permette di effettuare (nel p ano .

costruzioni lineari, cioè il tracciamento di rette e a
nazione delle loro mutue intersezioni.
1 problemi più elevati esigono altre costruzioni c ono

più effettuabili con la sola riga. Queste cosfcruz oni
generalmente nel tracciamento di curve piu  c  eya  , Ai stru_
e il tracciamento di esse si può far dipendere a
menti di disegno più complessi della riga. « « in d o
I problemi costruttivi si possono dunque c assi o

questi due criterii
La natura delle curve dal cui tracciamento si può far

dipendere la risoluzione domandata (1).
2°. La natura degli strumenti atti al tracciamento delle

nominate curve.
Col primo criterio si considera la semplicità geometrica delle

curve; col secondo la semplicità meccanica del tracciamento.
Nella geometria analitica abbiamo poi un terzo criterio ri-

guardante la natura delle operazioni di calcolo, algebriche o
trascendenti, dalle quali si può far dipendere la soluzione che
si cerca.

Secondo tutti e tre i criteri indicati si presentano in primo
luogo i problemi di 1» grado (grafici e metrici).

(1) Ftdtvico. — Lezioni di Geometria proiettiva.
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Si possono collocare subito dopo i problemi di 2° grado (gra-
fici e metrici). Invero:

1*. Le ' ostruzioni che occorrono per la soluzione di essi
dipendono dalle intersezioni delle rette del piano con un cer-
chio  fisso,  di  dato centro ; ed il cerchio è, sotto molti aspetti,
a linea più semplice dopo la retta.

~°. Il tracciamento del cerchio occorrente all’ uopo si può
effettuare nel disegno con lo strumento compasso che è uno
dei più semplici dopo ia riga.

3o. La risoluzione analitica di tali problemi dipende da una
equazione del 2° grado (e da equazioni del t» grado) ossia, ri-
chiede soltanto l'estrazione d’un radicale quadratico (ed ope-
razioni razionali sulle quantità che corrispondono agli elementi
dati); una siffatta estrazione è l ’ operazione irrazionale più
semplice che comparisca nell’algebra.

Ai problemi di 2° grado si possono collegare quelli che, sentó
essere di 2° grado, si riducono però a successivi problemi di
2° grado; ossia i problemi che si risolvono nel disegno coll’uso
di una conica fondamentale fissa, la quale, nel caso dei pro-
blemi metrici si suppone essere un cerchio di cui è dato il
centro. E questi problemi sono evidentemente risolubili con
riga  e compasso ; ma, viceversa, non è chiaro a priori che tutti
i problemi costruttivi risolubili con la riga e col compasso si
riducano a successivi problemi di 2° grado, e si risolvano quindi
coll’uso della riga e d’un cerchio fisso di dato centro.

Tale fatto può tuttavia essere stabilito. Basta notare che
l’uso degli strumenti — riga  e compasso — c o rr isp o n d e alla
possibilità di risolvere i due problemi fondamentali seguenti-

1° determinazione delle intersezioni di un cerchio con
una retta;

2° determinazione delle intersezioni di due ce rch i.
Ora, il primo si riconduce (nel caso più generale di una co-

nica qualsiasi) alia determinazione delle intersezioni d’ una
retta col cerchio fondamentale fissato a priori (1).

11 secondo problema si riduce al precedente, bastando sosti-
tuire ad uno dei cerchi l ’asse radicale dei due, il quali si co-
struisce linearmente.

Resta cosi stabilito che : Tatti i problemi costruitici deter-
minati, che sono risolubili con riga e compasso, si possono

(1) Vedi Opera citata.
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?eU'iloere con la sola riga e coll'uso di un cerchio fisso di

l t S ° b a poi dimostrato (t) come: ™ U  i  p r o t e £ * e « £
-pinati, risolubili con la riga e col compasso, si r
fuio dello riga e di un areo di circolo di dato ce -
Se si tratta d’un problema grafico il c^ t r ° del dato are

i.  non  interviene  n ella  c o s tru z io n e ,  e  n o n  e  q u m  !  « n f f l i a r i s o l -
:i  mentre se si tra tta d ’un p r o b le m a metrico,  c h e  s i g u
:  vere  eon  la  so la  r ig a ,  o c c o r r e  in t r o d u r r e  f r a  i  d a 1 '

Uguale  viene  de te rm in ato  a s s e g n a n d o  a n c h e  i l  c e n  r o

Invece  di  con s iderare  il  c e r c h io  c o m e conica-luog sg j b jje
supporre dato com e conica-inciluppo,  o s s ia  s u p p o r r e  P

l’operazione  del  c o n d u r re  p e r  u n  p u n t o  e s t e rn o  le  .

■5,.cerchio fondam entale ,  in v e c e d e l l ’o p e ra z io n e c o r r e .® 1 ■ rf>
f  segare  il  ce rch io  co n  u n a  re t ta  ;  s i  p o t r à  a l lo r a  r i g o

come dato un cerchio-inviluppo, q u a n d o  in v e c e  d e  c o  P  ’

si possegga lo s tru m en to riga a due or li (p a r a t ie  ì  s  ì

col  quale  ev iden tem en te  s i  p o s s o n o  a p p u n t o  c.o n  UIT f  h e z z a
I  genti  da  un  pu nto  e s te rn o  a l  c i r c o lo  c h e  a b b i a  a
f  della  detta  r ig a .  .  . ha

Dunque : Tutti i problemi costruttivi determina i ,
t possono risolvere con la riga e col compasso, si po

che risolvere con la sola riga a due o r li . n r o b l e m id »
Dopo  i  p ro b lem i  d i  s e c o n d o  g r a d o ,  o  r ìd u c ib i  i  a  P  dQ  le

secondo  g rad o ,  i  q u a l i  s i  p o ss o n o  r is o lv e r e  «  p r o b lem i,

mutue in tersez ion i d i r e t te e d i c e r c h i, v i so go m o do ,
più  elevati,  ch e  n o n  si  p o s s o n o  p iù  r i s o lv e r e  n e  ^ ^  d e lla  d u _
Tali  i  c lassici  p r o b le m i  d e lla  t r i s e z io n e  d e l  »  ’

plicazione  de l  c u b o ,  d e lla  q u a d r a t u r a  d e l circo •  d o m a n d a tR

È  ora  s ta b ilito  c h e  la  s o lu z io n e  di  e ssi,  c o m  n o n  ^  p o s -

dai Greci,  c ioè c o l s o lo u so d e l la r i g a e d e ® r r e c j s tè s s i,  s ia d a i
sibiie ; e si sono trovati d’altra parte, sia . ad otrten0rltì.
Moderni Geometri, strum enti piu eomp es ijrado, b83ta il

Pei due prim i problem i, che sono del terzo «

(b Complementi d i Geom etria proiettiva, P*8- '  coroe tu tte le costru-
i i Poueelet prim a, e poi Steiner, hatìno i esegu ire con la s o l» riga,

rioni eseguibili con r iga e com passo a* P „ _r . io fl8SO ot)l suo centro. K g ià
quando sia dato n e l p iano d ella tigura i riconosciu la la possibilità di r i -
d d a n o , T a rtag lia e De-Benedictls cou Ia rìtta ed una sola aper-
“ Ivere 1 problem i de lla G eom etria d i h uc im *
'o ra n a t a n t e  di compasso.
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tracciamento di coniche, e quindi uno strumento (compassa
ellittico, iperbolico o parabolico) atto a tracciare queste curve.

L’ultimo, trascendentale, richiede invece linee o strumenti
piu elevati, ma si risolve anch’esso, nel disegno, coll’ integrafo,
strumento ideato da Abdank-Abakanotvicz (i).

Per limitarci al piano (2), le relazioni metriche si possono
tutte esprimere mediante 1 concetti di parallelismo e di per-
pendicolarità. Il parallelismo di due rette si traduce nella pro-
prietà di esse d’ intersecarsi sopra una retta particolare, la
retta dell’ infinito del piano. La perpendicolarità di due rette,
o meglio di due direzioni, si traduce in una particolare rela-
zione dei punti dell’ infinito corrispondenti, i quali debbono
essere coniugati in una certa involuzione che è V inoolmione
assoluta sulla retta all’ infinito del piano.

La retta all’ infinito e l’ involuzione assoluta su di essa, co-
stituiscono gli enti metrici fondamentali del piano o, breve-
mente, l'assoluto ; tutte le relazioni metriche equivalgono a
relazioni grafiche coll’assoluto e quindi tutti i problemi me-
trici si riducono a problemi grafici quando fra i dati si pon*
gono anche gli enti costituenti l’assoluto (o, in ca9i speciali,
una parte di essi), assegnando nel piano qualche figura fon-
damentale.

Per le costruzioni di parallele basta dare come figura fonda-
mentale un parallelogramma, cioè due coppie di rette paral-
lele. Per le costruzioni ove entra anche la nozione di perpen-
dicolarità, occorre aggiungere due coppie di direzioni orto-
nonali (individuanti l ’ involuzione assoluta); allora si risolvono
con la sola riga tutti i problemi metrici di primo grado.

In particolare questi problemi metrici di primo grado si risol-
vono con la sola riga quando è dato un quadrato, i cui lati e le
diagonali forniscono appunto due coppie di direzioni ortogonali-

Già abbiamo veduto come i problemi di secondo grado (gra*
ftci e metrici) o ad essi riducibili siano risolubili con la sola
riga quando si abbia nel piano, completamente tracciato, un
circolo e il suo centro, in questo caso il circolo stesso (cono-
scendosi il suo centro), serve a dare gli enti metrici fonda-
mentali del piano. Esso serve infatti a tracciare quante si vo-

li) Vedanaf i $ nei quali si tratta della costruzione meccanica deUe curve
e quelli relativi ai tre problemi celebri.

(2) V. Questioni riguardanti la Geometria elementare. - Àrtioolo nono, diAmedeo Giacoinini.



aliano rette parallele (mediante coppie di diametri) e quan
si vogliano coppie di rette perpendicolari fra loro.
Con la squadra e  la falsa squadra, usate in modo conve

niente, si perviene allo stesso risultato conseguibile con la
riga a doppio orlo per cui si può concludere che :

. i problemi risolubili con la riga e col compasso si P «^ono
i . anche risolvere con l ’uso esclusalo della riga a due or t, e

; squadra, o della falsa squadra.
Lorenzo, Mascheroni poi nella sua famosa « Geometria e

compasso» (1797) ha stabilito tutti gli elementi per la dimo-
strazione della possibilità di risolvere col solo compasso qua -
siasi problema risolvibile con riga e compasso; ma la dimo-

, strazione di questo teorema è dovuta all’Adler (1890).
} Un problema determinato dfcesi di terzo grado quando, con
f proiezioni e sezioni, esso riducesì al problema fondamen a e
di trovare le intersezioni ulteriori di due coniche aventi un
punto comune dato.
Un problema determinato dicesi di quarto grado quando, con

, proiezioni e sezioni può ridursi al problema di trovare le m-
j tersezioni di due coniche, delle quali non si conosce nessun
1 punto comune.
, Trattati analiticamente, i problemi di terzo grado conducono

ad una risolvente cubica, e quelli di quarto grado ad una ri
solvente biquadratica. , . .
Dal punto di vista geometrico: Ogni problema deter min

di terso o quarto grado, si può risoloere con. la r i^a e
compasto, purché sul foglio del disegno sia tracciata

i conica diwrsa dal circolo (1), od anche soltanto un ar ,
| munque piccolo, di essa.

Con la sola riga.

della sola riga, ossia tra
che nel piano della flgur
è limitato, ma assai inti
cialmente in Topografia.

U) Skvkki. Complementi di Geometria proiettiva, pag. 063.

26  —  Ghkhsi.  —
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Schooten e Brianchon furono i primi a proporsi la soluzione
di taluni problemi con la sola riga.

Darò solamente un cenno di costruzioni di questo genere
che richiedono alcune nozioni di Geometria proiettiva (teoria
delle trasversali).

,  ,  e ue re i ê a  ,  b i l cui punto d'incontro cada fuori
aglio, condurre per un punto dato X una retta che

paggi per detto punto inaccessibile (flg 353).

£ Pj? q  l 6tte ad arbitrio che segheranno in
P  A ? i , f ' : “ '“ i" 00 le congiungenti E ,  » ed
lunque ohe seghi a “ i  e M „Dt S, S™foi° ™ ’“ llra rel1la l,M‘
ffiunsenti p  ir e . A u  r b %■ L intersezione V delle con-
£ 3 »  ’ H ’ 1 8apà un “ condo punto della retta

II.  — Dati due punti H  ,  K d’una retta, supposta intreccia-
tile, determinarne quanti altri si cagliano>coll’ uso della
sola riga.
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Conduciamo (fìg. 354) due rette qualunque m , rn' e congiun-
giamo un punto L d’una di esse m, coi punti dati H K. Otter-
remo cosi sulla m> i punti M ', N'. Conduciamo per K  una retta
qualunque che ci darà i punti .V sulla m ed L' sulla rn'. Lo

F ig . 354.

H V determinerà M  sulla m. Proiettando allora N  da M' ed N '
da M avremo il punto S che appartiene alla K H per  un  noto
teorema (1).

Passiamo ora ad alcuni problemi che si risolvono coll’ uso
della sola riga, quando sia data una certa figura nel piano.

HI.  — Dato un parallelogramma U , V , X , Y ed una retta
ni, condurre per un punto dato P la parallela alla m,
usando la sola riga.

(1) V. Cremoux. Kleu>entl iti Geometria proiettiva. N. 68.
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Prolungati i lati (fìg. 355) e una diagonale del parallelo-
gramma  fino  a  segare  in  r ,  W  , R , S , 0 la m, proiettiamo
da P  i punti R , S e conduciamo per O una segante qualunque
che determinerà i punti Q , K  sulle P R  , PS. Le rette WQ,
T K si segheranno in Z che apparterrà alla retta cercatali).

Duntn circ° l° e R suo centro o, condurre da un dato
due minti*1* a/igenie al circolo e determinare su questa
sola riga  (flg .’ 356>’ eguiAistanti da M, facendo uso della

Si costruisce la polare T R di M  che determina il Pun' ® g
tangenza T ;  si conducono la tangente M T, il diametro *
e la MS. Basterà allora costruire la polare di un qualsiasi
punto F  della M S ;  essa segherà il circolo in D ed Et c  ®
proiettati da S determineranno sulla tangente i punti X  >
cercati. A rigore, non essendo stabilita la distanza M X, P®"
tpebbe servire la polare stessa del punto M  che permette 1
avere il punto U simmetrico di T  rispetto ad M.

(1) v. Cremona. Elementi di Geometria proiettiva, N. 89.
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V.  - Dato un triangolo S X Y ed un circolo drente per dia-
metro l'altezza S T del triangolo, costruire, con la sola
riga, la mediana S M del triangolo stesso.

Siano D  ,  E (fig. 356) i punti nei quali i lati S.V , S Y del
triangolo segano la circonferenza. Basterà costruire 1 po o
di D E e unirlo con S per avere M.

V.  „  ,  ,  „ „ „ ^  ./ ino centro, ìnscrioere in* *• — Data una circonferenza e u suo
essa il quadrato, coll’uso della sola riga.

Conduco un diametro qualunque A B, da -A una retta qua-
lunque a) e da B un’ altra qualunque y ; esse intersecheranno
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la circonferenza nei punti C , D che uniti con A , B daranno F;
la E F  sarà perpendicolare sul diametro A fi (V. polarità). SI
diametro L O determinerà M  simmetrico di ’G rispetto al dia-
metro perpendicolare ad A f i; quindi condotte A G , BM
avremo in H  un punto di tale diametro che sarà fi P e ci
darà il quadrato iscritto voluto A P B N.

j  £  8V II.  — Iserioere nel ciróolo i poligoni regolari di 3 - * ~
- 12 - 16 - 24 - 48, ecc., lati usando la sola riga

S i  c o m i n c i  c o l  t r a c c i a r e  ( f i g .  358)  d u e  d i a m e t r i  p e r p e n d ic o -
l a r i ,  n e l  m o d o  i n d i c a t o  n e l  N .°  V I .  S i  d e t e r m i n i n o  ( i )  i  p u n ti

(1) 1 problemi ausiliari! riguardanti la divisione d’un segmento di retta in
due parti uguali, e il tracciamento i ' una parallela ad una retta data, per
uu punto dato, sono tra i più elementari della Geometria proiettiva.



- 407 -

oedii M , N , P , Q dei raggi 0  A  ,  O C ,  O  B  ,  OD, e si con-
ducano le rette MN%, N P ,  P  Q ,  Q M  nonché le parallele ad
esse dal centro 0, e le parallele da N  e Q al diametro A B. Si
avranno cosi i poligoni regolari iscritti :

Triangolo . . . . . . D E F
Quadrato,  .  .  . . • . A C B D
Esagono  . . . . . . . C F G D H E
Ottagono. . . . .  .  .  C  L  B  R  D  S  A  I
ifi lati . . a t t n r .......... .

È facile vedere come sia facile ottenere con costruzioni ana-
leghe i  poligoni  di  12 -  24 - 48, eQC. lati.

Fig. 358. D

'  Mi*  — Iscrioere nel circolo il pentagono regolare.
Soluzione. - Come ho già notato precedentemente (v. nota

a Pag. 406) le costruzioni con sola riga richiedono la ripetizione
di costruzioni che sono tra le più elementari della Geometria
proiettiva e che non ho tracciato nella flg 359, accennando solo
al procedimento da seguire-
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Prim a costruzione. — Comincio col tracciare due diametri
perpendicolari A B ,  C D  (V. Probi. N. VI).

Determino E  punto medio di O C.
Conduco la bisettrice dell’ angolo F OA ,  determinando il

punto medio della corda A F  mediante un quadrangolo com-
pleto del quale le parallele A F B Z  sono due lati.

C

Da A conduco la parallela alla G C, valendomi delle paral-
lele G C  , HD.

Avrò cosi A M  lato del pentagono cercato ed M O  lato del
decagono.

Detemino il punto medio N  di M O  e da esso corduco la
parallela ad A B , valendomi delle parallele già costrutte per
trovare CD.

Avrò cosi P  e  Q vertici del pentagono.
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Determino S punto medio di C Q e conduco SO R.
Determino infine il quinto vertice T  mediante lo C K.
Seconda costruzione. — Conduco due diametri perpendicolari

AB., CD e la tangente in D.
Determino S punto medio dì O B.
Conduco SF parallela a C D e R O F.
Portando F D da F  in M avrei O M  uguale al lato del deca-

gono iscritto. Posso ottenere M  conducendo la bisettrice di
DFM (o di A Odi che gli è uguale) e abbassando poi su di

«a la perpendicolare da D. Oppure posso condurre la bi-
ttrice dell’ angolo R O B, supplemento di AOB , e condurre
1 essa la parallela da D, il che rinviene a condurre la paral-
la alla corda A R.
Occorre ora portare il segmento O M  da O in N\ il che
>§so ottenere, analogamente a quanto si è veduto sopra, con-
dendo da M  la parallela alla corda D P.
Procedo poi come nella costruzione precedente.

«X. - Dato un rettangolo A B C D , trovare, con fuso della
sola riga, la metà, il terzo, U sesto d’ uno dei suoi lati
per esempio A B.
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Conduco per B la B M  qualunque; conduco poi AN,BD\
M Z  mi darò E punto  medio  di AB.  Le diagonali BD,AC

e le rette F A  ,  F D  danno G ed S che uniti determinano K.

Ora è facile vedere che E K =  A B e  B K=- ^~ AB.

Si può osservare che la superfìcie della stella P R E S F G n
L P  è un  terzo  di  quella  del  rettangolo  dato.

Col solo compasso.
Ogni problema risolubile con la riga e col compasso, può

risolcersi col solo compasso, quando, beninteso, il problema
s’ intenda risolto allorché si siano ottenuti due punti di eia-
scuna retta che, eventualmente, figuri tra gli elementi in-
cogniti (1).

(1) Vedasi la dim ostrazione di questo teorem a fondam entale nella Geometria
pro iettiva d i F. Severi, pag. 187.



f Mascheroni, nel 1797, pubblicò la sua celebre Geometria del
«im pano, nella quale, ritenendo graficamente più esatte le
costruzioni nelle quali si fa uso del solo compasso, che non

. quelle eseguite col sussidio della riga, si propose di eseguire
, col tolo compasso tutte le costruzioni fino allora praticate con
• detti strumenti. Ma nella teoria si prescinde da considerazioni
di esattezza g ra fic a , che il Lemoine ha voluto sottoporre a
minuto esame nella sua Geometrografla unitamente alla sem-
licità delle costruzioni.
Chssles (1) chiama il libro del Mascheroni, originale e cu-

rioso, e aggiunge; «Cette géométrie est plus riche et plus
«étendueque celle de la règie, parce qu’ elle embrasse les
«problèmes  du  second  degré  qui  sont  tous  ceux  qui  forment
«le demaine de la géométrie ordinaire. Mascheroni fait voir
« qo’elle s’ applique aussi, avec facilité, à la solution approxi-
«mative des problèmes qui dépendent des sections coniques
«et d’ une géométrie plus relevée ».

*•  ~ Trooare il centro d'un circolo. Dal punto A della cir-
conferenza, con raggio arbitrario, descrivo un arco che la sega

in B e C. Dati tali punti come centri, * £
descrivo due archi che si segano in centro
spetto alla retta B C s u p p o s ta tracciata. Da * come centro,

(1) A pere u hlstorique, pan- 2M.
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con raggio A A ' descrivo un circolo che sega in M , AU’areo
B C  prolungato. Da M ed N  come centri, con raggio uguale
alla distanza A B descrivo due archi che si segano in 0 sim-
metrico di A rispetto alla corda M N  supposta tracciata. Tale
punto O è il centro cercato.

**• ■— Iscrivere il quadrato nel circolo. Portando tre volte
il raggio sulla circonferenza da B in R , C , E si hanno gli

estremi B , £ di un diametro; si descrivono allora i circoli
(B  , BC) (E , BC) clie si segano in a ; A a é il lato del quadrato
che basterà portare da B in F  e D.

III. — Iscrioere l'ottagono regolare nel circolo. — Si p ro c ed e
come per iscrivere il quadrato, indi dal centro q si porta il
raggio A B in G e H ed A a da G in g e da H in h.
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IV.  - Iscrivere nel circolo il dodecagono regolare. Iscritto
il quadrato (flg. 365) si porta il raggio A B da F in N  etl O, ecc.

V. - iscrivere nel circolo il poligono di 24 Iscritto ̂  ^
gono (flg. 366) si porta il raggio A B da  G in L e

F ig - 367.

~ I s c r iv e r e il pentagono net circolo. Trovati i punti N , O
ci del dodecagono) come nella tìg. 367, si determina b con
descritti da N ed O con raggio A a. Si ottiene cosi il

S b del Dentagono is c ritto .
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V II.  — Iscrioere nel circolo il decagono regolare. Mediante
la costruzione indicata per iscrivere il quadrato nel circolo
determino il lato di detto quadrato A M. Con tale raggio de-

scrivo due archi, dai centri C e f i , che si segano in S; ottengo
cosi B S uguale al lato del decagono regolare iscritto ed A S
uguale al lato del decagono regolare stellato iscritto (fig. Sfa-

v i l i .  — Dato■ il lato A B costruire il decagono. D esc r it to  il
c ir c o lo (A , AB) (flg. 369), si porta sulla sua c irc o n fe re n z a il rag



I| gioin C, D , E , d ; si determina a con due archi di centri B,
E, E e di raggio B D ; si determina poi b con archi di centri D ,d  e
f d* raggio A a; infine si trova V come intersezione di due arciii
. ; di centri A e 5 e di raggio b E. Con lo stesso raggio b E  si de-
| scrive il circolo di centro V clie sarà il circolo circoscritto al

decagono di lato A B.
•X. —Data la diagonale A B costruire il quadrato. Con

centro A e raggio A B si descrive (fig. 370) la semi-circonfe-
renza BE; con centro B e con lo stesso raggio si descrìve
larco C P, e si determina a nei solito modo con archi di centri
B £ e di raggio B D. Si determina P  con un arco di centro E

e raggio A a. Risulterà A P
lato del quadrato cercato.

■Q

—Trooare una terza proporzionale a due distanze Qp,
f N delle quali la prima Qp maggiore della seconda. Sì  de-
criva (fig. 37)) un arco A p B  di centro Q e di raggio Qp', dal
eQtro p, con raggio M N  si descrìva la semi-circonferenza
ì_*‘i S-, la distanza A S sarà la terza proporzionale domandata,
ifié si avrà

p Q : p A = p -4 : ^ ^

il. — Dato il lato AB costruire un poligono regolare di nit-
ro dato di lati, fra quelli che si possono iscrioere nel cer-
o. Si descrìva (fig. 372) con raggio A B la circonferenza di
Aro A e vi si iscriva nel modo indicato un poligono regolare
file a quello richiesto, per esempio un pentagono, e sia B 6
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il lato di questo poligono. Si cerelii una terza proporzionate
fra R b e il raggio A B (vedi N. X.) vale a dire dai centri A,
E  con  raggio  B b si descrivono due archi segantisi in X;iì

circolodi centro X  e di raggio Bb segherà in F il circolo AB
e risulterà :

Con B  Y  come raggio e dai centri A e B si determina il
punto V. il circolo descritto da V  con raggio B Y  sarà il cir-
colo circoscritto al pentagono A B L M N  di Iato AB.

Costruzioni di radici quadrate. Segniamo i vertici
B, C, D, E, H, G dell’esagono regolare iscritto. Con il raggi0
B D descriviamo gli archi M D H N  , M C G N  , D  V  ,  H  V. Por-
tiamo A M  in B F  ed A B in F T (flg. 373). Avremo:

0

A B = 1 A M = \/ 2 B D = \/ 3

B E = y/ 4=3 E T = \/ 5 M V=\/  6 c  V=*\/  1

B V = \/ 9=3 T V ~ \/\0

M

Fig. 372.
E

X A : A B = A B :  B  Y



27 — Ohkksi. AlaUiit- ctiU lt-
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Volando  costruire  la  V'  n  si  sottrae  n  dal quadrato imme-

diatamente superiore m* e sio mt  —  n ^ k .

Si descrive allora un circolo con raggio \ / k di centro E, e

dagli estremi d’un suo diametro T , R si tracciano con raggio

m due archi che determinano P ; sarà EP=*\fn.

Esempio. — Abbiasi la fig. 374 tracciata come la flg. 373 evo-

giiasi  trovare  \/n.  Si  ha  16  —  11  =  5;  quindi  da E con raggio

ET?=  v 5 si descrive il circolo e se ne segna l’altro estremo il

del diametro TER,  Da T  ed R con raggio VZ = 4 = s> de-

termina P  e si ha cosi E P  = \/li.

~ Pati i punti di mezzo dei lati d'un poligono con-
nesso, di numeri dispari di lati trovarne i vertici• Se si co-
struisce il parallelogramma F G  H I  sarà I  il punto di mezzo

A

Fig. 376.

della diagonale A D. Si avrà quindi E  come vertice opposto
ad I  nel parallelogramma K I L E  ,  A D  come parallela a
K L, ecc. Come si vede, il punto I  si puc ottenere col compasso
coi raggi F G , G II ; parimente E ; D coi raggi I D = L K  e
K D = K E, ecc.

Analogamente si procederebbe per numero maggiore di lati.



Con riga e squadra.

Usando solamente riga e squadra si possono tracciare per
punti molte curve quali le cubiche unicursali, le quartiere un -
eursaìi, ecc: Indicherò per alcune fra le più note di tali curve
il modo di generazione che meglio si presta per costruirle con
l’uso di detti strumenti esclusivamente. In generale é possiti e
deipari, imponendosi tale vincolo grafico, costruire la tangente,
o le tangenti, in un punto dato della curva d).

Consideriamo due rette ortogonali y e OC e 9 0 np'e da
A, S, c dati. Conduciamo per C una retta ™ qu* iR con_
A la perpendicolare ed essa A P  che segh®T® f i jà P  sulla
giungente Q C segherà la perpendicolare a notare ;
0 C in un punto M  il cui luogo ha per equa i

a* e ___,o cos » = a — t> 4-
nella quale :

Oa  = a OB = b  AC  — c *° p

L’equazione riferita ad assi ortogonali e .

MBC = (o

as{a*a>r+ fe>y * )  —  [ a  + c  - f>) a* x *  + (a	— b )  b *  y *

Essa  è V equazione generale delle cubiche unicursali rette,
quando si assumono per origine il punto doppio e per asse

di G. de Longrharaps  «  * W  .«>•  ta g e o m e t r i * 	 d e 	 l a 	 r è g i e 	 e t 	 d e 	 V é q v e r r e



delle y l’asse di simmetria. Si possono ottenere molte cubiche
notevoli, facendo variare la disposizione dei punti OfA,fl,C.

Le tangente in un punto M  della curva si può determinare
assai facilmente notando che le tangenti in P  ed Afai luoghi
descritti da questi punti si segano sulla retta Q S (t).

È noto ch<» U/'re a normate in un dato punto Sd'una conica-
d’una enniAo 6 Un an&0,° retto ruota attorno ad un punto S
passa uer un Jertice» la corda intercetta nella conica

SSToì?. 1 silual0 sul,s normale in s “ ■
Basterà dunque considerare due posizioni F S G  .  WSt  ir

l’ angolo retto, per avere il punto I  come intersezione
corde F G , H L. La S / sarà la normale in S.

(1) Vedasi per a ltri esempi) il | sulle « C u r v e
n o t e v o l i 	 » .
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rette qualunque A C , B C e d una parallela ad A B che le sega
inM,N. Unendo il punto O intersezione di M B , N A con C si
;liaF punto medio di A  B ; e unendo S , intersezione di M B

1
3

A B. In modo ana

?logo si  trova l’altro punto H di trisezione di A B.

Ouercazione. - Evidentemente, si ha F G — * A B. Appli-

cando lo stesso procedimento alla trisezione di B G si potrà
dividere A B in 9 parti uguali, in 18, ecc.



DIVISIONE DELLA CIRCONFERENZA

IN P A R T I UGUALI

Il problema della divisione della circonferenza del circolo
in  parti  uguali  venne  studiato  fin  dalla  più  remota antichità,

come era ben naturale.
Gauss ha dimostrato che tale divisione é possibile» con rigs

e compasso, per ogni numero primo della forma
t «

P =  2  + 1

mentre  ò  impossibile  per  tutti gli altri numeri primi e per
tutte le potenze di numeri primi.

Cosi, per esempio, per m = 2 si ha p = 2**+ i = 16 \  1 = 17
dunque il poligono regolare di 17 lati si può iscrivere nel cir-
colo con riga e compasso.

Cosi pure quello di 2*3-f- 1 = 257 iati, quello di 2,4-(-l=65537
lati. Per:

m =  5 m = 6 m = 7

non si  hanno numeri  primi.  Finora  non si  è  constatato  se  par
rri = 8 si abbia o no un numero primo, e tanto meno lo si è
fatto per m > 8.

La costruzione dei poligoni regolari di 7, 9, 13 lati, ecc;, di-
pende da problemi di terzo grado, e siccome si dimostra che
tutti  i  problemi  di  terzo  grado  si  riducono  a  quello  della  tri-
sezione dell’angolo, ne segue che i detti poligoni si possono
costruire mediante riga, compasso ed un trisettore.
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,| Per questi poligoni, ed anche per quello di 17 lati la cui co-
fjtruzione regolare è eccessivamente lunga, si ricorre in pra-
tica a costruzioni empiriche approssimate. Ma prima di pos-
are a queste ne indicherò alcune di rigorose poco note, due
jeìative al pentagono (1) ed una relativa al decagono.

d = BQ una parallela ad .473; cd  una retta che seghi la cir-
conferenza in E  ,  F ; C E , C F  delle rette seganti dS in e , f.
*>er questi punti conduciamo le corde 3 e 4  ,  2 f  5 perpendi-

:°lari ad A B. La figura A 3254 è un pentagono regolare.
H‘ — U triangolo formato da due lati adiacenti d un penta-

gono regolare e dalla diagonale, è isoscele, e ciascuno dei lati
uguali è uguale al segmento maggiore della base diviso in
otedia ed estrema ragione.
Basta quindi prendere sopra una retta qualunque un seg-

mento qualunque, dividerlo in media ed estrema ragione e co-

li) Vedasi pure a pag.
m  costruzione eseguita con sola riga.
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struire un triangolo isoscele aven e la retta considerata con»
base e di cui gli altri due lati siano uguali al segmento mtf>
ginre della base. L’angolo al vertice O di questo triangolo
sarà l’angolo d’un pentagono regolare. Ma per semplificare 1«
costruzione si potrà prendere in luogo d’una retta qualunque
una retta particolare della figura. Ecco una costruzione et»
dà il lato cercato.

B

All’estremità A del diametro A OB si conduce la tangei
sulla  quale  si  portano  ie  lunghezze  A  C  e  poi D D ugual
raggio. Si conducono le rette DO ,  DB  che segano la cir<
ferenza rispettivamente in G ed //; si tracciano la retta i
e la circonferenza di centro D e di raggio D G che incoi
CH in /; la retta A J sega la circonferenza data in M ‘, A.
il lato del pentagono.

Decagono regolare.

È ben nota la costruzione che serve ad ottenere il lato del
decagono regolare come segmento maggiore del raggio diviso
in media ed estrema ragione. Meno nota è forse la costru-



- 425 -

•lione, che vuoisi conosciuta dai matematici greci, indicato
iella figura 381; la perpendicolare sul punto di mezzo di B  V
iella Chiocciola trisettrice di Pascal sega la curva stessa in

ì

I quattro punti C , Ct  ,  J , R che proiettati da V sulla cir*
| fetenza di centro V e di raggio V B , danno :v

I D P =  =K U -
f come è facile dimostrare (V. Trisezione dell angolo)
s.

COSTRUZIONI APPROSSIMATE.

Metodi generali. — Varìi sono i metodi cosidetti generali,
>er dividere la circonferenza in parti uguali, proposti e molte
mite dati come esatti (!) nei Corsi di Disegno geometrico, nei
dannali di Geometria applicata alle industrie, ecc.
Esporrò qualcuno di tali procedimenti, con l’ indicazione dei

issi particolari nei quali essi danno risultati geometricamente
isatti e dell’approssimazione che permettono di ottenere ne-
fli altri.
Metodo Rin&ldmi (t). — Consiste nel dividere il diametro

4B in tante parti uguali quante sono quelle nelle quali sì vuol

(l> Questo metodo è riprodotto nello Souvelles danales de Maibematiques,
Voi. XII (1853) >,M 77 in un articolo di Housel senza indicarne l’autore; e
nel Trattato di Geometria di Catalan (pag. 2Ti) è indicato come dovuto a
Bion ; ma la oostruzìone 6 d'uu nostro Geometra, il Rinaldini.
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divisa la circonferenza e nel congiungere il secondo punto di
divisione col vertice C del triangolo equilatero ABC; tale
congiungente determina l’arco B D cercato. Poniamo:

A M C = x  A C  M = t  D O B —j r = t

B

sen a
sen e

e  d a l  t r i a n g o l o D M O :

Si ha quindi :

sen a- _  1
sen  4

n

sen  *  _  1
sen(120°— a) ~ ~ 2

U)

( 2)

n
(3)
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6 ponendo cosy = x  sarà l’equazione di secondo ^rado.

U - xf.  [n  -  4)* _ (a - J £ _ + x, _ Z^±n ~-9 -
37?-------- “ n

[3 n* +  (a  —  4)*] x '  — 6 n (n  — 4) + 2 (n “ 4)

Risolvendo : ____

' 3 n,* + (a - 4)

. . darebbe coseni negativi per
Si rigetta il segno negativo eh

valori di n sufficientemente Picc° *‘icati j vaiori dell’angolo y
Nella seguente tabella ?°” ° ^ tengono col metodo Rinal-

esatti e quelli approssimati c e inclusivamente.
dini, per valori di n fra  d  *
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!
n Valori

di y esatti
Valori

di 7 approssimati

3 120° 120“

4 90° 90“

5 72° 71° 57' 12"

6 60° 60°

7 51° 25' 43” 51“ 31' 5"

8 45° 45“ 11' 14"

9 40° 40” 16’ 40”

10 36° 36“ 21' 24"

11 32» 43' 38" 33“ 8' 52"

12 30° 30“ 29' 45"

13 27° 42' 32" 28“  12'  30"

14 25° 42' 52" 26“ 15' 48"

15 24° 24“ 34' 30"
16 22“ 30' 23“ 5' 54"
17 21“ 10' 35" 21“ 47' 12"

Differenze
angolari

0

0

- 5' 48"

0

5' 22"

IV H"

16' 40"

21' 24"

25' li"

29' 45"

31' 58"

32’ 56"

34' 30"

35' 54"

36' 37"

Metodo Bardin. — Si divide il diametro A B in tante parti
uguali (n) quale sono quelle nelle quali si vuole divisa la cir*
conferenza. Si conduce il diametro C D perpendicolare ad A B
e si porta una delle n parti del diametro sul prolungamento
di tali diametri, in M  ed  TV.  La  retta M N  segherà la circon*
ferenza in P  ; unendo questo punto col terso punto di divi-
sione del diametro a partire da A si avrà il lato del polìgono
regolare iscritto di n lati, esatto od approssimato a seconda
del valore di n (flg. 383).



La formola generale che rappresenta tale segmento è:

| f = ~ y n* - 8 n + 48 - (n  -  6) \/ n* — 4n - 4

<  p ______
| Il radicale \/ri1 — 4n — 4 diviene immaginario per valori di n
|  .  ' ------- -----  r . ^ ^ l l n o K i l o C .h ft

|i per n 5 5.
| inferiori al 5, quindi il metodo Bardin non è applicabile che

Nella seg u en te 	 tabella sono indicati i valori dei lati dei po-
lon i che si ottengono con tale metodo per valori di n dal  5 al
10 inclusi, con le relative differenze dai lati esatti ; vi 9ono pure

indicate le differenze fra gli archi di e &11 archi sottesi

dalle corde approssimate (i)-
Come si vede il metodo dà risultato

esatto soltanto per n = 6.

(!) Nel periodico Mathrsis (1909 pag. 156) è tudicata una costruzione che uon
^cceuno qui perchè troppo poco approssimata.



V
al

or
id

in

5

fi

8

9

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

Lunghez.
esatta o

calcolata
del lato
(r = 1)

Lunghez.
approssi-
mata del

lato

Differenza
in più

o in meno

D
if

fe
re

n
z

a
tr

a
„

36
0»

t’
a

rc
o

—— n
e

l’
a

rc
o

c
h

e
so

tt
e

n
d

e
le»

co
rd

e»
«l

»p
ro

M
»

1,1755705 1,1661904 - 0,0093801 39' 46” , 58

1,0000000 1,0000000 — 0,0000000 -

0,8677673 0,8675193 — 0,0002480 56" , 86

0,7653669 0,7646179 — 0,0007490 2' 47” , 22

0,6840400 0,6831215 - 0.0009185 3' 2i" , 66

0,6180340 0,6169825 — 0,0010515 3' 48" , 02

0,5634651 0,5624619 - 0,0010032 3' 35" , 68

0,5176380 0,5167340 — 0,0009040 3' 13" , 06

0,4786312 0,4778463 - 0,0007848 2' 46" , 78

0,4450417 0,4443797 - 0,0006620 2' 17” , 90

0,4158233 0,4152793 — 0,0005441 1' 54” , 76

j 0,3901806 0,3897460 — 0,0004346 f 29" , 40

i 0,3674989 0,3671638 - 0,0003351 1' 10" , 32

i 0,347296*j 0,3470503 — 0,0002461 51" , 54

! 0,3291890 0,3290223 - 0,0091667 34" , 90

0,3128690 0,3127721 — 0,0000968 20" , 24

0,2980844 0,2980495 — 0,0000349 7” , 30

0,2846297 0,2846491 -f- 0,0000194 4" t

0,2723331 0,2724006 + 0,0000675 14" , 04

0,2610524 0,2611618 + 0,0001094 22" , 76

0,2506664 0,2508129 4- 0,0001464 30" , 46
0,2410732 0,2412522 4- 0,0001791 37" , 20
0,2321858 0,2323932 + 0,0002074 43" , 10

j 0,2239288 0,2241614 4- 0,0002326 48" , 26
I 0,2162379 0,2165042 4- 0,0002663 55"  ,  24
! 0,2090570 0,2093303 + 0,0002733 56" , 70



Soluzioni meccaniche.

1.-11 eircolo-dicisore. - È uno strumento assai semplice
che può essere utile a chi abbia frequente occasione di divi-
dere circonferenze in parti uguali (disegni di ingranaggi, a<
esempio).
Consiste in un regolo A sul quale sono segnati dei gradi.

i, 2......... 23. Questo, regolo può rotare attorno ad un pernio

Fig. 384.

‘ si collocherà nel centro del circolo da dividere. Un cor-
o scorrevole sul regolo porta un tratto inciso che si fa c -
Pendere, per esempio, col 9 del regolo se in 9 parti ai vuol
«dere la circonferenza.il corsoio porta un piccolo gaietto £
itenuto in una staffa e girevole attorno ad un asse g come
a ruota. Questo piccolo gaietto è munito d una punta che
•ve a tracciare, a ciascuna sua rivoluzione, i punti che indi-
llo le divisioni delia circonferenza.
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II . — Quest’altro apparecchio è dovuto ad un tedesco, secondo
la R e m ie  d u  G è n te  m i l i t a i r e .

Essendo dato un angolo M O N (flg. 385), supponiamo che si
applichino su questo angolo due serie identiche di parallele
equidistanti A ,  B , C , D , ------ ed a, b , c , d ............. tracciate
su due fogli di carta trasparente e in modo tale che la prima

l’antrolò8- f ì ouSCU,aa serie si sovrapponga ad uno dei lati dei-
di losano-hA t if6 .inee si segheranno formando un reticolato
solarmente ^ tte„ ,dentiche * cui vertici saranno ripartiti re-
alla bisettrice J rispettivamente parallele e perpendicolari
r  rsi  a 0S 0 * g° l°  ^  Basterà’ per e.Zm£o. di rife*
■ . V - ' -

deei1 archi è asw;le rette nnrniiaiaf ’ 1 differenza consiste nel sostituire
parallele con linee curve B C D E  (flg. 386) che intercet-
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tano su degli archi descritti da un centro comune O e a par-
tire da una retta A, degii archi tutti uguali ad una lunghezza
arbitraria. Si opera nello stesso modo a partire da una seconda

Fig. 386.

Ciò  fatto,  per  dividere  l’angolo M O N  in un numer 9 da
que di parti uguali basta sovrapporre i due og i m ,,
far coincidere i centri 0 , o col vertice dall ango o no
A ed a con i lati OM ed ON. I due sistemi di curve
un reticolato di losanghe cur-
vilinee,  i  cui  vertici  sono  rego-
larmente distribuiti su degli ar-
chi concentrici col vertice del-
l’angolo; basta dunque cercare
la serie che contiene n + 1 di
questi vertici per trovarvi i
punti di divisione dell’arco in n
parti uguali.

L'inventore costruisce le det-
te curve su dei settori traspa-
renti SS, (flg. 387). attraversati
nei loro centro da un pernio
attorno al quale gira un’alidada,
ma è chiaro che si può adot-
tare qualsiasi altra disposizio-
ne, come — per esempio — quella te due fogli di carta
che consiste nel servirsi semp lL; stabilire più esattamente la
da calco il che permetterebbe di stabilir
coincidenza dei centri.

*8  -  Gh k r u .  - Matetn.

N

Fig- 38
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E t t a g o n o .

1* — È noto che l’ iscrizione dell’ettagono regolare si rìcon-
duce olla soluzione di due equazioni, l’una di secondo grado e
l’ altra di terzo. Ora, la soluzione di una equazione di terzo
grado (che ha le sue tre radici reali) può sempre ricondursi
olla trisezione d’un angolo. Su tali considerazioni è basata la
seguente costruzione di Collins.

B
Fig. 388.

Siano A O A? e fi O B ' due diametri derpendicolari l’ uno al*

l’ altro ; prendiamo dal lato di A’ , O O’ — — O A' ; sia A E il
6

sesto della circonferenza ; conduciamo E C parallela ad A A
e che incontri BB> in b ; dal punto O' come centro descriviamo
l’arco b Fb> (essendo b’ su B B’). Sia b D il terzo di quest’arco.
Prolungando fino all’ incontro del primo circolo in Z, una per-
pendicolare abbassata da D su A A\ l’arco A Z  sarò approssi-
mativamente il settimo della circonferenza proposta.



II. - Costruzione dell’Autore. Il lato dell’ ettagono stellato

jcorda dell’arco y x360°j corrisponde ad l = 1,563662, e quello

deil’undeeagono a 7, = 0,5634651. La differenza è.
1 - £, = 1,0001976

Trovato dunque un segmento che si approssimi al lato del
Tundecagono basterà aggiungervi il raggio per avere i
dell’ettagono stellato da cui sarà facile ottenere que o
ettagono convesso dividendo per metà l’ arco da esso so
E inversamente, trovato un segmento che approssimativa-

|-inente corrisponda al lato dell’ ettagono stellato di cui ®°P
Inasterà diminuirlo del raggio per avere il lato de un ec
S.gono approssimato. . ... .
f Applicando questo metodo ho trovato che il iato de
I cagono ottenuto con la costruzione Pasquini (vedi tlg. •
| Pag. 439) aumentato di 1, è 1,5636970 che differisce da quei,i<o
( dell’ ettagono stellato per 4 0,0000343. Il lato dell e &
| convesso corrispondente risulta differente dal calco a p
j|soli 4 0,0000247 cioè per un angolo di 5” , 66.

|  E n n a g o n o .
| I* — Il lato dell’ennagono convesso è uguale alla differe
| dei lati dei due ennagoni stellati. n„.,Bi6 ai
! » - Il cubo del lato del triangolo equilatero • “ g ™ "
| Wplo prodotto del lati dei tre ennagoni regolari
! stessa circonferenza. , « uguale
] **1. — L’apotema dell’ennagono regolare stellati.
| alia somma degli apotemi degli e n nagoni re® é uguaie

«V. - u cubo dell’apotema del Ciangolo equilatero £
! al prodotto dagli apotemi dei tra ennagom regolar

nella stessa circonferenza. . . ennagoni è
V. - La somma del quadrati de. lat. de. tre

«SMle al sestuplo del quadrato d6l J “ " ;em, è uguale a tre
' *• — La somma dei quadrati a g

vt»te la metà dei quadrato del ^agg •
v i i. _ Costruzione di Hovre ('>• r n

nw^s iS- D E — t F - C DrtCB*=60° A D = 37“ D M

U) lufierit* nel fascicola l  (Agosto) dei Voi. V . (1889) pag. 12 degli Annate of
dell*Università dello stato di Virginia (S. U.)-



Descrivansi gii archi E L
parallela allo C G. Unendo
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,  F G  di centro C e si conduca HI
I  con C risulterà :

e quindi :
i c b =  4» 59' 31" , 39

A C M =  40»  0'  28"  ,  61

ĉ erenza ® dunque di 28" , 61 e, per tutto il perimetro,
1 , 49. La lunghezza del lato dell’ennagono risulta ec-

cedente per 0,000002*9.

«e«.ut circonferenza), dividendola in 9 parti uguali e determi
nando col procedimento Péraux l ’arco che corrisponde ad un
di tali segmenti si trova per questo arco il valore :

39» 59' 52" , 47
ossia  una  differenza  in  meno,  da  40»,  di  7"  ,  53.  La co rd a coi
rispondente risulta 0,6840060 che differisce in meno dal lat
dell’ennagono regolare per 0,0000340.

Siano A , C , N  tre vertici consecutivi dell’ esagon
iscritto e D il punto medio del raggio M N, Conduco D A *
N A ; questa retta sega D C nel punto O dal quale come centr

descrivo un circolo di raggio y ossia DM. Questo circolo seg
la A D in B tale che si ha :

A B -  0,6840257
con differenza, in meno, dal lato dell’ennagono di 0,0000143.





—  438  -
X.  - Descritti (fig. 391) gii archi PO T , C A ,  A f i,  CST,

tracciato il raggio O M  perpendicolare ad F H  e condotte l i

M H  e la M  C, si porta su questa il segmento A B da M in S.
La retta F S  determinerà R  tale che, approssimativamente:

T R = TH

Sarà dunque R H  il lato approssimato dell’ennagono, L’arco
ri8u a di 39» 59' 59" , 906 con differenza, in meno da 40*,

di 0 , 094 corrispondente ad dell’ intera circonferenza,

n}\ R R  de^ ’ ennagono cosi trovato differisce da quello
calcolato di soli 0,0000004 per difetto.

ortando R H  nove volte sulla circonferenza l’ errore totale

risulteiebbe di di essa circonferenza, per difetto, e

i«^QÌ8PO*n<?ere^ke ad un centimetro in una circonferenza di
me n, ossia a mm. 0,1 in una circonferenza di m. 153 circa,
pare possa quindi ritenersi la mia costruzione come la più

Prof r̂a ^ue^ e finora proposte, compresa quella del
il vfl'ni ' • H° We già indicata a pag. 435, sulla quale ha pure

aggio d’una possibilità maggiore di esattezza grafica.

Poligono di 11 lati.

Costruzione P. Pasquinì. Nella flg. 392 il circolo di cen
tro S e di raggio fi K  determina sulla circonferenza data i
punto T  tale che si ha fi r = 0,5636970 con differenza in piada
calcolato di 0,0002319.

Costruzioni dell’ Autore. È facile a costruire geome
tricamente un’ espressione numerica la quale fornisce un va
lore del lato dell’undecagono iscritto che differisce dal calco
lato per — 0,00001328. L’espressione è :

- i -  2  — 2^  o ss ia —  v/7 -  29  v 1  T

111. — La costruzione già indicata sopra per l’ ennago
(flg. 391) può servire, con un piccolo tracciato supplementai
ad ottenere un segmento H E cfie differisce dal lato dell’ u
decagono, per difetto, di soli 0,00001336 (flg. 393).



s

Fig- 392-
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■v * — Si può ottenere sufficiente approssimazione con queste
costruzione assai semplice. Sia BQ  un arco di 90“	e Q C ma
di 60	 (flg.	 394).

Conduciamo la perpendicolare C S sul mezzo del raggio 0Q
e portiamo la corda di B C (iato dei dodecagono) da 0 in A
sul  raggio  O B La A Q segherà la CS  in R e risulterà:

K Q = ì H S* + sa’  =j/! - f *  + ■ ; = I

R Q « 0,56801625

che differisce dal lato dell’undecagono per 0,00044886 in difetto.

1
■

— Costruzioni Howe. Sia A B —30« , C D = c A e
descrivasi da C come centro l’arco D E  fino all’ intersezione
in  E con la parallela condotta da B al raggio C A. Risulterò

£>C£’ = 33“ 3' 20" (flg. 395).

\i\ Pr°*" ^0we ° ~ r v a (1) che se si fosse preso come ragg*0
'120 del ra8^'° anziché 110 si sarebbe trovato DCE = 32* 48' 13"»60

minore di — per  solo  — —̂
H 4793 ’

0) Anoals of MatUeu.atic of Vlrginla) lm> Vo, y . u.
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||La costruzione seguente pecca pure alquanto in tal senso.

differisce alla corda dell’arco — Per so,i 0,0000788

La costruzione è facilissima

Poligono di 17 lati.

Costruzione dell*Autore. — Le costruzione assai
indicate nella fìg. 396 ci dà :

HS== x _ JLv/l0 - 0,367544468
5

E  B

Poligono di 13 lati.

Costruzione dell’Autore. — L’espressione :
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La differenza con la corda dell’arco è di + 0,0(100456 co»

una differenza angolare di 9" , M; cioè, per tutta la circonfe-
renza, di 2' 42" , 18.

Per una circonferenza di un metro di raggio l’ errore totale
sarebbe di metri 0,000403.

Osservazione. — La forinola :

f '/“
può essere costruita, più semplicemente col procedimento delia
Prof. Sig.1* Ersilia Bisson Minio che consiste nel dividere m
parti uguali due raggi perpendicolari, e considerare la cod-
giungente del primo punto di divisione dell’uno col terzo punto
di divisione dell’altro, o, in altri termini, l’ ipotenusa d’un trian-

golo rettangolo di cateti e — del raggio i; tale ipotepu»6
__  o  5

sarà espressa da -i- \/i(> epperó il lato cercato si avrà come

differenza tra il raggio e P ipotenusa stessa.



Poligono di 19 lati.

I. — Costruzioni dell’Autore. Le costruzioni della fig. 397,
àccissime ad eseguire, ci permettono di ottenere, in quattro

Q
F ift .  397.

G

N

modi di.erel, uno stesso cemento le cui espressioni calcolate
8ono, per r = t, le seguenti : _

3 - / I  -  V ' *
DE = OR =

MV —

sj 2 (t + y/ 3 )

» + v ^ _ y T T 7 7
2 ( 2 4- V  8 )

\/ 2 (2 + y/ 3 )

y/fi___

2 (2 W 3 )
MN
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VJ || „ — t ------- 1  r * ' *  Vjwvtinuv <11 menu,
wa figura sopraindicata è facile dimostrare geometrica-

mente l ’ uguaglianza dei triangoli CDE , OVM , CMN, BVJ
e quindi quella dei loro lati DE , VM ; MN , VM, ecc.

Come si vede nella flg. 396 le costruzioni relative sarannoì
due diametri perpendicolari BS , PQ, e poi, rispettivamente.

Per DE : Arco COF, corde C F , CB , SP.
Per M N  : Arco COF, arco OH, corde C F ,  CQ ,  BH.
Per VM : Come per M N  oppure ^ arco COF, arco OA, corde

C F ,C Q ,  AF.  V
Per OR : Arco COF, arco OA, corde C F , PS e congiungenti

di E  con O e di A con G.
**• — Si sa costrurre esattamente l’icosagono regolare iscritto,

il cui angolo al centro è = t8° ; si conosce quindi la corde

m dell arco di 360° ossia di 162°, che sarebbe il lato del-

l’ icosagono stellato di terza specie. Ora si ha ^ = 0,329»
6

mentre il lato del poligono di 19 lati è 0,3291890 ; dunque- j

differisce per soli -f- 0,00004038 dalla corda dell’arco —

Poligono di 21 lati.

Costruzione dell’Autore.. — L’espressione :

di facile costruzione,
corda dell’arco é

zione,  corrisponde  a l = 0,2980475 mentre 1»
Ì60°  .
21  e c = 02980844. Quindi c — 1 =  0,00004687.



»

LA  T R IS E Z IO N E  D E L L ’ A N G O L O

Dividere un dato angolo in tre parti uguali.

Questo problema famoso fino dalla remota antichità, non si
può risolvere con riga e compasso cioè con rette e circoli.
Per il teorema di Moivre (l), le radici deli’ecfuazione:

se* = cos a -t- i sen x ( )
sono :

x t = cos ~  + i sen ~

X ì=  cos a

+ i sen  A i * * -

'e quali (fìg. 393) geometricamente sono i vertici d’un trion-
f i 0 equilatero iscritto nel circolo di raggio 1 e col centro
nell’origine. L’equazione (*) è dunque 1’ enunciazione analitica
della trisezione dell’angolo.

Se l’equazione ( ') fosse riducibile, cioè si potesse scomporla
nel prodotto di due polinomii a coefficienti razionali, dovrebbe
essere possibile di esprimere una sua radice in funzione ra-
zionale  di  cos  «  e  sen  x;  funzione  ebe  non si  altererebbe  mu-

li) v. Klein  - Giudice. Conferete sopra alcune questioni di geometria ele-
mentare, pag. 13.
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tando a in a 4- 2 7r. Ora nessuna delle tre radici rimané inai*
terata quando, variando in modo continuo, a passa al valore
x + 2 tt poiché  allora  & ,  passa  in x t , aj, in a>, ed x, in i,;
abbiamo cioè una permutazione ciclica delle radici. Nessun»
di esse può dunque rappresentarsi come funzione razionale di
cos a. e sen « . Ne segue che so3 = cos x-\- i sen x è irriducibile
cioè non può risolversi con numero finito di radici quadrate,

epperò la trisezione dell’angolo non è eseguibile, in eia
rate, con riga e compasso, ma solo per taluni valori pertico*
lari di a, come -|-,7r, ecc.

Ma questa impossibilità si ha solamente con tale limitazione,
chè il problema può risolversi graficamente ricorrendo all®
coniche, o ad altre curve, che tutte si possono tracciare con
{strumenti speciali in sostituzione del comune compasso da
circoli.

Del resto la soluzione grafica di questo, ed altri simili pro-
blemi, ha interesse più che altro scientifico, teorico ; chè ia
pratica, nei rari casi in cui occorra applicarla, ben diffidi-



- *47 -i

■■ mente chi deve farlo è in grado di ricorrere ad alcuno dei tanti
metodi noti, i quali in ogni modo riescono generalmente assai
più lunghi e fecondi di inesattezze grafiche, delle semplici so-
luzioni per tentativi
Questo problema venne risolto dai geometri dell’antichità

per mezzo di varie curve quali l’ iperbole, l’ elica, la spirale,
te quadratrice, la concoide ; forse anche con la chiocciola, la
cicloide ed altre curve.
Indicherò  alcune  soluzioni  fra  le  tante  che  il  problema  com-

porta, cominciando dalle due citate da Pappo, di autori ignoti.
~ l’angolo dato ; da un punto qualunque M  di BC

a abbassa la perpendicolare MNsu AB. Sia 0 un punto di MN

Tutto si riduce dunque alla determinazione del punto S il
che può farei mediante una costruzione rappresentata anali-
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ticamente. Sia la tangente dell'angolo dato-, costruiamo
l’ iperbole xy  = ab ed il circolo:

(x  - a)* + (g - Vf =  4 (a» + b')

Se indichiamo con x  la maggiore delle ascisse dei punti

intersezione, si ha MS = x — a e rappresenta la tangente
«T

dell’angolo uguale al terzo dell’angolo dato:
L ’ altro punto d’ intersezione F  del ramo M  dell’iperbole

col circolo determina il punto Z  tale che :

Y B Z =  -A - YBC

m . 1 8 8 trisezione dell’angolo complemento del dato,
i- 8rz0 Punto d’ intersezione G dell’iperbole col cfr-

1 a ì punto V (o W ) cui corrisponde l’angolo:

DBN =  -1 - DBC

ossia uguale al terzo del supplemento dell’angolo dato. I-punti
E >  F ,  G costituiscono il solito triangolo equilatero. 11 quarto
punto d’ intersezione U  dell’ iperbole col circolo non giô
poiché non è altro che il simmetrico di M  rispetto a B.

Nota. — Si può osservare che nel circolo M  si hanno questo
relazioni fra i varii archi considerati, indicando con a l’a°-
golo dato TMC:

E T =  ~ T  C

(7T + 3£)

y - (2 7T + a)

F  H  ~  T  F  U  =

G r = y TFVC  =

U.  -  Soluzioni  di  Pappo  e  di  Newton.  Si  tracci  una  iper
bole deccentncda 2 Siano O il suo centro, a ,  N i vertici'
B ,  M  ì fochi, il cerchio descritto su AB come corda, in m°d
che il segmento AFB  sìa capace dell’angolo dato, segherà l



f iperbole nei punti E ,  F ,
i  ai quali corrispondono le

~ 449 -
T  (vertici d’un triangolo equilatero)
tre soluzioni del problema, cioè:

BFE =  -y- SFA

BAF= -y- <* - BFA)  B FT ---- (w  * B$A)

SiaD il punto d’ intersezione del circolo AEBF  con la per-
pendicolare condotta sul punto di mezzo di AB, e si descr va

Fig. 400.

il circolo D (Da ). Esso segherà l’ iperbole in tre punti H , Z , L
(Vertici d’un triangolo equilatero), cui corrispondono gli angoli:

BDH= 1  A-3- b d a
_I_ (Tt - BFA)n 'ossia 3

BD Z~  (2 tt + BDA)

BDL (corrispondente ali5arco BZL) » ——- (4* 4- BDA)

•29  —  Gh k h s i. — Matem. dikit.



■II. — Si può considerare l’ iperbole di cui nelle solanoti
precedenti, come luogo dei punti S che si ottengono condu-
cendo dai due punti fissi A , B. delle rette come AC, tali che

/V  ̂
BAC =  a  e  come BS, tali che ABS ~2 <t. Naturalmente  si  ha:

MA = A O — ON  = NB = a

essendo M  e B i  fochi,  0  il  centro  ed A  ,  N  i vertici della
iperbole. La sua equazione in coordinate polari (polo A) è

„ sen 2 u 6 a sen co cos a>
p ss o d ---- --------  s s ---------------------------------- -------

sen 3 co 3 sen a» cos* &> — sen’ «

e in coordinate cartesiane (assi A x  , A y,):

y* = 3x {a — 2a)

Riferita  invece  al  suo  centro  O  e  ai  suoi  assi  principali
Osa  ,  Oy  è

y* = 3 (oj* — a*)

Gli assintoti hanno per equazione:

y = ± x \ /  3
La circonferenza descritta su AB come corda, in modo che

il suo segmento ADB sia capace dell’angolo da trisecare, se*
gherà d’ iperbole in altri tre punti B , F , T  ai quali corrispon-

dono (essendo ~BFG — a l’angolo dato) :

BAF ~  —
3

ossia :

MAT— -*JLz l 11
3

ossia :

BAT —a	 -f-	 n
3

BAV a + 2n
3

BAE =  - ? ~ a . - AFB
3  3

Questa soluzione, le due precedenti e quella classica del
Chasles (V. pag. 452, N. VI ) sono le più semplici.
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ì IV. - Soluzione di Descartes. Questa soluzione si riduce
ì «Ile determinazione dei punti d’ intersezione d’un circolo e di
? Bea parabola le cui equazioni sono rispettivamente :

& -f y* — j - se +  4my = 0 .  i

dell’ an-

Le ordinate di tali punti sono date dall’equazione :

* H' — 3y — m

■4_ di  cui  la  minore  delle  radici  positive  è  il  seno  di

■golf) il cui seno e uguale ad m.
t. - La seguente soluzione viene attribuita a Clairaut.

« Sia PQR l’angolo dato ; si prendano sui suoi lati lunghezze
Tpguali QA  ,  QB  e da Q come centro si descriva un circolo di

| maggio QA. Si tracci la corda AB e la si divida in tre parti
; Uguali nei punti R , S ; si conduca la bisettrice QC dell’an-

golo AQB. Si avrà :
S M ~  —-A S
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Si descriva allora un’ iperbola avente un foco in A, il vertice
corrispondente in S e per direttrice la QC. Sia N  il punto di
intersezione del ramo S dell’ iperbola col circolo Q. Si conduca
da N  la perpendicolare sulla QC; essa segherà in 0 la circon-
ferenza Q. Si avrà allora, per le proprietà della direttrice e
del foco:

A N AS 2
'ND  ~ S  M  ~  ' 1

da cui A N  = 2 ND  e, per simmetria, A N  = NO = OB e quindi:

A Q N = NQO = OQB

V I. — Soluzione di Chasles. — È la soluzione classica, che
si ottiene coi metodi della Geometria proiettiva, e che si può
ricondurre a questa proposizione:

L ’arco di circolo AB, di centro 0, e diviso in tre parti uguali,
nella sua intersezione con l’ iperbola equilatera che ha per
diametro OB e che passa per il punto d’ intersezione ìli OA
con la tangente al cerchio in B.
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Ecco ora la relativa costruzione data dal Cremona nel suo
celebre trattato di Geometria proiettiva.

Nella circonferenza data (flg. 402|, prendasi, a partire da A,
un arco arbitrario AN, e  a  partire  da B, ma in senso opposto,
un arco doppio BN'. Condotta la tangente BT, gli angoli AON,
TBN' sono uguali ed opposti di senso; ossia, se i punti N ,  N '
variano simultaneamente, i raggi ON , BN' generano due fasci
inversamente uguali II luogo del punto Mad  essi comune sarà
dunque un’ iperbole equilatera i cui assintoti hanno le direzioni
delle bisettrici SX ,  SY  degli angoli delle AO , BT  ; giacché
queste rette sono raggi corrispondenti (sono quelle posizioni
de’ raggi mobili O N , BN’, per le quali gli archi A N , BN' sono
nulli). Il centro dell’ iperbole è il punto di mezzo C della retta
OB congiungente i centri dei due fasci. Costruita l’ iperbole,
per mezzo del teorema di Pascal, si ottiene un punto P  ove
essa attraversa l ’arco dato AB; ivi coincidono due punti cor-
rispondenti N , N', epperò P  è il panto cercato di trisezione
dell’arco dato ; l’arco A P  è la metà di PB.

L’ iperbole incontra la circonferenza in due altri punti R , Q;
il punto R  dà la. trisezione dell’arco BF  che con AB completu
la semi-circonferenza. Il punto Q da la trisezione dell’arco che
si ha togliendo AB dalla circonferenza intera, cioè di AFB.

VII. — Soluzione di Bourdon. La formula trigonometrica per
calcolare il seno del terzo d’un arco in funzione del seno di
quest’arco è :

1  14 sen3 x — 3 sen —— a. + sen a. = o

Ponendo:,
1sen —g—x — so sen x = s

e ristabilendo l’omogeneità, si ha :

4 as3 — 3 r3a ; -+- r2 s = 0 (1)
Facendo allora:

so*	 = 	 r y (2)
risulterà :

4 w y — 3 r se + rs = 0 (3)

Conduciamo pel centro O (vertice dell’angolo) due rette or-
togonali, una delle quali OX passi per l’estremo A dell’arco
AB  dato.
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L’equazione-(2) è quella d’una parabola coll’asse principa!»
diretto secondo O Y  ed il cui parametro è uguale ad r; questa
curva è tangente in O all’asse delle ascisse. La sua costru-
zione è facile poiché si hanno per y =  0  ,  r , 2 r ........ ise-
guenti valori di an

a? =± 0 ± r dbr\Z~V-........

L’equazione (3) è quella d’una iperbola avente per assin-
toti le rette :

so = o y =
3 r
4

ossia l’asse delle y ed  una
da esso di :

0£  =

parallela all’asse delle X distaute

3r
4
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Facendo nell’equazione (3) y = o si ha :

BP = OC OD

È dunque facile costruire anche questa conica, mediante le
seganti uscenti da C.
Il ramo inferiore dell’ iperbole sega la parabola in due punti

M , M', mentre il ramo superiore la sega in un punto soia*
' mente M”. Abbassando le perpendicolari da tali punti sul-
l’asse delle m , si hanno in O N , ON1 , ON" le tre radici del-
l’equazione (1).
Questi valori, due positivi e uno negativo, esprimono dei seni ;

occorre quindi riportarli sull’asse OY da O rispettivamente in
R’ , R» e condurre poi le parallele R S , R' T ,R " U  all’asse

OX. Gli archi AS , AT  , AU  rappresentano :

*  1t  — «  _  TC 4~ «
” 3"  3  3

che sono i tre valori della terza parte d’ un arco di dato seno-
I punti S , T  , W costituiscono i vertici del triangolo equila-

tero di cui si è trattato precedentemente (vedi pag. -446) e vi
corrispondono :

AS= - r -  ABT '=  - g - ± l? „ A B U '=O U

' **** ~ Soluzione di Delbceuf. — Sia VAX — 9 l’angolo dato
S- 404). Tutto si riduce a costruire un triangolo AKL nel

quale 6 sia l’angolo esterno, e l’angolo K doppio di L. La bi-
settrice di K incontra AX  in un punto B equidistante da K
e da /. ; la perpendicolari BC , BG abbassate su A K , KL sono
uguali.  Se si  dà il  punto B, e si considera solamente la condi-
zione BK = BL il punto G descrive un luogo geometrico defi-
nito da questa costruzione :

Gal punto B come centro, con raggio arbitrario, si descrive
una circonferenza D E E ' D' ; si prendono i punti di mezzo
Af> Z , T , p  delle corde DE , ED' , D’ E' , E' D che uniscono i
punti d’ intersezione della circonferenza coi lati dell’angolo
Ya x . Questi punti determinano un’ iperbole equilatera che
sega in G il cerchio descritto da B come centro, tangente ad
A F ;la perpendicolare BG in G sarà la base del triangolo
cercato AKL.



La curva ausiliaria è un* iperbola equilatera perchè la CM,
congiungendo  1  punti  di  mezzo  delle  corde DD' , DE, si ha;

DCM = DD<E DBE = MBE

dunque le rette C M , BM ruotano con la stessa velocità, in
senso contrario, attorno a C e B. Quando il cerchio DEE'D1
passa per A i  punti  di  mezzo delle  corde D 'E , D'E ' , DE' coin-
cidono rispettivamente con B , A , C. Essendo AB e AC due
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?

ì

e»rde supplementari dell’ iperbole, gli assìntoti sono paralleli
alle bisettrici degli angoli V A X ,  Va X ' ; essi fanno dunque
conBC gli angoli :

1 (Tt + 8)

; Consideriamo ora gli altri due punti d’ incontro del circolo
«olì’iperbola, diversi da C avremo :

BSR = BRS = BRÀ = YAB =  *

F JV S 	= 	 F / f l , 	 c / S 	= 	 2 7 t ~ 8

Dunque le basi dei tre triangoli AKL , ARS > A IN  forman
con AX' gli angoli:

(7T - 8) , (2 71 — 8)

ossia  l’iperbola  è  trisettrice  dei  tre  ango li® ^ pas les  (vedi
Questa soluzione differisce da quella classi roa in so-

fie. 402, pag. *52) solamente per il punto i P
j stanza è identica ad essa.oh „ — au essa.

L  J GBL ’ GB* . KBC— , u b k  , KBC essendo  « ^ y ^ ^ n d i e b e r ó
boia realizza la trisezione dell’angolo angoio rientrante

|con8'. Parimente l’angolo CBA = « — uad da Bl e BF,
fCB r = 2r c -8< sono divisi in tre par** ug triangolo equila-

| BR e BH. I punti F  ,  G , H sono vertici d un
tr lepo come già si è veduto (vedi pag- traccerà il diametro
| Quando ì’iperbola equilatera e data,^ ^ condurrà CA
 ̂ fio facente con un naalnfcofco Onns-nlcon un assintoto l'angolo 3

f f Perpendicolare a CB, nonché la corda AB, ecc.
■ „ „ , __ « a l’angolo CAB daIX. _ Con la chiocciola di ^ g,nJstra del ver-
dividere in tre parti uguali (flg * ^ prendono lunghezze
tlce S0Pra AC e il suo Prolu"^® centro e con raggio OA
uguali AO e AD-, dal P““to poi si descrive la sua pedale
si descrive una circonferenza^ P di Pascal,
rispetto al punto D ; questa e ia cuiu
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Dal punto B in cui il lato AB incontra tale curva, si condì
una tangente BT alla circonferenza OA; la retta Archer
il vertice dell’angolo al punto di contatto forma l’angolo:

CAT — CAB
3

Infatti, il punto B della pedale è il piede della perpendico-
lare abbassata da D sulla tangente BT ; ora, se si prolungai
raggio OA d’una lunghezza uguale alla sua e se dal puntoli

C

cosi ottenuto si abbassa una perpendicolare sopra una
gente BT, congiungendo il piede B al punto A si ottiene 8P*
punto un angolo:

ABD = -ì- OAB

ppichè il triangolo BAT riesce isoscele, epperò :

ÀBD =
A

BAT
2 = A ro = CAT

(Vedasi oltre : Soluzioni dell’Autore),
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X. - Sia POQ l’angolo dato. Descriviamo, dal vertice come
jentro, un circolo che segherà OP in A OQ in B e il suo
prolungamento in C. Se si	 potesse determinare su CP  un

punto M esterno al cerchio, tale che *6f f r ebbe risolto
sultasse il segmento MN  uguale al raggio *
>1 problema, poiché si avrebbe :

o S ìc  = 4~
i- «fsrn SOC, si ha :Infatti, essendo isosceli ì due triango i

c = » - i a

da cui :

. 4_  a — - — j a = «  — MOQossia f + » - '

a = M° Q

La posizione del punto M ,
mediante la concoide, si può

ciie gli antichi determinavano
ottenere del pari con le coniche



X I. — Con la trisettrioe di Maciaurin. — Riferiamoci all* co-
struzione indicata a pag. 348 flg. 303.

Dato un angolo POB, per trisecarlo si traccerà con cento
nel suo vertice O una circonferenza rispetto alla quale si de-
scriverà la trisettrioe nel modo sopra indicato. Essa segherà
in P  il iato OP  dell’angolo dato e conducendo da esso la tan-
gente al circolo, si avrà :

Si avrebbe parimente:
pffiw= T

PQfi:
3

POB

POB

e siccome OP  sega la trisettrioe in altri due punti che diremo
x e £ 81 avrebbero da essi le altre due soluzioni del problema
come ivo indicato in soluzioni precedenti.

Xll. Con la strofoide ( l i . — Si é già scoperto un gran numero
di belle proprietà della strofoide e si sono anche indicata
molte questioni nelle quali essa rende grandi servizi). Ma
credo che non sia stato finora osservato come si possa sppfr
caria alia trisezione dell’angolo e alla soluzione del problema
di Deio (2) ; vale a dire come essa appartenga ad un tempo
alla categoria delle curoe settnci e a quella delle curoe dupli-
catrici.

Il che si rileva da uno studio attento di due passaggi della
inesauribile corrispondenza di Cr. Huygens.

Nella lettera indirizzata dal matematico tedesco Kinnera
C r . Huygens il 18 luglio 1653 si legge il seguente procedim ento
per dividere un angolo in tre parti uguali: «Sia
« dato ; si applichi una riga passante pel centro D di q u e st’arco
« in modo che essa seghi la corda AC in E e i ’arco ABC in fi
« cosi da avere C E = CF. Dico che l ’arco è il triplo di Cf*-
/flChl^ llam° infattf G la seconda estremità del diametro FD
(flg. 407) e uniamo il punto a  ai punti F  e G. Ponendo :

CEF = CFE = x si avrà ECF =  rr — 2 x G E A

CA Fz TT
~9~ 2~—  =  - y A C F

(1) Nota del Prof. Ciao Loria iu
(2) Vedi : Duplicazione	 del	 cubo.

Mathesig igjjg P**K. 265.
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Quindi l’arco di AFè doppio di CF, ossia CF è 11  terzo  di AC
tome Kinner aveva asserito.
Per applicare questa osservazione alla trisezione dell’arco

ABC, é evidentemente sufficiente trovare l’ intersezione del

Fig. 407.
Creolo £) con una curva generata nel seguente modo. « Con—
* dotta per D una trasversale arbitraria che seghi in X  la
* corda AC, si prende su questa trasversale un punto Y  tale da
•avere CY = CX\ il luogo di Y è la curva di cui si tratta »

l ’equazione della curva, prendendo l’origine in D e 1 asse
delle x  parallelo ad AC, è :

(x ' + y')V + bafl 2axy by* = 0
nella quale a  e  b sono le coordinate del punto fisso C-



Siccome ii luogo rappresentato è una cubica circolare «aj
un punto doppio a tangenti rettangolari, la curva trisettrii»'
é una strofoide ; essa sega il circolo, oltre che in C e neipras
circolari all'infinito, in altri tre punti L , F, H, il che corri-
sponde al grado del problema della trisezione d'un arco.fr
fatti si ha :

C F = ~ C A

CBL »  i_ « <X + 2 ir) CBH = ~ (éX 4 k it)O

già*aiOdetto' * ** SOno * vertici dun triangolo equilatero, com

flaa/wVi*" la Concoide di Nicomede. — Abbiansi un punto
Su dì i n  ̂ ed Una ret â ds8a m> distante da esso 0E=i
da « «a- ra^ ^ ° uscente da O, e segante la m in S, portiamo

’ ?\ due 8ensi« un segmento costante S T= S U = b.l
sari» in r-1 *>Unti ^ Quando varia il raggio uscente da 0,
sarà la^Concoide di Nicomede.
in curva presenta in O una cuspide; se-a>fcsih>
nndn nà n° come nella figura ; se b < a la curva non ha

r 'erma ^U8pide’ ma un punto doppio isolato in 0.
L  equazione  della  curva  è  :

(z* + f/*)* (x — a)1 = b* x*

a88int°to, comune ai due rami della curva, é # =fl-
all’ infinito028} fattore (a?* -f- y*) ci dice che la curva paau infinito pei punti ciclici.

colo di^ijentrr81» A^Af> rangolo da trisecare ; tracciamo il cir-
p u n titoaZ J  8  dl  raggio  SO Esso  8«Sa  la  concoide  in  otto
nell’origine i n 8° ” ° eatranei aI*a soluzione i due che cadono
trovasi m t’ L T Ò b Z T " ' 1, <pu1UI  oicl,oi|  e  “  P“ ” “  Cclj
vertici del trianedo e .n lii !^ 00 allrl tre M, P ,*
rato, corrispondono le tre ^ ^ preeedentemente CODS1f
rando infatti il nUnto M  ® “zloni deI Problema. Consid*
OBM , MBR dai ouali si r i hanno 1 due triangoli isosceli

^ « qual, s , rileva appunto essere l’angolo:

d’onde ;

A 4AOM = JL
3 A OC ossia l ’ arco v5bT= — Va

tf/V = (2 7T - VA)
- 1(4
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X IV . — Soluzioni dell’Autore. — Fra le tante soluzioni di que-
sto problema varie ve ne sono dipendenti fra loro, che mai ni j
é occorso di vedere opportunamente coordinate, ma sempre
esposte isolatamente. Pure, tale coordinazione o dipendenze,
non essendo senza interesse, ho creduto farla qui rilevare, poeto
che ho toccato l’argomento.

Fig. 40ft.

Cominciamo dalle soluzioni indicate dal Chasles (v. pag. $
N. Vi) e dal Loria (v. pag. *60 N. XII). Ripetiamo nella fig-
la prima costruzione (vedi flg. 402), con le stesse lettere, in-
dicando con a l’angolo dato BOA.

Assumiamo  come  polo  d’ inversione  il  punto B, con una po-
tenza arbitraria - k'. Al circolo o  (OA) corrisponderà una
retta * perpendicolare ad OB, e l’ iperbole equilatera si tra-



«formerà in una strofoide obliqua, le cui tangenti m , n nel
punto doppio B sono parallele agli ossintoti dell’ iperbola. Ai
punti P , Q , R  comuni al circolo OA e all’ iperbole, che ci
danno la trisezione degli angoli BOA, ecc., corrisponderanno
i punti P ',  Q ',  Ri comuni alla retta x  e alla trofoide.
Dai triangoli BR< G , BOB abbiamo :

(rr — a.)

Analogamente si trova :

BQ'G= -ì- BdQ = AOQ = — (2n - *)

BpG-= ~ BOP = AOP = 2

i Cosicché il risolvere il problema della trisezione dell’angolo
^mediante le intersezioni d’una retta con una strofoide rinviene
|fll risolverlo mediante quella d’un circolo e d’una iperbola
|equìlatera, secondo la classica soluzione.
i  -  Osserviamo ancora, che se il circolo O (OA) fosse stato
5 descrìtto dal centro B e si fosse considerato dato l’angolo:

TBS = t i - x = |3

I si sarebbero ottenute le soluzioni del problema mediante le
| intersezioni p , q , r  del circolo con l’ iperbola, simmetriche
Mi P > Q , R rispetto  al  centro di  essa C,  per  cui:

TBp = ROH — fi

rBP1 = AOQ = (2tc + 3)

qBP' — AOP = j -  (A^+,5)

L’inverso del circolo B (BO) sarà  un  circolo  ad esso
centrico, segante la strofoide nei punti p ,<7 >r  ^n spon
denti  a  p a  r Dunque la soluzione accennata dall Huygens
e sviluppata dal Loria (v. Pag. 460 N. XII) si può ottenere essa
pure, per inversione, da quella classica.

30  —  Oh kbbi.  — Hatem. diUtt.
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- La strofoide e la retta (o il circolo, rispetto a un diti
angolo, sono individuati nel modo che risulta dalla inversi»
sopra considerata, ma possiamo usarli per la soluzione tó
problema, indipendentimente dalle linee dalle quali furot;
generate. Sia infatti SBT = a. l’angolo  dato.  Descritta  dal

Fig. 410.

vertice come centro una circonferenza, che sega SB in
conduciamo per B e C due perpendicolari BD , CE al latoSf
dell’angolo dato. Avremo in G il polo, in CE l’asslntoto dell*
strofoide, e in m , n, bisettrici dell’angolo;

P B D = ~y ~ a. e S B D - ~ y + &

le tangenti nel suo punto doppio B. La curva segherà 11 circola
nei punti L  , M  , N  tali che si avrà :

TBL1 «s  ^
u

T 'B M ' = -g-  (2 k + a) (convesso) TÌBN' = -y- (* * +

Infatti si ha dai triangoli isosceli BDL , BGL e dal triangolo
rettangolo B Dl:

DBG -1- GBL + BDl =
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7 Bùi =  4-  CSL  e DBG = 4 --- a

per cui

n 3 y-v - ys 2
~f — x + -g- GBL — ~  ossia GBL — -j- a

per cui:

rB I ' = ~  a ecc.

- Parimente, la strofoide sega la perpendicolare innalzata
sul punto di mezzo di BP nei punti P , Q ,  R  tali  che si  ha  .

BRZ = 4~ «•o

B Q Z = ~ ( 2 t :  +  z )  BR Z= 4 ~ (4Tt + a)

La dimostrazione è assai semplice: il P“ nt° „ ^nortando'su
si ottiene conducendo pel polo G ià retta G abbiamo;
essa, a partire da V, i segmenti VR =  VR  —  ̂  •

GBZ) + DBR + 4 " 3^ G ~  ~2*
a siccome :

GB D» R== B* G = ~ m Z

avremo ;

- » + 2 BR.? + BRZ  —  \

e analogamente :

BQZ =  BR^  +  3

_ ^ . 4 ̂  = _L a * + *)SPiT *= BR^ + 3 3

ossia BRZ =

___‘ 19 rr J- -ri
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— Passiamo ora a studiare l’ inversa d’ un’ altra soluzione,
quella di Pappo (flg. 400 a pag. 449). Sia dunque Piperbola
(flg. 4ii) d’eccentricità 2, della quale A ed N sono i vertici,B
un foco, O il  centro  ;  l’angolo  degli  assintoti  è  di  60°,  ecc.
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Sia AFB  il segmento di circolo capace dell’angolo dato; le
soluzioni del problema corrisponderanno ai punti d’ interse—
xione del circolo con l’ iperbola, A  esclusa, cioè ad E  , T , F .

Si avrà :

B E = ~  B E A

BÈ T ~ ~ {2 ~ + B E A ) B E F  = ~  (4 it  + B E A )

Ora, assumendo come polo d’ inversione il foco B, si o
il circolo A B F  invertito in una retta x ,  e l’ iperbo a in
chiocciola di Pascal; le intersezioni G  , H  , L  di  ques  a  c
con U retta x  risolveranno il problema, eccettuando c

fv. rispondente ad A. Si avrà quindi:

B H V = -* <2* — 'A  B L V — - 5- l*JL
3

infatti, dai triangoli B G I , B X E  si ha :

BG/= B G V  = —  B X E  =  — X -  ^  “  3

e analogamente per B l ì V  e B L V . cons id era
- Nella soluzione di Pappo (v. flg. *00 a pag. le yarco

pure un circolo di centro D  e di raggio v a ,

. „  ,  w  —  «  r a  sue intersezionidSB risulta capace dell’ angolo t - •  g
a  . b , c con l’ iperbola risolvono il problema }one ta[e
angolo, ma anche rispetto ad «. Nella n o s  . m  n  , r
circolo si trasforma nella retta d, le cui intersezion
con la chiocciola di Pascal danno gli ango 1

/\ 5!
m B V — A B a -  - j ~

n B V = A B!> —  * (77 +  y.)  r B V  —A B c — {i t —z )O  «
come è facile vedere. Questa soluzione si ottiene d i r e t t a m e n te
quando, dato l’ angolo x  —  V B V  si consideri la chiocciola di
Pescai come luogo geometrico del punto m  nel quale la corda
variabile Y V  è segata dal raggio B Q  facente con quello fìsso
B V  angolo uguale ad *•
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— Consideriamo ora la stessa soluzione di Pappo (flg. 400),ma
assumiamo come polo d’ inversione il vertice A dell’ iperbola,
e una potenza qualunque. Nella flg. 412 si è fatto 6,es-
sendo A N  = + 2 ; risulta perciò AM = — 3. Il circolo X de-
scritto su AB come corda, e coi segmento AZB capace del-
l’angolo a diventa la retta a?, mentre l’ iperbola si trasforma

in una trisettrice di Maclaurin. Alle intersezioni E , F 1 ^
circolo X  con l’iperbola corrispondono i punti d’ intersezioo
G , L  , H  della ae con la trisettrice. Risultano quindi, secon
la dimostrazione data nei casi precedenti :

M A G —  ~~  M A H — M AL = 4 -(2 w - * Io o o
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: - Se consideriamo anche qui, come nel caso precedente, il
circolo D (DA) che ha per inversa la retta d, le Intersezioni
m, n , r di questa con la trisettrice ci daranno :

AnV=~ AmV = -*— (tt + x) A rV — -y- (7r — *)

- Anche l’ ipocicloide tricuspidale è una trisettrice. Infatti
(flg. 413), sia dato l’angolo CJR = a. da trisecare ; descriviamo
il circolo J {JL), tangente alla corda CR ; si tratta di trovare

Fig. 413.

P .« t o T af L S [ S o d . U . tansente coir ipodo.old. è .tom e-
trico di A rispetto a B; descritto dunque un circolo J (J G),
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essendo CG = CR, si otterrà il punto E come intersezione di
questo circolo coll’ ipocicloide ; la tangente da E al circolo Jl
ci darà:

BJC"=z-~oc r Tc  = ~  (2 ir - oc) B?C' = ~ {  2 ir fa)

— Osserviamo ora che, se la soluzione precedente era data
dalle tangenti comuni al circolo J (JT) e all’ ipocicloide, quando
si considerino invece le rispettive curve polari reciproche -
conica fondamentale, circolo J (JA) — cioè il circolo J(JS) e la
trisettrice T di Longchamps (v. flg. 312 a pag. 360) si otterranno
le soluzioni del problema mediante le intersezioni di esse.

Dato dunque l’angolo RJC si costruisce il polo K della corda
RC e si descrive il circolo J (JK ) che saga in un punto S (vedi
flg. *13) la curva trisettrice T. La tangente SB al  cìrcolo  fon-
damentale determinerà l’angolo :

A  1
BJC" = -J- a

Si può anche osservare che :

SJC" = ~  ao
Quindi, se in luogo del circolo J (JK) relativo ad un angolo *,

si costruisce quello relativo ad un angolo 2 a (come vedesi
nella flg. 312 a pag. 360) mediante la tangente PQ in P  (essendo
POQ = oc), si risparmia la costruzione della tangente SB (flg- M
ottenendosi direttamente dalle intersezioni S , T  , U di tifl®
circolo con la T:

4
BOT = —

A A 1
AO S= BOZ — — *

«5

( * - « )  SOV= — *)

D’altronde, per L’equazione della T (veai  pag.  361),  si  ha:

OQ = R

ed essendo:
cos 3 QOz

R
OQ = _53 ilT ne segue che Q&g =
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-Consideriamo ancora l’ iperbola di eccentricità 2, e il circolo
di centro 0 e raggio DB (flg. 4U). La polare reciproca dell’iper-
boìa,  rispetto  ad  un  circolo  di  raggio k avente il centro in un
suo foco B, sarà un circolo S (SV), la cui pedale è la chioc.
ciola di Pascal, inversa dell’ iperbola dal polo d’ inversione ,
con potenza fe*.
La polare reciproca del circolo D sarà una parabola le cui

tangenti comuni col circolo S (diverse da quelle in V, polare
di A) saranno le polari dei punti a  ,  b , e, intersezioni del cir-
colo D con l’ iperbola, che risolvono il problema della trise-
zione dell’angolo ADB. Tali tangenti, che costituiscono un trian-
golo equilatero circoscritto al circolo S (SV) ed iscritto ne -
l’altro S (SS) ci darebbero esse pure la trisezione di ADB.
Naturalmente, poi, esse segano la chiocciola di Pascal nei

punti G  ,  I I ,  L nei quali essa è segata dalla retta inversa del
circolo D, corda comune ai circoli D e B.
Dato dunque un angola ADB da trisecare, si descrive un

circolo D (DA) dal vertice come centro; si divide in N  , 0  a
corda AB in tre parti uguali e, stabilita una potenza k , si
traccia il circolo S (SV) inverso di quello avente il dia"riê
NA. Si costruiscono poi le tangenti comuni al circolo
e alla parabola che ha per asse BD, per foco B e per t£3ag®^
nel vertice la perpendicolare da V alla DB. Le perpen
da B sulle tre tangenti comuni (diverse da quella in
ranno il circolo D nei punti a  ,  b , c , ecc. . .. p
— Analogamente (flg. 414) consideriamo la chioccio a

scai SV; sia l’ iperbola NA la pedale da B della ree P
di detta chiocciola rispetto al circolo B ; alla r® ’
inversa (da B , fes) del circolo D, corrisponde 3 . A
altro estremo del diametro BD. Le tangea 1 C„ faCenti fra
alla curva P  (diverse dalla RA) cioè Ra , ’ sulla cir-
loro angoli di 120» determinerebbero i punti t ’ ngenti sono
conferenza BAR, che risolvono il ’J all0 parabola,
parallele a quelle comuni al circolo' < ^ meno gempUcl>

A costruzioni analoghe si Per' « r \ ndi come centro del
scegliendo come centro d’ mversion , q vertice
circolo fondamentale per la trasformazione po^
dellMperboUo un punto non partico^ ^ problema, intima-

Abbiamo dunque quattro so u
mente dipendenti l’una dall’altra»®3 •

, , Intersezioni aHL.
2 .» Intersezioni della chiocci
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3.  ®  Tangenti  comuni  al  circolo S (SV) e alla paratoli
di foco B, ecc.

4. ® Tangenti dal punto R alla polare reciproca della
chiocciola.
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- SiaMNO l’angolo dato (fìg. 415). Tracciamo un circolo S
qualunque, che segherà MO in / ed NO in T ; conduciamo TAf
«d7,Vche si segheranno in G. Abbiamo:

MON = MGN +  2 MTN

«Se, descrivendo la circonferenza N (NT), G coincidesse con
un punto di essa, evidentemente si avrebbe :

MON 3 M TN
Ora, se per i circoli variabili S aventi la corda c

/«ostruiamo il punto G, troviamo che il suo luogo e u , cuj
equilatera di centro R, punto di mezzo della cor a ’ j ej
sssintoti sono paralleli alle bisettrici dell ango _or_
«uo supplementare Inoltre, se sulla segante var a 1 1 rem0
tomo, nei due sensi, in OH ed OK, U “ ^tatersezlone delle
una strofoide come luogo dei punti H , K. l , m gem-
due curve risolve il problema, non certamen e
Plice modo. Y , Y ,  idei
Le due curve s’ intersecano in quattro pun 1 * « ’ oblerna:

quali soli 1 tre primi corrispondono a soluzioni

V TN =  -y MON

NTX -  4- NOI =  4 (1 8 ° »- MON)O  w

jV jy = -i- <360° - MON)

,>ìrronferenza  ̂ una
— Portiamo tre volte (flg. *16> sul a 1o  stesso seg-

corda AB, da A in B , C , P e portiamo ancora
mento da 0 in M  sul raggio OD. ottenere facendo
Il luogo dei punti M  che si possono polare è ipoio O;

variare AB è una trisettrice la cui equazione p
P= OM\ OA = r) :

, —2 r  sen
<0

T

1 valori di o passano dallo zero a 2r  fra u> = 0 ed « » 3 s per
stornare a zero, per u» = 6 tc> eco.
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Per un dato angolo AOE <= a si hanno le seguenti corte,
corrispondenti agli archi indicati :

OM ---- 1
X * OG

OE \ (2 Tt + Z) OF---

O P •••• - 3 (2 7t — X) OH--- • T ‘Ss- a)

Soluzioni meccaniche.
1 ralasciando di occuparci del concoidografo di Niooinede, cl>e

serviva pure per la soluzione del problema della duplicazione
del cubo, ma non era punto pratico, daremo un cenno su ni"
cuni strumenti più semplici ideati per risolvere meccanica’
nicamente il problema della trisezione dell’angolo (1).

(1) Le articolazioni indicate in nero nelle timore sono «nelle che rimangono
fisse nel movimento del sistema articolato.
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I. - Trisettori di House-Ball. — Sia MOB l’ angolo dato
(flg. 417). Su carta trasparente tracciamo una retta e portiamo
su di essa un segmento PQ =2 0B essendo OB qualunque.
PerB conduciamo la perpendicolare e la parallela ad OM. Si

i. modo che 8^tratterà allora di adattare il trasparen -i„r>ettivamente
estremi P e Q del segmento P Q coincidan oas8i per O.
con la BR e con la BQ. e che la retta stessa

Si avrà in tal caso MOQ = -y MOB. ^ \{ON l’an-
H* — Si traccia su carta da decalco fld uno dei suoi

golo da trisecare ; si traccio una para e braccio del T.
lati ON, distante da esso della lunghezz
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M

tangente all’arco di circolo di raggio OC — MP, fino a che Q
poggi sulla parallela a CN distante da CN di VN= MP.

Risulterà :

Afdp = ~ MON
a ' * ì ^ dÌ8po8iziorJe della figura precedente si può modi-
ca]™ ™°do (flg. 2̂0); Tracciata la squadra sul de-

’ ul foglio, si traccia un semicerchio OQN di raggio OC

e si porta OS — OC. Si  fa  poi  scorrere  la  squadra  in  modo  che
un suo  lato  passi  per S e l’altro sia tangente al semicerchio,
mentre il vertice M  si fa coincidere col lato RO dell’ angolo
dato RON. La figura mostra chiaramente, mediante la Pul>"
teggiate, come SAÌO risulti uguale ad un terzo di MON.
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jr̂
$■

? V. - Si può modificare ancora la disposizione precedente
| costruendo due semicerchi di ugual raggio e tangenti, come
| «desi nella flg. *2t ; si raccordano con la tangente comune in
I Èsodo da avere la figura DSNO. Facendo allora scorrere una

f*-«quadra A MB, in modo che i suoi lati si mantengano tangenti
, alle due semi-circonferenze, fino a fare coincidere l’estremo P

di un segmento MP - OC, segnato su uno di tali lati, col lato

OR dell’angolo dato RON, si avrà CPO = -j- RON.

VI. - Trisettore dì Ceva (1696). È costituito da “ na
articolata OBAC coi lati OB , OC prolungati e

deste scanalature s c o r r o n o dei corsoi (galletti) uniti ad altre
«e sbarre AM  ,  A N  articolate in A. L’angolo MON è uguale
1 terzo dell’angolo MAN  quando si abbia AM — AN  = AC.



V II. — Trisettore di Laisant. — Il sistema articolato rapp»
«entato nella fig. *23 è composto di due losanghe OAEF,ORCù
i cui vertici E  , C sono scorrevoli, nelle guide costituite dai
prolungamenti dei lati OD , OF , mentre i vertici A , D,F,B

D

Fig. 423. ^ '

Der  ^ chiar0 cfle uno spostamento del lato 0£
d e fn r r r f10’  r  8Petto  ad OC tenuto fisso darà luogo ad una
ermorA* z one del,e losanghe, che rimarranno però sempre tali;
vertice	 i r ò " " 0 86mpre uguali tra loro i tre angoli aventi il

U“ tìltro «eterna articolato, simile a quelli diCevae
Consta A- a* °,VUt0 aI BflU ed è rappresentato nella fig.

nata di due losanghe ACBO , OBMD col iato comune OB,

Fig. 424

articolate ai vertici; di questi, O ed M  sono scorrevoli ne
scanalature praticate nella AM. Basterà far co rr isp o n d e re

articolazione A col vertice dell’angolo dato DAC e far c°*
cidere i vertici C e D rispettivamente sui lati dell’ ag
stesso, per avere ;

DAO = OAB ~ BAC * ~  D* c



j- IX. - Trisettori di Sylvester. — In questo strumento sono
} oppresse le scanalature, ma esso riesce troppo complicato
I perché  costituito  da  ben  14  sbarre  ;  esso  richiede  inoltre  una
| articolazione settupla nel vertice O dell’angolo, poco pratica.

F

i ì  X. - il Ball propone la modificazione in e sbarre
. i che è basata sullo stesso principio e richie ere vertice O.
11 di meno ed un’articolazione quintupla solamen

che in questa disposizione, quando venga fissata
« punto O » deve muoversi nella direzione stessa di O h , « ha
cosi una guida di dodici sbarre la cui teoria e assai facile.
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X I. — Un trisettore più semplice venne studiato dal Sylvester,
rappresentato nella flg. 427. In esso si ha £0* = OC* - BC*

dal che risulta EB = BO e quindi BEÒ =*  ~ b£f .

Il punto B descrive la perpendicolare sul punto medio di 0E\
base fissa, in figura A t  c,  Bt  Dt rappresenta  la  posizione  del
parallelogramma ABCD relativa all’angolo B, EFt .

Fig. 428.

X II. — Trisettori di Kempe. —11 triplo-parallelogramma deh8
flg. 428, ideato da Kempe, ha il difetto di richiedere nel ver-
tice O dell’angolo dato un’articolazione quadrupla.
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X V . — Nel sistema della flg. 431 nel quale:

AS - RS = C S - h AB = BM — BC «= 4

A/0 = OG = 3 RG =fi risulta CMO = y CÒG

esterna A B sia uguale al raggio B O. Nel triangolo isosc«le

ABO si avrà BAO = BOA =* a e l’angolo esterno CBO = 2 «•
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Nel triangolo isoscele BCO si avrà pure BCO = 2a e infine :

COD + BOA = 4a ossìa COD = 3a
È facile realizzare un trisettore basato su tale proprietà, che

e rappresentato, inferiormente, nella fig. 432. Tre regoli uguali
AB, BO , OC sono articolati in modo che O possa scorrere
(il perno essendo foggiato a scorsoio! in una sbarra scanalata
AX articolata in A con AB, e C possa scorrere nella scanala-
tura praticata nel prolungamento di AB. Il tutto, come si vede
può ripiegarsi in modo da occupare pochissimo spazio.
.Wli. — in modo analogo si può usare il trisettore di Otto

Fróhlich (ftg. 433), costituito da due sbarre collegate da una

terza DO articolata in D ed  O  e  da  una  quarta  *barrQ  f C
tonga quanto OD e articolata essa pure in O. Dtsponen o  P

Esulti-*1'0 c° m e è in d ica to n ella ftg.  434 è fa c i le ved e re com e

BEC =  j BOC
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X V IH . — Questo trisettore, di lamierino, ebanite, cananea)
bristol, ecc., non ha bisogno d’altra spiegazione quando si sappi
che deve essere costrutto in modo da avere A B * 8C =CD,
che il semicerchio BID  ha per centro C e che BH è perpen-
dicolare su AD. Per farne uso si fa corrispondere il puntoi
su un lato dell'angolo da dividere POQ, spostandolo iti modo
che il lato BH passi pel vertice 0 dell’angolo e che Mio

lato di questo riesca tangente al semicerchio, al che si Per'
viene per tentativi, naturalmente.

X IX . Trisettori dell’Autore. — Abbiamo veduto a pa£'
fig. 306, un modo di generazione della trisettrice di Maclaurin
che si presta assai bene alla costruzione d’ un trisettore sera*
plice, che può nello stessp tempo servire per il tracciamento
della trisettrice stessa.

Abbiasi una squadra a T  (fìg. 436) nella quale OA  ̂ ^C-
Fissata una spilla a modo di pernio in O, e fissato un sottile
elastico, per un estremo in M e per l’altro in C, basterà far
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rotare la squadra attorno ad O fino a che l’ intersezione del
suo iato A Pcon Ih 3/C cada sul lato SO dell’angolo dato KOb ;
si ha allora :

50A = -i- KOB come pure SA/O = KOb

Il  luogo  di  S  è  la  trisettrice  di  Mac  Laurin.

All’ elastico si potrebbe sostituire
Scorresse su di una spilla fissata in

un filo fissato in C, che
M, mantenuto teso con

peso.ia in un modo che nell’altro, non si potrebbe tracciare con
continuo un arco di trisettrice, ma solamente segnare

foglio dei punti di essa. Sostituendo invece al filo o all’eia-
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stico (flg. 437) una sbarra rigida articolata in C,che sifarc<&
poggiare costantemente sulla spilla infìssa in 3£, si potreb!*,
poggiando la punta della matita nel vertice S dell’angoloM$j
tracciare un arco di trisettrice in modo continuo.

Questo compasso, per la sua semplicità, è facilmente esegui
bile in cartoncino o lamierino rigida (molla d’acciàio,ps
crudo, ecc.).

X X .  —  Sia XA Y  T angolo da trisecare (flg. 437). Costr^ ^
il segmento A CDB  capace  di  detto  angolo.  Se  i  due  p
D di quest’arco risolvono la questione si avrà :

YAC = CAD = DAX
La CD  è parallela ad A X  e :

AC = CD = DB
La retta OE è perpendicolare sul mezzo di CD.

AC = BD = 2 x CE— 2 x DE l<1
AXConsideriamo tutti gli angoli di vertiee A aventi un lato a

comune. Se facciamo passare per B tutti i segmenti capaci
questi diversi angoli, la retta OE resterà invariabile e siccome
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si hanno le uguaglianze (a), i luoghi dei punti C e D sono due

Sicché, in un caso parti-
colare qualunque i punti C
eD saranno all’ intersezione
di questi due archi di iper-
bola con un arco di circolo
di raggio HA e di centro H,
essendo H il punto d’ incon-
tro di OF, direttrice comu-
ne, con la perpendicolare
condotta ad AY da A.

Si può dunque usare, per
la soluzione del problema,
uno strumento (una specie di
squadretta-garbo) costituito
da una squadra e da una
lastrina profilata secondo i
due rami iperbolici di cui
sopra, nel modo indicato
nella flg. 439.

Non ai avrà che da con-
durre in A la perpendicolare
sd AF; collocare il triset—
tore come in figura e descri-
vere l’arco di circolo di cen-
tro H e di raggio HA sino  a
bolici.



LA QUADRATURA DEL CIRCOLO

Qua> è 7 geomètra che tutto s’afjtge,
Per m isurar lo cerchio, e non ritrooa.
Pensando, quel principio ond’egli indige;

Tale, era io, a quella cista nuooa ;
Veder ooleoa come si concenne
L'immago al cerchio., e come ci s’indoea;

Ma non eran da ciò le proprie penne.
Da n t e  - Paradiso, ultimo canto.

U Problema.

Trovare il lato de^ quadrato equivalente a un dato circolo.

Ecco il famoso problema che da lunghi secoli affatica tante
menti, e che per tanti altri ancora continuerà ad affaticarne
e ad ottenebrarne, nonostante qualsiasi dimostrazione dell’i®'
possibilità della sua soluzione.

Fino al 1882 tale impossibilità non era dimostrata', Lambert
nel 1761 aveva dimostrato che il rapporto della circonferenza
al diametro é incommensurabile, e nel 1803 Legendre dimostrò
che anche il quadrato di w è incommensurabile. Ma solo nel
Ì882 Lindemann riusci a dimostrare che tt è un numero tra-
scendentale, vale a dire che non può essere la radice d’ una
equazione di grado qualunque a coefficienti intieri o formati
di irrazionali algebrici (vedi pag. 492).
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Dal!'82 in poi non si sarebbe dunque dovuto piu assi» er
alcuna fioritura di quadrature.....e invece t
E in previsione che la serie dei quadratorl non sia pe

neanche dopo la data storica del 1882, è purtroppo 8 .
stabilire. Molti pseudomatematici, tra la numerosa fal6ng
coloro che per essere riusciti a comprendere la dimos razi
delponte delfasino — denominazione volgare del teorema »
Pitagora — si credono dei saccentonì, molti ancora ®®t’a
che,pur non comprendendo talvolta neppur la natura e pr
Ulema, procureranno lavoro alle Tipografìe per *fn®iare 8
campo scientifico la loro soluzione da aggiunuersi alle

*  già  messe  fuori  dai  loro  colleghi  ora  morti  o  ancora  V1V® ■
Essi, in generale, manifestano o una grande commiserazii
o un supremo disprezzo per i loro predecessori che, pove »
nella ioro ignoranza crassa, accecati da preconce i
tamente erronei, non sono riusciti a trovarla. E ver
onta di queste geniali trovate, la soluzione del prò e™8 con-
sempre da trovarsi, ma che importa questo t C i po
vincerli che non fossero da ciò le loro penne f  .

Per gli autori di quelli aurei opuscoletti, dove in p
gine sono accumulati ì più esilaranti strafalcioni m ^ non
la soluzione è innegabilmente trovata ; peggio p
arriva a comprenderne la dimostrazione ! eenere
A me è  occorso,  p.  es„  di  trovare  io  « »  volurM»* '

questa preziosa osservazione : » .....dal moni mfl, potete
* drato me lo dite circoscritto ad un circo , diametro del
«poi ammettere l'uguaglianza del su0. ° .. tener calcolo
«circolo? Eoidentemente avete dimenticato ^
«della grossezza delle rette lati del qua ra r ênga a tale ca-

lo spero che nessuno dei miei Lettori ap di farmene
tegoria dì matematici ; lo spero, pere e vedermi gratificato
con queste righe un nemico o almeno ^ speranza dì con-
dì tutto il suo disprezzo, senza la piu ebbe infatti a dire :
vincerlo del suo errore. Un ci ua~r<\ , impossibile ed io me
«Provatemi soltanto che il problema e m P
ne occuperò subito » t , ,a pena di seguire i qua-

Ciò premesso non mi darò perderò tempo nella fa-
drato ri nelle loro eìucnbrszion Vedremo invece, in
C ile  b is o g n a d i  d im o s t r a r l i  .  t e -  fa t t e  in  p r o p o s i t o ,
b re ve ,  q u a l i  i n d a g in i  s e r ie  s ia



-  492  -

D e l l ’ im p o s s ib ilità d i riso lvere il  problema.

Dalla risoluzione, in senso negativo, del problema della i
dratura del circolo data da Lindemann col dimostrare la tra-
scendenza del numero n, risulta che, non solamente la costru-
zione di 7r  è impossibile con riga e compasso, ma che neppure
esiste alcuna curva superiore definita da un’equazione alge-
brica a coefficienti interi, un punto della quale abbia l’ordi-
nata uguale a 7r e l’ ascissa razionale. E neppure può avers
una curva algebrica tale che tt sia l’ordinata d’un punto cta
corrisponda a valore algebrico dell’ascissa.

«  Se  ( 1 ) tutte le curve algebriche fossero tracciate nel piano,
«quelli dei loro punti d’ intersezione che corrispondono a va-
«lo ri algebrici dell’ ascissa, sarebbero condensati dovunque,
« nel piano ; nessuno tuttavia dei medesimi avrebbe ordinata
« uguale a 7r. Perchè si possa costruire mediante curve alge-
« briche un qualsiasi numero trascendente, bisogna che sia
«  dato  innanzi  (aggiunto,  come  s’usa  dire  in  analisi,  al  campo
« di razionalità) un conveniente numero trascendente (preci-
« samente il numero aggiunto deve essere legato algebrica-
«mente al numero da costituirsi)».

Una vera costruzione di n  può dunque solo eseguirsi me
diante una curva trascendente, cosicché (trattandosi di vera
costruzione) per poterla effettuare dobbiamo aggiungere
compasso e riga un’istrumento, tra s c e n d e n te , che dia tal curva
in un tratto continuo. Un siffatto istrumento è V In te g r^ (>re
(planimetro), che fu recentemente inventato e disegnato dal
l’ ingegnere russo Abdank - Abakanowicz e [fu costruito dai
Coradi di Zurigo.

Di una data curva y  = f ( x ) ,  c u n a  d i jf e r e m ia le ,  si può co-
struire con questo istrumento la corrispondente curaci
g r a ie  Y  = F ( x ) ,  dove :

F ( x )  =  J f ( x )  d x

A questo scopo, si guida l’ Integratore in modo che una sua
punta, la p u n t a  d e s c r i v e n te  percorra la curva differenziele ■
una seconda punta, la p u n t a  d is e g n a n t e  (la matita od il  tifa"

(1) F. Gumica. Traduzione delle « C o n fer à  .
metri* elementare di F. Klein » pag. 69. ' P ’ ° alcune questioni di Geo*
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linee), traccia allora la curva integrale. Per una descrizione
particolareggiata dell’ ingegnoso istrumento rimandiamo a
lavoro originale (pubblicato in tedesco da Teubner nel 1889).
Noiqui possiamo darne solamente il principio. Per ogni pun o

della curva differenziale g=*f{x)  costruiscasi il triangolo au-
siliario, che ha per vertici i punti (x  , y) , (x , 0) , i lx — t ) » 0J-
L’ipotenusa di questo triangolo rettangolo forma con l’asse

delle ascisse un angolo di tangente trigonometrica uguale ad
y. Perciò, questa ipotenusa è parallela alla tangente al a
eina integrale nel punto corrispondente (X  , Y). 11  compito

istrumento consiste quindi nel fare che la punta dise
9nante cammini sempre parallelamente alla direzione vana-
blle della nominata ipotenusa, mentre la punta descrivente
Percorre la curva differenziale. S’ è ottenuto ciò in ques o
m°do semplice : la punta disegnante è collegata ad una ro e 1
a ®argine tagliente, il piano della quale di dispone sempre
Parallelamence all’ ipotenusa suddetta. ,

Questa rotella è premuta sempre fortemente contro il foglio
d«l disegno per mezzo d i un peso,  e  perdo  al  suo  punto d,
contatto non è  possib ile  di muoversi se non nel piano della
rotella.
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L ’ Integratore è utilizzato molte volte in pratica per il «!■
colo di integrali definiti : per noi è di particolare interessi
suo impiego per la costruzione di it. Se la curva differenziai
è un cerchio:

+ y*  =  /•*
la curva integrale è

Y = ^\/r* — x* dx = ~  are sen -f -y l/r* - xf

La curva consta d’una serie di rami congruenti. I punti d’in-

contro  con  la  retta  mediana  sono  0  ,  ±  ■-r~ -

le rette laterali sono r*  ~ , r* ^ , . . . . »»»»«»»»« . -
4  4

le ordinate dei vertici, oppure dei punti d’ intersezione coni!
linea mediana, ci darannci />r>oi

, e con

Poniamo r = i,e
— — .ciwiii, oppure aei punti d’ intersez:

linea mediana, ci daranno cosi 7r ed i suoi multipli.
Importa osservare, che questa curva viene disegnata dall’oc-

cennato istrumento non difficilmente ed imperfettamente, ma
con molta facilità e precisione, specialmente se nel luogo dello
punta disegnante si ponga un tiralinee.

Abbiamo cosi una vera costruzione della q u a d ra tu ra del cer-
chio e precisamente nel senso in cui fu cercata dai geometri
greci; perchè manifestamente la nostra curoa integrale none
che una modificazione della quadratrice prima considerata.

Come la duplicazione del tubo e la trisezione dell’angolo,
cosi la quadratura del cerchio i Greci cercarono d’ottenerla
per mezzo delle curve superiori (1).

Consideriamo, per esempio, la curva y -=■ are sen x, che è le
sinusoide disposta verticalmente. Dal punto di vista della Geo
metria w è una ordinata di questa curva, invece dal punto di
vista della teoria delle funzioni essa è un valore particolare
della nostra funzione trascendente. In seguito chiameremo
macchine trascendenti -quelle che servono a tracciar le curve
trascendenti. Una macchina trascendente, che disegni la sinU'
soide, ci da una effettiva costruzione di ir.

Oggidì potremo denominare la y — are sen x , curoa inte-
graie, potendosi definire y come  l’ integrale  d’ una  funzionealgebrica :

___d x

SO%
(1) Klein giudice. Opera citata, Pag. 47.
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l  Una curva dedotta dall’ anzidetta proprietà veniva detta
Qwdratrice o  TSTpayam?0’-*®®*  Specialmente  nota  e  la  yu
trice di Dinostrato (circa 350 anni
av. Cr.), la quale però già prima
era stata costruita da Ippia d’ Ella
(circa  420  anni  av.  Cr.)  per  la  tri-
sezione dell'angolo,
Geometricamente essa viene de-

finita come segue : Sulla retta OB
(flg. 441) e sull’ arco A B si muo-
vono due punti M ed L  con ve-
locità uniforme. Essi incominciano
contemporaneamente il loro movi-
mento in 0 ed A rispettivamente
e giungono in S nello stesso tem- Fig. 441.
po. Si tiri poi 0  L e  per M  la pa* . nella
rallela ad 0 A, la quale tagli O L in P ; «ara P » n.Pproporzio-
quadratrice. Da questa definizione segue, che y  v  ^

0 _ J l, cosi abbiamo « = - fnaie  a 8. Siccome per y = 1 è

ed essendo :

8 = are tag x
si ottiene come equazione della curva :
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11  punto,  dove  18  curva  taglia  l’asse  delle x, è dato da:

i s T y

dove si deve fare y = 0. Siccome per piccoli valori la tg è
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quadratrice con l’asse delle x.  La quadratrice può dunque ser-
vire alla rettificazione del cerchio, eppero sussidiariamente
alla quadratura di esso. In fondo però questa non e c e u
formulazione geometrica del problema della rettificazione, nn
tanto che non abbiasi un istrumento, col quale si possa
«crivere la quadratrice con tratto continuo.
Tenendo eonto della forma della curva si arriva alla ttg.J -

dove i rami successivi nascono facendo variare 9 oltre ti e vv
rispettivamente. È manifesto che ia quadratrice di Dinos ra
nonè cosi comoda cóme la curva y = are sen x\ sem  ra  u
tavia, che quest’ultima non sia stata utilizzata nell an ic u
per il detto scopo. . . .. p
- La costruzione seguente di Giovanni Bernouilli perme

pure di ottenere la quadratrice (ftg. 443).
Sia ABC un triangolo isoscele. Abbassiamo laperpen ico

SS sopra A C e la perpendicolare CD  sopra A F
CL = CD e proiettiamo C in E su DL. Facciamo CM —
proiettiamo C in F sulla E M  ,  e cosi di seguito........ 1 P
B , D , E , F ,  G........ sono punti di una quadratrice che seg
AC in un punto R tale che l ’arco di raggio CR e  aven e
golo al centro ACB ha uno sviluppo uguale ad AB.

Le origini e il concetto m atem atico
del simbolo «•

U ~ simbolo geometrico. — Come simbolo de^ ™PP,uso
tra la circonferenza e il diametro del circo o ,p gecolo fl)>
della lettera greca iz sia stato introdotto ne ., ia) 0 Sel-
lale lettera è l’ iniziale della parola «ee^e®10 v
l’altra *VgeTQoS (perimetro). . dop0 Ber-
W. Jones nel  1706 usava tale lettera ,  P c .  nej 1732

nouilli usava la c ; Eulero nel 1734 la P ® ”  infine d’uso ge-
Cr. Goldback usava di nuovo la w che Eulero,
aerale dopo la pubblicazione dell’ Ana ìsi n calcolo

Calcolo di t:. — Due sono i me ° * . ede venne seguito
di ir. Uno geometrico, dovuto ® ,..alen te come un rapporto
Per la ricerca di rt considerato p adottato dai matematici
geometrico. L’altro, moderno, ven

d) Nelle opere < ih » key o/ thè Mathematica ». Lo»<lon 1647, di Oughtred, e
* laaaei Barrava - Matematico» lectionca habitat» in scholia publicia Accademica
c«ntabrigensia ». Londini, 1684.

32	—  Gh r r s i, — ciiteM.
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c h e  c o n s id e r a n o n c o m e  sim b o lo  di  un  numero che figura»
solo in  g e o m e t r ia ,  m a  an c h e  in  a ltr i  ram i dell’analisi mate-
m a t ic a ,  c io è  in d ip e n d en te m en te  dal  suo  valore come rapporto
d e l la  c i r c o n fe r e n z a  a l  d ia m etro .

Nel p r im o  c a s o  la  d e te r m in a z io n e  del  suo  valore numerico
n o n  h a  c h e  un  in te res s e  r e la t iv o ,  bastando  nella pratica àel
su o u so un n u m ero d i d ec im a li assai lim itato.

È  In ve c e  in te re s s a n te  il  r is co n tra re  resistenza di tale nu-
m e r o in ta lu n i p r o b le m i, spec ia lm en te di probabilità.

E se m p io : Qual’é la probabilità che m intieri, scelti a caso,
siano p rim i tra loro t

Essa è rappresentata dall’ inversa di:

—- 4- - — 4— — 4- .........
I m  i  2m  '  3m  '

Per m — 2  4 ......... si trova :

Supponiamo che 50 persone scrivano ciascuna 5 coppie di
numeri a ceso; tra queste se ne troverebbero 154 costituite da
numeri primi tra loro, il che corrisponde a:

6  ̂ 154
n' 250

da cui si deduce n = 3,1209.
Del resto, dato che il valore di n  è unico, tanto se lo ®

consideri come un rapporto geometrico, che come un numero
derivante da considerazioni matematiche d’altra natura, si
può valersi di queste ultime per determinarlo, come nel se-
guente esempio.

Si taglia un pezzo d’ago, ben cilindrico, lungo circa 2 cm.,
sopra un grande foglio di carta si tracciano una serie di rette,
parallele ed equidistanti, in modo che la distanza delle rette
successive sia doppia della lunghezza del frammento d'ago.

Si getta allora, a caso, l’ago sulla carta, un gran numero di
volte, mettendo alcuni fogli di carta bibula sotto il foglio di
carta, per evitare rimbalzi troppo forti. Si contano il  numero
totale delle prove, e il numero dei casi nei quali l’ago cade
attraverso ad uno dei tratti. La  probabilità  che  l’ago  cada
in modo da segare una delle parallele risulta espressa da:

2 l
7r a
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Ripetendo l’esperienza, parecchie centinaia di volte si trova
che il numero dei casi favorevoli sta a quello delle cadute
appunto in tale rapporto, dal quale si può dedurre il valore
di n. Ecco i risultati ottenuti da alcuni sperimentatori :

Sperimentatore Numero
dei tentativi

Valore
di tt ottenuto

A.  Smith  . 3204 3,1553
N. N............. 600 3,137
Cap.oo  Fox.  .  . 1120 3,1419

ft>rmohf-'Un̂ erem° *n^ne c^e Eulero trovò ed espresse con la

aTtV — 1 — 1

e  il  numero e (2,71828) base dei lo-un misterioso legame fra

geritmi neperiani. . . . . . alle dimensioni
Nella Bibbia. - In due passaggi relativi dl Salo-

f.d’un grande bacino dì bronzo che ornava i valore allora
■ mone a Gerusalemme si dà indirettamente

attribuito a re : ^„hiti da una s p o n d a
« Poi il re fece il mare di bronzo di . altezza. Una

all’altra. Esso era rotondo e misurava _ lib j Gap- VII-23)
corda dì 30 cubiti ne faceva il giro *•
da cui risulta ;

7T
30
10 3

(secondo libro delie cronache, Capo IV - posteriori alla
Nel Talmud, raccolta di tradizioni ra hP ^ palmi dl

Bibbia, si trova questa proposizione. «
giro è largo un palmo ». Egiziani (i) usassero

U ir degli Egiziani. — Pa^ rt delia c i r c o n f e r e n z a il valorePer la rettificazione del quarto de

, cui corrisponde it =*■ 3,1804

(1 Dato da Ahm es - N. 50 del « P a p y r u s 	 K i n d  ».
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It Sig. G. Vacca in una nota pubblicata nel Bolli«ino é b-
Ialografia e Storia delle scienze matematiche (Anno XI -Fv
scicolo III, 1909, pag. 1) ba creduto di poter ristabilire per qus.i
via gli Egiziani siano pervenuti a tale risultato. Egli die*.
sembra di aver trovato un modo che potrebbe non essere !;-
verso da quello degli antichi Egiziani per convincersi dell'esat-
tezza di questo risultato, od almeno potrebbe far intuire]»!
quale via vi siano giunti.

9

/

7

6

f
s

VJ

tH

— - VJ I
2 \

— -/ L j
• » ì b f i 7

Fig. 444.
• j ile’.h

« 1°. — Questo metodo consiste nella considerazion (
flg. 444 la quale consta di un quadrante di circolo, <■ -
sopra un reticolato a maglie quadrate, con raggio ? eŜ
nove volte il lato d’una maglia. Si vede dalla figura o ie
arco di cerchio assieme ai due raggi che limitano il qu0 ,,
comprende presso a poco 64 caselle e che le parti di ale
queste 64 caselle che escono dal quadrante, compensano 8 ^
stanza bene le parti del quadrante che esse non compre01

« Quindi l’area del quadrante sta a quella del quadrato ci ^
scritto come 64 a 81, ed il lato di un quadrato equivale» e
area al quadrante è uguale al lato del quadrato circoscr
diminuito di un nono.
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« Gli Egiziani avevano famigliar! i reticolati a maglie qua-
drate che essi adoperavano con vari modelli che si trovano,
•d esempio nel Museo Egiziano di Torino, come i pittori fanno
«cor oggi, per ingrandire od impicciolire disegni secondo
oia determinata scala. Essi conoscevano pure l’uso del com-
passo: e quindi verosimile che abbiano potuto fare il ragio-
namento che precede.

*2.*— Dalla considerazione di questa seconda figura, che
non é altro che una successione indefinita di quadranti disé-
fnanti sopra un reticolato a maglie quadrate ed aventi periato
rispettivamente 1 , 2 , 3 ............. volte quello di una muglia, si

8<ie subito che per tutti gli altri quadranti 11 compenso tra
1 parti sporgenti e quelle rientranti del sistema di maglie
f>e copre nel miglior modo possibile ciascun quadrante, ai fa
>sai  meno  bene  che  non  per  11  quadrante  di  lato  9,  e  che  di
ù, nessun altro di questi sistemi di maglie, almeno per una
rie abbastanza lunga di quadranti ha un numero di magHe
?uale ad un quadrato perfetto, e che infine la radice del
«idrato  corrispondente  al  quadrante  di  iato  9  e  s,  come  si  e

sto. Ed ora la frazione * , o meglio 1 - risponde al cri-
rio di semplicità delle frazioni che avevano gli antichi Egi-
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ziani (secondo lo stesso papiro : Cfr. G. Loria, Biblioteca Ma-
tematica, 1892, pag. 97).

« La considerazione di questa figura che si potrebbe forse
anche trovare come motivo decorativo in qualche monumento
architettonico, può avere condotto gli Egiziani a ritenere che
il valore trovato fosse il migliore tra gli altri dello stesso ge-
nere, e forse anche a credere nella sua esattezza.

« 3.° — È utile considerare i valori per ■j  che si ricavano dalla
considerazione dei quadranti della seconda figura. Essi sono:

7T = 4 «=  3
24 52

= 3,25 80
9 =* 2,7 “  i r ~  i r

112
= 3,111 148 208

36 ~ 49 = 3,82 ~  i r

<£>1—
«I®II = 3.1C04 308

~ 100 = 3,08 376
— 121

Dâ  essi si vede pure che il valore prescelto dagli Egizia®' *'
il più conveniente.

I l 7t di Tolomeo. — Tolomeo non si occupò direttamente della
determinazione di iz, ma costrusse delle tavole di corde della
circonferenza di 30 in 30', dall’arco di 30' a quello di 180°. Egli
ammetteva come valore della corda dell’arco di 1°:

60
50
60»

del raggio, ossia 1° z’ 50". Ammettendo che quest’arco ®
differisca sensibilmente dalla sua corda, l’arco di 60° avre
per lunghezza:

t ei n agga°’ ° 88ia \° 2' 50" del raggi°- Dunque la semi-circon-
ferenza di raggio 1 oppure la circonferenza intera di diametro

3+ ~W +
30
60» 0 3 . 8» , 30
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ossia 3 17
120

= 3,141666 ......... Tale è il n di Tolomeo:

17 377 355 + 22
3 120 = 120 “ 113+7

s Lo si può dunque ottenere addizionando termine a termine
il rapporto d’Archimede con quello di Mezio, Il it di Tolomeo

' \ è compreso fra i due.
Il 7t degli Indù. — I matematici Indiani conoscevano w con

49
molta approssimazione. Cosi Bodhaiana gli dava il valore

' ossia 3,0625 e Aria-Bahata verso il 530 dava per tt la frazione:

62832
20000

= 3,1416

Egli dimostrò che essendo m il lato d’un poligono regolare
di n lati iscritto nel circolo avente per diametro l’unità, e con

| * il lato del poligono regolare iscritto di 2 n lati si ha la re-
1 lazione :

i «» — J _____L_ (t — m*) *»  — 2  2

Partendo dall’esagono regolare iscritto egli trovò successi-
; vomente i lati dei poligoni regolari iscritti di numero doppio

p- di lati fino a quello di 384 lati il cui perimetro dà come uguale

a \/9.8694 deducendone il valore di n sopra riferito.
Bhaskara verso il 1150 diede un valore tolto assai probabil-

mente da Aria-Bhata, ma che egli dice di avere calcolato col
metodo d’Archimede pel poligono di 384 Iati, ed è :

3927
1250

= 3,1416

Il 7t dei Cinesi. — Nelle opere cinesi pare che si riscontrino

i valori 3 . • i due ultimi probabilmente ricavati da
’ 7 ’ 50 ’

opere arabe.Il 7r di Archimede. — Archimede provò che il rapporto fra
la circonferenza d'un circolo e il suo diametro è compreso fra:



ossia fra 3,1428 ..........e 3,1408; il suo metodo consisteva nello
iscrivere e circoscrivere nel circolo i poligoni regolari di SS
lati, determinare geometricamente i loro perimetri e ammet-
tere che la circonferenza sia compresa fra tali perimetri; ciò

equivale a fare ? = nella doppia ineguaglianza:

sen <?  <  f  <  tang  ?

Archimede deduceva i valori di sen ? e tang ? da quello di

sen s e tang—5—tt mediante successive divisioni di angoliv  u
in due parti uguali.

Il metodo d’Archimede corrisponde quindi all’uso di queste
forinole :

________ rj?______

m' ■=2 r  ^ r*--- — ^ r  + ^  r* + —

nelle quali c ed m indicano i lati di due poligoni simili re?o- I
lari iscritto e circoscritto ; C ed M  quelli dei poligoni regolari I
di numero doppio di lati. 1

Huygens trovo poi un ingegnoso metodo per abbreviare > j
calcoli di Archimede. Saurin dimostrò pure che tali forinole j
possono venire sostituite con queste assai più comode perI !
calcoli : 1

M  = ~C^Tc 2 m = cM

il che risulta dalla similitudine dei triangoli (flg. 446).  ;
CTN , CMP , MTQ e NQS , MNP.
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Archimede dimostrò pure che il problema si riduceva a tro-
vare la superficie di un triangolo rettangolo avente i lati ri-
spettivamente uguali al perimetro e al raggio del circolo con-
siderato; il semi-rapporto di tali due linee é ir.

f; h z dei matematici europei. — Moltissimi sono i matematici
•  ìsuropei  che  si  occuparono del  calcolo  di  ir,  da  Leonardo  Fibo-
nacci da Pisa (XIII secolo) che trovò il valore :

1440

458 +
• = 3,1418 •

>, ■ fino allo Sbanks che nel 1873 diede il valore di ir co
fdecimali, facendo uso della formola data da Mac in

^ che gli aveva servito e calcolarlo con 100 cifre decima i •

,  - i * * t a n g - *  r - t a n g - 1®

Un - pratico. - Come semplice curi®SÎ J iag’Cur^otolo0di
t questo modo pratico di  determinare  w.  Ab  {1  guo
Scarta come quelli usati per la stampa dei 810™® ’ . • _ gpjre.
*• raggio, l la lunghezza del foglio ed n il numer =>

. r Ptmerò l -— rap-La grossezza del foglio sarà espressa da n  •  r  n

presenterà la superficie della testata del d dg p egua-
d’ altronde può anche esprimersi con ir  ,
glianza :

i = 1T r* dalla quale deducesi ir = n r

L a m nemonica d el ir.

La lingua francese si presta meglio della nostra ad una ap-
plicazione mnemonica interessante che consiste nel comporre
frasi o versi nei quali il numero delle lettere delle singole pa-
role corrisponda a quelli delle cifre d’un numero che si voglia
ritenere a memoria. Cosi con L’artiftzio dei versi seguenti sarà
facile risordare il valore di ir con 30 decimali ; ciò darà a chi
ignora il trucco un concetto altissimo della memoria di chi
scriverà tali cifre senza pronunciare i versi, come se gli flui»-
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■ero semplicemente alla penna per via naturale. Certo i veni
non sono di Rostand.......... ma é il eliso di dire che qui il fine
giustifica i mezzi :

Que j ’ aime à faire apprendre un nombre utile aux sages!
3 1 4 1 5  9  2 6 . 5 3 5

Immortel Archirnède, sublime ingénieur,
8  9  7  9

Qui de ton jugement peut sonder la valeurl
3 2 3  8  4  6 2 6

Pour moi ton probléme eut de pareils avantages* • • ■
4 3 3 8 3 2 7  9

ossia :

7T = 3,14159 26535 89793 23846 26433 83279

Costruzioni approssim ate.

Stabilita l’impossibilita di risolvere il problema, passiamo ad
esaminare alcune delle costruzioni geometriche che danno di
esso una soluzione approssimata, più a meno semplice e
adatta agli usi pratici.

Queste costruzioni si possono distinguere in due categoria
quelle nelle quali si ottiene una rettificazione della circon-
ferenza^ e quelle nelle quali si trova il lato del quadrato	 che
equivale opprossimativamente al circolo.

Rettificazione della circonferenza.

** H n dalle piramidi d’Egitto. Si ha. l ’equazione :

cos 38u 10' 46" = tang 38° 10' 46"

1
-Vv/5  -  1 = 0,7863

vr = 0,7854

La tangente e il coseno di 38° io' 46" differiscono dunque

pochissimo da ~  ir ; da ciò un mezzo semplice per trovare

per tentativi una retta approssimativamente uguale al qua-
drante di circonferenza.
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In un cerchio di centro O conduciamo il diametro AOB ; in B
conduciamola  tangente  e  per A una retta A M N , essendo M
Mllfl circonferenza ed N  sulla tangente, tale che AM — BN ;
il che si ottiene con qualche tentativo. AM  è uguale al quarto
della circonferenza, coll’ approssimazione di ^el ragg‘

Le piramidi di Gizeh, a base quadrata, sono piramidi r e g ^ _
Secondo Erodoto, in quella di Cheope (la piu ® ®* * facjie

t l’area d’una faccia è uguale al quadrato dell a ' 38<>
calcolare che ciascuna faccia fa coll’altezza un
10» 46"; infatti designando con m tale angolo, si ha
aeguenza dell’enunciato di Erodoto :

eoa m  — tang m

Si conclude ancora da ciò che il perimetro dell® ^as gembra
il per l’altezza è uguale, assai prossimamente, a • tale
1  confermare  l’opinione  singolare  emessa  re c e n t,^ e n te ^ ^ .  u
* piramide sia stata innalzata per trasmette

rapporto delta circonferenza al ra8 f ° ; . u Egiziani cono-
Cheope era anteriore ad Abramo (—2it>o), g . almeno

| scevano dunque già 2 7r con molta appro®8*™ (jare al passo
empiricamente, ammesso che realmente si'P forse troppo
di Erodoto l’ interpretazione di cui sopra, i
azzardato.

**. — Costruzione di Speeht (flg. 4*7). Sulla tangente indefl-
nìta in ^ Si prendono a partire da A le lunghezze :

B C - ± rAB — 2r CD  —~ r
5
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Si fa AE — OC e da £ si conduce la parallela ad OD Uno
segare in F  la tangente in A. Si ha:

che differisce do *  solamente per 0,0000007 (1).
— Costruzione di Koskanski. All» estremità d’un dia-

metro MN, si innalzano, nello stesso senso, due perpendicolari;
suli’una si porta MA uguale ad un terzo del lato del triangolo
equilatero iscritto, e sull’altra si porta tre volte il raggio in <VB,

La congiungente AB  corrisponde alla semi-circonferenza col-
l’approssimazione di 0,0000503! poiché con r  = 1 si ha:

IV .  — Costruzione di Longhamps. Bretschneider d’Eises-
stadt osservò che l’espressione:

rappresenta rr con 9 decimali esatti e indico una costruzi<®e
ad essa relativa, assai semplice. Considerando la sola parte:

si ha 7t con 5 decimali asatti soltanto, approssimazione P*u ®
sufficiente. Osservando poi che 146 =* 11* + 5* si é condo 1
costruire una linea tale che :

per la quale ecco la soluzione proposta dal Longchamps.

(1) Per brevità, lasciamo al Lettore i calcoli relativi a queste soluzioni »F
prossimate. Giova poi notare che non avendo queste costruzioni se non m»
ragione pratica di sussistere, sarà tutt’al più da prendersi in considerazione
quella che possa in pratica dare effettivamente l ’approssimazione teorica opo»>
meno ; cosa evidentemente tanto meno facile a enn«e„„ir« „„anto più oo*p‘>

A F =  2 x 3,1415919

AB = 3,1415333*

a _ y/11» + 5*
13 50
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Sui prolungamento del diametro si portano da A ad F  tre
decimi del diametro, e uno da A in C. Si conduce il raggio
01/ perpendicolare ad AB, indi le tangenti in B ed M  che ai

• segano in E. Da questo punto come centro, f 0TVr®gg ..
fresche un arco che segna in S la tangente in . ° ,
sFD perpendicolare ad AB non resta che a tracciare
' lela da S alla BD e si avrà :

SII = V7 11» + 5’ = 10a5
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e si conduca DG fino ad iqcontrarejn H la semi-circonferena
di centro D e di raggio DA-= \/ 2. Si avrà approssimativa*

corda AH  == arco AG

e cosi per qualsiasi arco AM  considerato sulla semi-circonfe-
renza CA si avrà sulla semi-circonferenza DA una corda AL
sensibilmente uguale al suo sviluppo. Ecco Tindicazione dei ri-
sultati che si ottengono con varii archi e le relative differenze
in piu o meno rispetto alle vere lunghezze dei medesimi:

Arco
in gradi

Lunghezza
dell’arco

30°
1

0,5235987 !
45° 0,7853981 j
60° 1,0471975 !
72° 1,2566370

77» 37' 8", 4 1,3547062 1
80° 1,3962634 I
90° 1,5707963 |

Per tutta la circonferenza

Corda
approssimata Differenza

0,523525 - 0,000073

0,7853332 - 0,0000649

1,046936 — 0,000261

1,2564928 — 0,000144

1,3547062 nulla

1,3963489 -f 0,0000855

1,5713898 j 4- 0,0005936

si ha una differenza in più di :

0,0023745420
La differenza è dunque nulla per un arco di 77° 37' 8", 4 cl>e

si può ottenere mediante la costruzione seguente (flg. 450).
^ia la semi-circonferenza di centro C e di raggio CA =
Pnrirnm A*

AD = AG = \/ 2

e descriviamo le semi-circonferenze di centro D e raggio DA,
ed l diamf tr° ^ -Innalziam o da C la perpendicolare CG su
AD  e conduciamo DV. Avremo i punti B  &A  E  tali  che  la  corda
AE  sera uguale all’arco AB di 77» 371 g,r 4

Si  può  ugualmente  ottenere  il  punto V innalzando la pef
pendicolare da D a DA ed unendo il punto S con A , opP«re
alzando la perpendicolare da R a DA e unendo P  con A.
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Nota 1. — Nella fig. 450 si può inoltre osservare che CE è
{con la differenza in meno di 0,0074) il valore del raggio della
sfera equivalente al cubo il cui lato è uguale ad AC.

Fig. 450.

Nota il. _  in  detta  figura  si
“a Pure DM uguale al lato del
cubo doppio di quello avente
AC per lato, con la differenza
in meno di 0,00064 (V. Duplica-
zione del cubo).

' *• —Costruzione di Terquem-
Non é che un’altra forma della
costruzione di Koskanski (vedi
n. IH pag. 508). Condotta la tan-
gente all’estremo del diametro
AB, si conduce il raggio OC
perpendicolare ad A B e da C
si porta in E il raggio ; si con-
duce OED, poi DF  = 3, essendo
il raggio OA = 1 (fig- *51̂
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V i i.  — Costruzione di Gergonne.	Dato
A  SO  rettangolo  In  B,  se  si  prende 00' =
di mezzo di AO ; si prende O' 0 "  = O'A

un triangolo isosceli
OA e sia A1 il punto
' e sia A" il punto I

mezzo di A ’O "; si prende O" O '" = 0 "A " , ecc. le lunghezze
> ’O" ,  0 " 0 '" ............tenderanno verso quella del raggio

de circol° la cui circonferenza é uguale ad AB.
V ili .  _ Costruzione di D’Ocagne. Sia A M = - j AB; con-

duciamo il raggio O M  che segna in L l’ arco di circolo AB.
a corda A L risulterà approssimativamente uguale ai due
erzi dell arco AB. L’errore relativo é inferiore a 0,0001 fino

verso i 40° e non arriva a 0,001 che verso 70°, e per 90° non è
ancora che di 0,005.

S e si conduce d a  B la parallela B P  ad M L , P essendo

punto d’ intersezione dalla BP con la AL, si ha A P ~ fA

ossia, col grado d’ approssimazione suindicato, AP = arco A
Naturalmente la costruzione si presta a portare sulla circo1
ferenza un arco di lunghezza determinata, eseguendola
senso diverso.
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IX. — Col compasso (1). Sia O il centro di una circonfe-
renza (fìg. 454) sulla quale si contino gli archi da un suo punto
A e positivamente nel senso AM. Sia P  un punto qualunque
della circonferenza. Supponiamo l’arco AP  appartenente ad
uno dei due primi quadranti ; diciamo poi Q il simmetrico di

rispetto al diametro OA. Costruiamo i punti B, C , D ,E tali
6 sia AB = B C = D E —O A ; determiniamo poi X interse-
ca delle circonferenze A (AQ  e D (AC). Dal triangolo OPX
ha :

p j* _ Qp! ^ -q x * _ OX  • 2 proiez. ~OP su OX

= Ò l* -f- CTX* — OX ■P Q

=  I x *  - O X  • P~Q

(ì ) Eitriquet. Questioni riguardanti la Geometria

33 —tìntasi. —Matm. dilett.

Elementare, pag.



Ora, posto OA  -  1, arco A P = z (in gradi) PX= b, si ha;

Essa vale, qualunque sia P  nei primi due quadranti, e cam-
biando il segno — in + vale anche negli altri due. Inoltre b
può sempre considerarsi come una corda del cerchio dato,
salvo per posizioni di P  nel  3°  e  4®  quadrante  alle  quali  cor-
risponda P X >  2.

Supposto z < 180° (onde b < 2), possiamo dare alla (i) una
nuova forma. Chiamando 0 r arco del cerchio 0 (OA) di cui b
è la corda, si ha :

Questa formola serve per la soluzione approssimata della
rettificazione della circonferenza e della duplicazione del cubo
(V.  al  § Duplicazione del cubo).

Se O (OA) è la circonferenza da rettificare, si descriva 1»
B  tBX) e si chiami R il punto d’incontro con la O(OA) situato

A X = \/ 3 OX = \/ 2 P Q =  2 sena

e l’ultima formola si scrive ;

b* = 3 — 2\J 2 sen a (1)

b = 2 sen ~~

e quindi:

b*
— = sen

^ _ 1 — cos ^
2 2

(*)

d’altronde dalla (l) abbiamo:

Dal  confronto  delle  ( » )  e  (3)  si  deduce  ;

cos £ = 2 sen a. cos 45° — |- = sen (a + 45°) + (sen a — 45°) — sen M*

che si può anche scrivere :

cos 0 = cos (45» — a) — sen (45® — a) — sen 30® (4)
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! K
| nell'arco BCD. Se nell’ equazione (4 )si fa a = BC— 60*, si ha
5 oqij
|  per  0  il  valore  (9  =  *3°33’  -  ;  ora  £  è  l’ arco  la  cui  corda  e* 2005

296BX ossia BR ; ne viene che 1* arco ABR sarà di 103® 33’ 2005' '

Il doppio del seno della sua metà ci dà la lunghezza della
tua	corda ; ora abbiamo :

arco ABR
2  ~ = 51° 46' 1145

2005

. ed il seno di quest’arco è 0,7855998 ; dunque la cor<*®' »eya
f misurata da 1,5711996 che differisce dalla quarta parte ae
I circonferenza per circa 0,0004 in più.

X. - Costruzione dell’ Autore. Questa mia costruzione co
risponde al valore :

y / ii - 4 = 3,14142842850

si corrisponde-« differisce da ir per 0,0001642250 in meno, a «00985535} per
rebbe ad un errore di circa un millitnetro
Ma circonferenza di tre metri di ra gg io *

Si Porta AF  (lato del quadrato iscritto/ altre quattro volte

da P  in B cosicché AB*= 5 ^ 2 . Si fa AC = AO = 1 ; si ho
«Hora 05 = ^51 e facendo BD = 4 risulta CD ^  V 51 -4 .

XI.  - Costruzioni diverse. Sia AB il lato del triangolo equi-
latero (flg 456} is c r it t o nel circolo di centro O, e  C  il  suo  punto
di mezzo ' Sul diametro C O porto da C verso O il segmento
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CD = 2 AB. Congiungo D con B e su questa rètta porto il seg-
mento DE — 2 (essendo il raggio = 1). Avrò:

X II. - La somma \/ 2 + \J 3 = 3,1*626*369 differisce da *
0,00*671716 in eccesso. La costruzione più semplice per ot,ten .
tale somma è quella indicata nella fìg. *57. Il punto D 9'
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tiene segando la AC con un arco di centro B  e dii raggio

aguale ad AC ossia av/3 per r = l . Risulta CD = \Z^~ AD  è
dunque uguale alla semì-circonferenza ACB-

L’approssimazione non è grande, ma la costruzione e mol o
semplice e quindi meno soggetta ad errore. ^

X III. - Sia ACB (flg. 458) un arco di circolo minore d una
semi-circonferenza. Conduciamo la tangente AX, dallo stesso
iato dell’arco ACB ; tracciamo poi la bisettrice AB, dell’ango o
SAX, la bisettrice AB, dell’ angolo B, AX, la bisettrice A *

X

dell’ angolo B,AX, ecc. Innalziamo in B su AB una perpen-
dicolare, che incontra AB, in B, ; in B, su AB, una perpendi-
eolare che incontra AB, in B,; in B, su AB, una perpendmo-
are che incontra AB, in B,, ecc. Le rette AB , ABt ,  AB,,

............. tendono verso un limite uguale all arco ACB.
I triangoli OAB , OAB, , OAB, , OAB ,........... * esae" d° B
centro), hanno per limite l’ area del settore OAB. La  d e c -
orazione risulta dalle uguaglianze :

* . •  "*  CO®  i f
* cos 4 se'cJ^^T

co* -ì

cos-^sen
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U rettificazione è u n i epproeeta,.,,. 0uaodlJ „ pr(ti,:

2
C08 K  COS  - i - TX

o • cos i
2048

si trova tx = 3,1415927.
• — II perimetro del triangolo rettangolo che ha per

. . . . .  .  S  fiS fi
cateti i — e i & Jel diametro é uguale a 6,283281573 • Cor-

rt<8n al,a c,rconferenza con una differenza in pidi 0,000096266.

. ~ Aggiungendo al triplo del raggio il decimo del lato
del quadrato iscritto si trova :

v/ 2
3 + -^ÙT = 3>14142135...........

Lato del quadrato equivalente al cìrcolo.

q u a d r a ^ Sonne*- Premettiamo  che  il  lato  del
di 7r  é  l 772ZMfiVa 6nte aI. c,rc°i°i calcolato in base ai valor»
prossime?,-™,.. " Indicheremo nelle varie costruziónil’ap-

c e si consegue. Tracciata la tangente in A, «
fatto O P ~ 16 ' essendo r = i )  ed A R = 4, si conduce i?Af che

tivament^Ma^o61)2? Ìn Ia corda AN  sarà appr0(
d2V= 17724502 1,6 Quadrato equivalente al circolo

Al



- 51!) -
III. —Costruzione di Willich. Sla la corda MN uguale al

raggio (flg. 460) e C il suo punto medio ; D il  punto  medio  de  -
l’arco MN; phrtiamo sulla
█circonferenza, da D in E,

• i l t m i f ì e  461) il lato del-- Costruzione di Périgai. Sia M  \  • perpencjicolare.
agono iscritto, e P  H il diametro a del quadrato
M come centro e con raggio £gua peonie centro si de-
fitto  si  sega  in F il diametro P »e aUeilo cercato, ossia
ve 1’ arco M S N .  Il segmento * ^
= 1,77468. . Gift A B (flg. 462) un diametro
• — Costruzione di Postula- ^ ^ pa rt( uguali; G
n circolo. Dividiamo u raf ® a partire da C:
andò  il  primo punto di divisione P

( c g - 4 - cb )
„ Iloto come centro, con raggio uguale

icriviamo da detto P segherà in F la tangente con-
AB, una circonferenza che
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dotta in B. La retta A F  incontra la rirconferenza in un punto
D ; conduciamo la corda BD ; essa sarà il lato d’ un quadrato
sensibilmente uguale al circolo. Infatti B D% = 3,141579 .......

V l :  _ Costruzione Péraux. Si porta AH (flg. 449 a pag. 509)
che è la rettificazione approssimata del quadrante AGt) ìb ^ ’
da Q come centro e con lo stesso raggio AH  si sega CG in ̂
Si avrà A T  media proporzione fra AC e  2  AQ.  Se AQ

la vera lunghezza dell’arco AG sarebbe uguale a --- a quindi
si avrebbe:

A T  = vAr = 1,7724538
mentre risulta nel nostro caso A T  = 1,7727886 con differenza
in piu di 0,0003348.

q« art° della circonferenza e NP un sesto,
a risonerà : (flg* 463) della co^ « NP. Conduciamo MSA

m a  = 1,77198 .  . . .  r

con differenza in meno di 0,00047.
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Vili. — Sia il circolo dato (fig. 464) di diametro AB. Fac-

iiamo OM = r ed ON = r. Sia R il punto medio del
5 u

r̂aggio OB. Sopra MR ed AN  come diametri descriviamo da

N

u n  I a t o  e  d a ll ’ a u r o  d i A B  l e  s e m i - c i r c o n f e r e n z e A f S R  A G JV
c h e  s e g a n o  in G  e d  S  i l  d i a m e t r o  p e r p e n d i c o l a r e  a d A B .  Il  s e g -
m e n t o G S  è  q u e l lo  c e r c a t o ,  o s s i a G S =  1,7724$.
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Baglio del circolo equivalente al quadrato.

Sia ABCD (flg. 465) il quadrato dato di lato 2; E , F ■G ,11}
punti dì mezzo dei suoi lati ed X  il centro.

Costruiamo un rettangolo KLOP (flg. 466) coi lati EF 6 ' ^
e siano M , N i punti di mezzo dei suoi lati O L  ,  P X  c
centro O e raggio O L seghiamo P K  in R. Con R come centro*



eon raggio RL seghiamo in S la MK. Con centro N  e raggio
ghiamo in T il prolungamento di LK  e facciamo KV  =  2  •

Prolungata ora, nella flg. 465 la DA, portiamo su di essa la
da	H in Y e conduciamo la X Y  che segherà AB in J. Avremo
in il raggio del circolo che è assai prossimamente equiva-
lente al quadrato ABCD. Intatti  si  ha  ;

7T= 0,7853988125

mentre dovrebbe aversi :

re = 0,7853981634

L’errore è inferiore ad un milionesimo, cioè di -f- 0,0000006491.



LA DUPLICAZIONE DEL CUBO

L e leggende e il problema.

Una fiera epidemia avendo imperversato in Atene, quegli abi-
tanti ricorsero all* Oracolo di Delfo per sapere fino a quando
il flagello li avrebbe messi a si dura prova.

La risposta non poteva evidentemente essere nè molto sem-
plice né molto esplicita, e fu questa : « Raddoppiate l’ara di
Apollo se colete placare le ire dioine ». Quest’ ara era cubica,
e la cosa parve dapprima assai semplice e probabilmente si
credette avere soddisfatta la richiesta aella divinità collocando
accanto all’ ara un’ altra ara uguale, oppure raddoppiandoli
lato della prima, secondo le tre dimensioni il che portava il
volume &1V ottuplo anziché al doppio. Comunque sia la divinità
corrucciata raddoppiò l ’ intensità della pestilenza e ad una
nuova delegazione degli abitanti dichiarò in modo più esplicito
c e voleva un altare doppio, in oolume, del primitivo. La cosa,
messa in tali termini, non presentandosi più così liscia, gli
Ateniesi ricorsero a Platone che li rimandò ai geometri trat-
tandosi di argomento di competenza di questi.

& © e la leggenda di Fiioponio relativa a questo celebre
prò ema, ma esso pecca di evidente anacronismo quanto al-
1 intervento di Piatone. La leggenda narrata da Eratostene é
simile a quella di Filoponio, ma attribuisce a Minosse la pa-ternità del problema.

Abbiamo sulla duplicatone del cubo, anche una leggenda
araba che mette la pestilenza tra 	 1 figli d’ Israello anziché fra
gu Ateniesi, fa pronunciare da Dio anziché dall’ Oracolo rin
giunzione della duplicazione dell’ altare, e fa dire a Platon
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consultato dal popolo: «Vo i avete trascurato la se enza
Geometria e Dio vi ha punito poiché essa è la scienza P®
cedenza; la duplicazione del cubo dipende da un prò
difficile di Geometria che consiste 1n questo....». E a seg
la soluzione di Apollonio {vedi pag. 533).
lasciamo ora le leggende, più o meno attendibili, e ®

piamoci alquanto del problema. Sia i la lunghezza
del cubo dato. L’ equazione della duplicazione aara — —

quale è irriducibile, poiché se non lo fosse si avrebbe pnr "  2
un valore razionale, dovendo necessariamente un equa
di terzo grado riducibile avere un fattore razionale ‘
Ora, il grado di quell’equazione non è della forma »
essa non può risolversi con radici quadrate, eppero co
compasso non se ne può eseguire la costruzione geome •
Uno dei primi, forse il primo, geometra che s sia £^

di risolvere questo problema è Ippocrate di Chio (circa ’
ne diede veramente una soluzione grafica. ma n ^ e
one alla ricerca di due medie proporzionali fra un

-gmento a e il segmento doppio, 2 a. Siano
ali due medie proporzionali, avremo:

p  j  «m <*Uesta Ja forma sotto la quale venne di poi studiato il
r°blema chiamandolo mesolabio.

da cui :

a_ _ x_ _ jy_
x y ~~ 2a

xy  = 2 a*

||  dalla  prima  si  ricava y =
^ nella seconda si ha:

x % ~ ay

e sostituendo questo valore

ossia x *= 2 a*
x

Soluzioni con coniche.

a_ =  _ _ y _
x  y 2a

x  _ _y_
y 2a



^ , V I , e 4r I,a d’.una Parabola (flg. 467) il cui asse è quello
i m f ■ CU* vert’*ce corri8ponde all’origine delle coordinate.

_ , , e ^ue^B d’ un’ altra parabola che ha pure il vertice
r 5 f e fl0' ma il cul as«« è quello delle ®.
8 ,n" ne ® quella d’ un’ iperbola equilatera i cui assintotl

sono gii assi O® , Oy.
L intersezione M  di due qualunque di tali coniche risolve

dunque il problema,  cioè  si  ha  :

MC9 =  2 O É* essendo O E = a

Ma si può ancora osservare che sommando membro a mero-
altre^1*6 8 dUe’ 16 equazioni W (H) e (III) si ottengono queste

(I) + (II)

(I) + (IH)

(II) + (III)

+ y* = ay -f 2 ax (IVI

a* -f aoy = ay -f 2 a* (V)

y* + xy =  2  ax  -f- 2 a* (VI)

La (IV) é l ’equazione d’un circolo (flg. 467) che passa per lori
gine e il cui centro ha per coordinate r

La  (V)  é  1
equazioni :

a y =
a.
2

equazione d’ un’ iperbole i cui assintoti hanno per

y = a

La (VI) è l’ equazione
dalle equazioni :

® = ~ ( o + y)

d’ un’ iperbola i cui assintoti sono dati

i/  =  ~ (® 4 -2 «)

La soluzione dèi problema può dunque ottenersi dalla i»ler‘
sezione di due qualunque dì queste sei coniche (1) (II) (IH)
(V) e (VI). Si hanno in tal modo quìndici soluzioni, ossia co-

i
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rtrutioni diverse. Fra queste, le soluzioni date dalla m
itone delle due parabole (I) e (II) e quelle date dalla n e
«ione dell’ iperbole (III) con la parabola (I) furono indica e
Henecme nel 340 A. C.

\

duella data dall’ Intersezione del circolo (IV) con la parabola
fu indicata da Descartes e l’altra dipendente dall’ interse-
>ne nell’ iperbole (III) del circolo (IV) venne data da Gregoire
Saint Vincent nel 10*7-
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— Come si è veduto Ippocrate di Chio ridusse il problema
della duplicazione del cubo alla ricerca di due medie propor-
zionali fra due quantità a e 2 a. Ora la soluzione si può fare
ugualmente dipendere dalla ricerca di due medie proporzio-

nali tra a ed a \/ 2 ; infatti si ha :

a  x y

da cui:
~ * ~ T ~ 	 “ 7 7

& ■= ciy ed x  =

e quindi:
y*	= 2a*

U '_

a\/ 2

Quanto si è detto riguardo alle sei coniche che risolvono,con-
siderate a due a due, il problema, può dunque ripetersi per
altre sei coniche dello stesso genere le cui equazioni sareb-
bero :

x* *= ay (1)

y * = a x \/~2 (2)

x y  = a* \/~2 (3)

sO*-±y* = a y + a x \J~2 (4)

so* + soy = a y -f- a* \J~2 (5)

y* -+ x y  = a x \ / 2 + a* \/ 2 (6)

parabola

parabola

iperbole equilst.

circolo

iperbole

iperbole

Di queste coniche la prima parabola (1) è quella già ^
derata nell’altro caso (I). Le coordinate del centro del cir
sono:

x — y = Y
IH. - Soluzione di Longchamps. Consideriamo una pa-

rabola P  riferita ai suoi assi principali e sia A una.circonfe-
renza passante per O e segante Ox in  un  punto M  tale che
OM = 2 p, essendo 2p il parametro di P.
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Sia A uno dei punti comuni a P e  a a ; l’ equazione di OA
iessendo ;

y —m x  = 0
«quella di A sarà della forma :

(i + m*) (p* —2pa?) — (p — mx) {y + m x + n) =  0

si ha :
x = 2p = 0

a.:
2P
m

e Analmente l’equazione di A é:

facendo x — o si trova che a sega  Oy in un punto B tale

che : 2 p
OB — ms

(1)

_ Matem. diteti.

i ? <

34  —  Ohbusi.

XS
fA.
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i n ' ^ u n a ^ r j r iang0,° AOa\ 8i  ̂ m = tg a. innalziamo
OA • queste rette <^° ^ ° d 0aJ; in 0 una perpendicolare ad

’ quest,e rette 81 segano in C ed abbiamo:

CM = 2p cotg se
Le relazioni (I) e (2) danno:

Prendendo:

OB  =  J L
2

OB • 4 p* = CM*

si ha dunque CM9 = 2p*

nHmìen̂ 0 .J'racciat0 indicato in figura, si avrà il punto A
a«rn flP° 1 Punto C i*). in generale l ’ equazione & - l p
sara graficamente risolta prendendo:

OB  =  ± x p

Soluzioni con cubiche.

si cu{*iche semplici, delle quali si é trattato a pag. 341
zinne Hat ° . ene >̂€r la sanzione del problema della duplica-

cu o, infatti se nelle equazioni di queste curve:
a?3 = ay* so3 = a* y xy% =  a3

81 fa rispettivamente :

y — a\J 2 y — 2a x = 4 -
si trova appunto:

« 3 = 2aI x* = 2 a» y* = 2a3

(•( Questa soluzione, piuttosto in™i .
che l’ordinata A3 del punto j 2. nvoluta’ riesce ben più semplice osser

Si è poi già veduto (v. pag 5MiPorhCiff,mente u« uale a CM-
col circolo : p  g- zb) che 1 intersezione della parabola V* -

ha per ascissa ; xl + V* - ay - 2  ax = t

x  = a  \ / 2



531 -

Cosi se nella flg. 256, a pag. 342, facciamo:

AF=AO — a e portiamo OF*=a\/ 2

da 0 in G, la parallela da G all’ asse Ox  segherà la cubica
in S e sarò :

y =2 a
si ha per ascissa del punto T, nel quale essa sega la cubica,
il valore :

ST = a y/ 2
HI. - E se infine nella flg. 298, a pag. 344, si conduce la retta

RN la cui equazione è :
y = 2 x

l’ordinata del punto T in cui essa sega la cubica risulta

TV  = a V  2

essendo OG = a.
,v * — Soluzione di Platone. Questa soluzione attribuita

a Platone, è basata sul procedimento delle inedie proporzio-
nali di Ippocrate (vedi pag. 525). Consideriamo i triangoli ret-
tangoli ABC , BCD che hanno il ca- *
teto BC comune (flg. 469) le ipotenuse
Perpendicolari e i cateti AB , Ci> pa-
ralleli. Essi ci danno:

OD OC OB
OC = OB OA

Il problema sarebbe dunque risolto
si potessero costruire tali triangoli

In modo da ottenere OA = 2OD. Per
la soluzione pratica venne ideato uno
strumento che permette di costruire
la figura soddisfacente alle condizioni
richieste.
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Nella fìg. 470 ho voluto indicare il procedimento che si po-
trebbe seguire per riprodurre la costruzione di Platone.

J I S Z X V ° ‘rc01! di " “ ' " “ '■o AD »  conduciamo ade9S£



iW
MÌ

M
W

W
IW

IM
ÌM

III
Î
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1 nei quali la AT e la DT segano le tangenti m , n. Conduciamo
| poi la bisettrice dell’ angolo BTC, cioè la RT, che segherà in

Ir' Af la BC. Essendoché in un triangolo la bisettrice d’un angolo
| divide il lato opposto in segmenti proporzionali ai lati adia-
| centi dell’ angolo, il punto M  dovrà cadere sulla perpend co-
ll. lare k ad AD condotta per S tale che :

AS = — A D

quando si abbia CT =  2 BT come sopra si è veduto.
Basterà dunque costruire il luogo dì M, e la sua intersezion

P con la retta k darà  la  soluzione  del  problema.  In  a  i  a
sterà condurre la RP che determinerà Tt e poi ATX e  *  c  ®
daranno i punti B, e C, tali, che nella figura B, D  A i
si avrà :

CTX =  2BXTX eppero D T 3 s=  2 B,T3

L’equazione della cubica luogo di M  riferita al suo asse OG
e al suo assintoto Oy è :

aa — 6rx* -f 9r 'x  + 3xy* — i ry* - 4 r3 = o

V. —Soluzione di Apollonio. Questo famoso geometra aveva
costrutto un apparecchio mediante il quale meccanicamente
si poteva tracciare la curva che risolve il problema che si ri-
ferisce a questa costruzione, basata sempre sulla considera-
zione delle due medie proporzionali di Ippocrate.

Si costruisca (fìg. 471) un rettangolo OADB coi lati :

O A -a OB = 2 a

Dal punto medio C della sua diagonale si descriva un circolo
tale  che  i  due  punti M  , N  nei quali il circolo sega ì lati
adiacenti OA , OB del rettangolo siano in linea retta col ver-
tice D del rettangolo ; si avrà allora .

OA
BN

BN
a M

a m
OB'

Descriviamo dal centro C (punto medio della diagonale AB
del rettangolo) un circolo qualunque; esso sega la OB in due
punti P , Q i quali congiunti con D determinano sulla circon-
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fetenza i punti R ed S; il luogo di questi punti, quando ai & |
variare il raggio del circolo é una cubica la cui equazione ri-!
ferita ad OA , OR come essi delle x  e delle y è :

a? — 3 aur* -{■ $  a*  x  +  y*x  — 2 ayx —2 aj/* + 6 a’ y - 5 a‘ = e

N

B /D

P

/ \ c

QX

O A
Fig. 471.

Essa sega l’asse Ox in M  punto cercate. Una curva ana ' L
che avrebbe determinato il punto N  sull'asse Oy si  ,
ottenuta considerando, le intersezioni dei cìrcoli variabili c
l’asse Ox.
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0»*ercatione. — Si è già veduto che si può sostituire 2a con

a Ĵ2, nel qual caso risulterebbe: .

A M — a\J 2

con una curva dello stesso genere.
VI. — Soluzione di Dioole, — Sia un triangolo ABC rettan-

golo in A (flg. 472) i cui cateti siano :

AB — 2a AC = a

Fig. 472.

Sì descriva da A come centro il circolo di raggio AB. La
retta condotta dall’altro estremo Odel diametro BAO in modo
da avere uguali i segmenti D M , DS intercetti fra il prolun-
gamento del cateto AC e il prolungamento dell’ ipotenusa da
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un lato, e la circonferenza dall’altro, risolverebbe il problemi
poiché è facile dimostrare che si avrebbe:

A D *=4 A ~C 3

ossia  A D uguale alla seconda delle due medie proporzionali
di Ippocrate:

x y 2 a y* = 4a>

si hn nxr Che’ conducendo la tangente al circolo inS
struttami quando D M = D S  e immaginò quindi la co*
7jnn ,,e. a ciss°ide che porta il suo nome, la cui interse-
ln Hiro • 1P°tenusa BC risolve il problema, poiché determina
la dmezmne della OM che deve dare il punto D cercato.
far nar>^°i 6 di DiocIe può essere costrutta per punti senza
ai a comPasso> ma solo della riga e della squadra come
s.  e  det  °  m  altra  parte  (vedi  pag.  353)

* cubiche si prestano alla soluzione del problema della
rianiwr. ZIOne de^ cubo. Ne indicherò alcune tra quelle che lo
risolvono con minore complicazione.
dato  I h S?luzione ^ Newton. Sia O M  un segmento di retta

.. 11 suo Punto di mezzo (flg. 473). Descrivasi il ex-
centro 0 e di raggio OA. Si porti da A in C un altro

segmento dato e sì unisca C o
O una retta tale che, essendo ì
spettivamente AC ed MC, risult
allora :

A e con M  e si conduca p®r
Q i punti nei quali sega ri-
segmento PQ = OA. Si avrà
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’ e ì segmenti OQ, CP rappresenteranno le due medie ProP°r"
fonali fra AC ed OM; basterà quindi che il segmento dato
| sia uguale ad OA, ossia : _

0M = 2AC perchè  si  abbia  O Q ^A C V ^2

Vili. — Soluzione di Huygens. Nella sua risposta a Kinner (1)
pel 9 Agosto 1653, Huygens fa conoscere il seguente proce j-
|mento per trovare due medie proporzionali fra due ret e a

Xy \D_
H

O.

R Fig. 474.
\

endiamo la maggiore delle due rette date come diametro
*n circolotflg. 474) di cuti? sia il centro; tracciamo la corda
' uguale alla minore di queste rette ; completiamo il paral-
'gramma A C B D e conduciamo pel punto E  una retta tale
, se G , //, L sono le sue intersezioni con le rette A B , BD
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e coll’Brco BC, si abbia HD = HG ; allora BG e GL sarannok
due medie cercate ».

Conduciamo BO parallela ad AR, essendo R l’ estremità de!
diametro LE. Essendo i triangoli BOH, ARE simili eAE=B
si ha pure B H:= t ì O. Per  costruzione  si  ha  poi HG = HÙ\
dunque OG = BD = CA — RL ; se da una parte e dall’altra,
nell’eguaglianza GO — RL si sottrae 0 L  si ottiene GL = OH

Ora si ha :

dunque :
GR • GL = GA • GB

GR GB
GA GL

Poi, essendo simili i triangoli BGO , AGR, si ottiene:
OG _ R G -O G  OR  GL
GB

RG
GA

Ne segue che:

e siccome OG = a C:

G A -G B  ~  Ab A B

GB
GL

OG
GB

AC BG

GL
AB

GL
ABBG ~  GL  Ab

Ciò posto, per tracciare la trasversale ausiliaria EG, basta
determinare G. A tale uopo, si può determinare l’ interse-
zione G della retta AB col luogo che si ottiene nel modo se_
guente. Su ciascuna retta condotta per E  e segante BD in%
si prende X Y = XD. Ora questo luogo é, per definizione, le
strofoide corrispondente all’angolo EDB (vedi pag. 460-462).

• Soluzione di Xiongchamps. Consideriamo due rette
ortogonali P x , Pm  e un punto fisso O su P x  (flg. 475). Condu-
c amo da O una retta qualunque che segherà in A la PmiCOO
duciamo AB perpendicolare ad AO ;  da  B ove sega Px condu-
ciamo a perpendicolare a P x  fino ad intersecare in M io ̂
lari ^  C Una cuk*ca la cui equazione in coordinate pc*

P = (W = oCOS3 to

e in coordinate cartesiane :
PO = , PO A “)
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Se dal punto 0 come centro descriviamo, con raggio uguale
/—  *

adaV 2, un arco di circolo, che sega la cubica in N, si avra :

OC = X3 = a ( « y/ 2 ) ossia se* = 2 a3

Si otterrebbe lo stesso risultato segando la cubica in S con un
circolo di centro Oe di raggio 2a ; conducendo OS si avrebbe :

Or = a mentre l’ordinata di S sarebbe ~SD =  0 ^ 4



dalla quale :

OC3 =  2  O P3 :
e nella seconda :

___ ___ ___  :  e
O P  _ O T  _ ~OD
ò r  OD  ~  2 O P

da cui si deduce :

o r 1 = 2 o p 3

X. Nella flg. 469 (pag. 531) possiamo considerare come fisse
le rette ortogonali AC , BD, facendo OD = a e OA = 2 a.  Se  f

allora conduciamo per A (flg. 476) e per £> due parallele AP • ̂
e dal punto E in cui la DG sega la OA conduciamo la p«rPeP'
dicolare alla AF, il luogo del punto M  intersezione di <iuesl&
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perpendicolare con la A F  sarò una cubica la cui equazione »
incoordinate  polari  (polo  A):

o = a  C09<°- (cos co + 2 sen co)sen co

e in coordinate cartesiane (assi Ox , Oy) '■

y3 + (x  — 2a) xy  - ax3 = o

t riferita agli assi OC , OB :

y3+ (x + 2a) xy - a (x + 2 a)* = o

: Questa cubica sega la OD in un punto B la cui ordinat

y  = a 'y j h

per modo che costruendo la figura OABCD si ottiene.

TTC3= 2 OD3

Se invece del luogo del punto M si considera quel^<i , <Ì eo.Q q d ,
Wottenuto abbassando da H,  punto nel qua e a i,<1°l)rece-
la Perpendicolare su DG, che è una c u b i c a  J ” ™ 11 Ua sua in-
dente, si ha il punto C, che risolve il Problf™ ’ pubica, rife-
tersezione con la OA. L’equazione di quest altra cu
rita agli assi OE , OB è  :

ai3 + (y + a) xy - 2 a (Jf + a)’ = 0

Osservazioni: Aerata è la curva detta
1. — La cubica duplicatrice qui COI\®Jbola yt  _ 2ax rispetto

/luride (1). Essa è la pedale della P® d,una parabola rispetto
1 punto (o , a) ; in generale, la P®d , ice è una ofluride e, in
d un punto della tangente nel unt0 è il vertice stesso
'articolare, una cissoide quan o
Iella parabola. nfj determinati sulle OA , OD

2.  -  I  segmenti  come  .  da D  ed A, sono le coordi-
nile coppie di parallele use 2 a , gia considerata pre-
ste dell’ iperbola equità er
Udentemente (vedi pag-

(1) Da bcpi? serpente e ovqo - c<m
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~_^a ricerca dei punti d’ intersezione C , D (fig. 477) coi
due assi ortogonali può farsi meccanicamente mediante una
doppia squadra a lati scorrevoli ; fissati i punti A e B facendo
OA =  i  e OB = 2 si fa passare costantemente il lato AC per

A spostando gli altri due fino ad ottenere la posizione ACDB
della doppia squadra. Si può anche sostituire alle due rtfftó
AC , BD due squadre che si fanno scorrere appoggiandole
sulla riga CD.

Soluzioni dell’ Autore. Darò ora alcune costruzioni
mie, le quali non hanno però rispetto alle altre indicate alcun
merito particolare, non essendo che esempii dei tanti modi nei
quali può esser risolto il problema di Deio.

La fig. 469 a pag. 531 che esprime geometricamente la rela*
zione :

a _ x  _ y
& ~y~ ~ Y a

si può comporla anziché con tre triangoli rettangoli, con tre
triangoli simili qualunque; se all’ angolo retto si sostituii*
1  angolo  di  120®,  la  O D coincide con la O A e possiamo allora
risolvere il problema nel seguente modo (fig. 478).

Consideriamo  tre  assi OC , OD , ON a 120». Facciamo:
 r-.
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Se conduciamo per A una retta qualunque AC  e dal pu
una retta CD ad angolo di 60» con AC, e  da D un’ altra re
DN ad angolo di 60° con C jD,  avremo  in C D M  un p|an®
equilatero, I tre triangoli AOC , OCD , ODN  come equ ang *rianrirt •

o a  _ o c 	 o d
OC o d  “ OAT
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A T J I # / e , * ; d r ^ ! £ i C O , a r e  a  O D •  0 s s e r v o  o r a  < * •  l ’ angato
di circolo canno* H" ’» Sf CO8truisC0 8U -AB come corda, l’ arco
con la oarnhnu V 11*! * angolo> l’intersezione fi di quest’arca
V s lZ t T : flr8 8°,UZÌOne del Pr°blema-

C D M ^ c  />U0̂ ° g^?metnco rfe‘ centri dei triangoli equilateri
il, J, 1. 1 ’ ..........« la perpendicolare in 0 alla OB.

tre ««a,- ri/-.V'J?2te Cbe Prof)lenia rinviene a quest’aItro:Dati
C8nfi„ , ' 8 120° ed un segmento di circolo ARB
costruirà -i aag° i° 0,1 ,2()0 (-A , fi essendo punti dell'asse OMl
assi n o  ’ nanP °l° equilatero i cui vertici giacciono sui due
ns ' e sull’ arco ARB, e due lati adiacenti del qualepossano per A e fi

• ^ °n8ìdenamo ancora, come nella figura precedente,
(a l Z Bu ' n M ' BA tì 1200 e due segmenti % 0 l OM = *
BN in p  conduciamo una retta qualunque 0  fi che sega
mnatx, d* circolo V  (descritto su OM come corda e
con  o P  6 ang?*° di 120°) in E ; da P  conduciamo la PQ a 60*
tierrio r,JL ,, 18 E 0  Parimente a 60« con O P, che passerà
vertìo »^ ■ ù ! trianBolo equilatero P E Q  descriverà col suo
Ba  anabl e ® una cubica la cui intersezione F  con l’asse
eouiifita ve â d problema, poiché si avrà allora il triangolo
equilatero LV F  per il quale si verifica:

Ossia :

BF
BM

UB * OB \/ 2 = a \/~Ì

X l l l . — L a cubica di cu i nella soluzione preeedcnte si
considerare generata in altra maniera epperò si  Pres
soluzione del problema sotto altro punto d i vista. >

Abbiasi un triangolo equilatero ABC (flg- *79). Descrmdei
su di un lato di esso, SC, un segmento di circolo capace
l’angolo di 120°. Dal punto Af, simmetrico di A rispetto  *
conduciamo una retta qualunque M T  che segherà in S »
colo, in D il lato AB del triangolo, e in T  il lato AC. .

1 triangoli DSB, SBC , SCT sono  equiangoli  e  si  ha  <Ju,n

DS
SB~~
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Il problema sarebbe dunque risolto se la Af S fosse tale da
avere ST = 2DS ossia DS = DT. 11 luogo del punto medio R
del segmento ST  compreso fra la tangente CAT e il circolo.

.. AB M triangolo aqoilat.ro nel punto F
perciò il lato A a
ale si avrà : v '

BG = FG V  2
, „.,hioa di cui nella soluzione precedente.?o è appunto la cubica o

uM».. - M"1""- dÌU“ ------

Fi
g.

47
9.
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*  —  ̂ folio parabolico retto è una cubica unicursale con
una solo direzione 8ssintotica; è una curva retta ossìa sim-
metrico le cui tangenti al nodo sono ortogonali (fig. 480).

Essa si ottiene a questo modo. Siano due rette ortogonali
Ose, Oy ed una retta k parallela ad Oy alla distanza OR = ìa.
Conduciamo per O una retta qualunque ni che segherà k in A;
da -4 la perpendicolare n allo m che segherà in B la Ox\da

®  - 2(1 (x t —y*)

può osservare che quando fosse RC = a risulterebbe :

R B  = R C

alla manfera6^ costruendo dei rettangoli PNM*
nando i. in * 6
di  tale  luogo  col folio  ci dà a p p ^ 0 VeFtÌCe Q' i’ ,nterseZ1

R S  =z  R Uf  g
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11 luogo geometrico di Q è  una parabola  che  ha  per  a
per vertice M. Essa passa per F, punto medio di O * a

liquazione riferita agli assi Ose , Oy è :

| * s — 4a x  — ay + 3a* — °

| L’altro punto d’intersezione delle due curve appartiene alla
retta OM ed ha per ascissa :

05 = a

XV. -  A b b ia n s i
*«li che n w ' I 7  S U  d u e  a s s ì  o r t o « o n a l i O x , O y i punti M ed N

indotte ner'A rlà ° ™ 7 a (fl8%  480•  Le  coPPie  di  parallele
? p ed Al determinano i punti B , A sugli assi

’ Quando nella figura MBANO fossero retti gli angoli MBA
[ Ra m _!  >l ^ j r f » — 2a* e vi corrisponderebbe un punto G
| della lemmscata per il quale OG sarebbe parallela ad MB e SA.
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Consideriamo ora il luogo dei punti F  ottenuti conducenti
da N  una retto qualunque, che sega Ox in A ; da A una per-
pendicolare alla /VA e do O una parallela alla stessa
I.’equazione di questa cubica è :

e l’ intersezione delle due curve ha per co o rd inate  X e d Fff®
le quali corre la relazione :

Siccome abbiamo dai triangoli OFS , OAN.

x
y

OS
a

risulta OS =  2

il
Certo non è questo uno dei più semplici ^10<*1 * , pjnter-

problema della duplicazione del cubo, cioè me 1 biam0ia
sezione d’ una cubica con una qiiartiGai» men re circolo
possibilità di risolverlo mediante l’ intersezione i c0S
con una conica o di due coniche tra loro o di un
una cubica, ecc., come abbiamo veduto. circolo

X V I. — Consideriamo un circolo OA di raggio r. e jn C
qualunque BC di  centro  O  segherà  in B il diame rdiaroetro u®
lo circonferenza OA ; se descriviamo su OS come quelli
altro  circolo,  la  corda  OC  lo  segherà  in  un  Pu^ eqUazione.
luogo è la curva rappresentata nella flg. *82»la CU1 a(j esso
riferita al diametro O A del circolo e alla tange
in O, è :

(oc* + y%? = * r* x 4

Se ora conduciamo la retta e la cui equazione e.

x  =

essa  segherà  il  luogo  di M  in un punto Ml tale  che  si  avft

OM * =2 a8

essendo a il raggio del circolo variabile OB, quando
per .

OC PusS9
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r — 03/,Ha _ O B, x O C , _ 4 a*
OMx ~ 0Mt

e sostituendo nella ( 1):
OMT = ossia OMi3 = 2 a»

‘ 03/,
La curva luogo di 3 / è un ooale. La sua equazione in coor-

dinate polari (polo O ) è :
P — 2r cos* g>
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Soluzioni con curve diverse.

—  Col  folio  doppio  retto.  Consideriamo  la  flg.  S«
risultasse :

zi One del cub o ^ n a f  80ÌU2*0ne del problema della duplica-
luogo del nunin « 0t't,ener® l’intersezione del/oto^1

Punto 5 ottenuto portando su CM il segmento:

_ 0 A

~ 2

— Considerando la flg. 484 si osserva che :

BM BC _ BO
BC ~ BO ~ OA

Quindi si avrebbe :

BC3 =  2 BM3 =  2  ( - ^ - ) 3

quando risultasse :

BM O A
2 *
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i Ora, se consideriamo l’ angolo retto O B A  variabile, c^n\®
I■ iscritto nella semi-circonferenza di diametro O A, u<̂
1M è la concoide di tale circonferenza rispetto al punto U con

.'la costante uguale ad raggio del circolo, che come è noto

lè una chiocciò la di Pascal. La sua intersezione col fo lio  doppio
gretto risolve dunque il problema della duplicazione e cu

HI. — Soluzione di Archita. Verso il *00 A. C. Archita diede
delle prime soluzioni del problema, che se é molto in-

oegnosa non è certamente altrettanto semplice, come si può
vedere W g . 485).

Abbiasi un cilindro la cui proiezione orizzontale è S, P t  O , e
*a orticaie ASOB. Consideriamo ii toro generato dai circolo

diametro SO rotante in un piano verticale attorno alla ge-
neratrice SA deL cilindro come asse. La superficie di ques o
toro segherà quella del cilindro secondo una curva della quale
in figura è tracciato il tratto OPS.

Un cono di rivoluzione di vertice S e di asse •
neratriee formi coll’asse angolo di 60° seg era ì R P V
condo una curva della quale in figura e trac®1® ®. '
Questa curva sega quella d’ intersezione e ^ se  ’
ln quattro punti simmetrici, uno de,.^ual , rannorto di-
vento S, p x sta ad S,3/, raggio del cilindro nel pp

Quindi S, P, è ii iato del cubo di volume doppio dei cubo di

lato S, M ,.



Fig. *85.
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La dimostrazione data da Archìda è puramente geometrica.
Si può più brevemente dare una dimostrazione analitica. La

.•quazione di coordinate polari della superficie del toro è :

r  = 2 a sen 9

prendendo per asse delle x  il diametro SO e per asse delle z
la generatrice SA del cilindro, e indicando con a il roggio SA/
del cilindro. L’equazione deila superficie cilindrica sarà :

r sen  9= 2a cos ?

quella della superficie laterale del cono :

1
sen 8 co s <? =  - g -

Queste  tre  su perftc l  si  s eg an o  in  un  p u n to  ta le  c h e .

sen*  9  =  ~  da  cu i  si  d ed uce ( r  sen  9)* =  2 a

Dunque il cubo i l cu i la t o è r sen 9 ha  vo lu m e doDpio dt
quello che  ira  p e r  la t o a.

Soluzioni approssimate.

Passiamo ora a considerare alcune costruzioni approssimate
e Meccaniche del problema.

a

I. Costruzione Féraux. Abbiasi la sem circonferenza
raggio  A C =  1  iflg.  ■‘86>-  si P ° rt i  sul  dia m e tr o :

di

AZ> = Atì = V 2
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e 8i segni in .)/ l ’arco A jV = 60°. si avrà :

DAf = ]/ 3 — \/ 2

donmoVrtl°tre \ DM  * 1,259280)2 “ entre quello del lato dei cubi
doppio del «ubo di iato A C = i sarebbe:

l  = \/ 2 = 1,25992105

Si ha quindi per D M una differenza in meno di 0,0M6M
*tó_. ° comPa*8o (1). sia OA =  l la costola del datocii!»

in  « i , J ’ » rov0to M, vertice del quadrato iscritto, si deserto
c o n f e r e n z a M (MO) che taglierà l’ arco AB in M la ctó

distanza da * rappresene ,con un errore in difetta t c°8tofa del cubo doppio del dato
«reo A JV che é la dodio*.,6 n ° n raSgiunge 0,0007.lma Parte della circonferenzae

<*> Questioni di Geometria elementare, pag. 269,
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di 30°; sostituendolo nella formola (4) in luogo dell’arco x, si
ha per l’arco ,3, la cui corda è N X :

0 = 78° 2'
2358
2846

ed in conseguenza :

NX = 2 sen 39° i' = 1,2592800

mentre \/~2 =  1,2599209. La differenza è dunque circa 0,00064.
HI. - Soluzione meccanica. Il congegno di Silvester di cui si

è fatto cenno a pag. 250 fornisce come si è veduto 1 equazione.

b% • OA3 + a*(a* — 6*)ÓA = a* • OD

Se in essa facciamo b — a diventa :

a«  . OD = OAs

e quindi lo strumento può servire a risolvere meccanicam
il problema di Deio.



CURIOSITÀ GEOMETRICHE

I*a geometria delle api.

8 perimetro ce^u*e delle api sono prismi cavi, di cera,
costituire i favi re^olare» riuniti per le basi in modo da
tanto a trovarsi’i « Uo 6 . Ce oppo8te dei Quali vengono per-

rovars, le aperture delle cellule stesse. Ma le cellule
non sono esattamente op-
poste, poiché all’ asse del-
l ’uno corrisponde dal lato
opposto del favo la costola
comune a tre cellule (flg.488).

Fig. 488.
Fig. 489.„ , rig. 4oa

li  fondo  poi  non  é
cellule ; esso è invecenon«ta? ° PerpendicoIare alie costole d<
sanghe uguali formanti ! U,t° per ognuna di esse da tre
che ogni prisma terminn & 8uPerflcie concava. Si può d
riajr fe' 11 cui vertice s é n Una piramide regolare a '
delle  losanghe.  *  6  11  triedro  formato  da  tre  dei  veri
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La cera delle pareti e dei fondi delle cellule ha appena o
«pessore d’un sottile foglio di carta, rinforzato pero sugli or 1.
Queste disposizioni, che possono ben dirsi la geometria dê  e

api, hanno dei vantaggi dei quali ci possiamo fare una esa a
, idea solamente con un profondo studio, nel quale la nos ra
• mente attonita troverà larga ragione di meraviglia.

Fig. 490.

hato lo scopo pel quale le api costruiscono le loro cellule
ordinarie (qui non si tratta di quelle speciali per regine) che
e specialmente quello di allogarvi le loro larve le quali hanno
orma grossolanamente cilindrica, erano da escludersi il tri-

angolo equilatero e il quadrato che avrebbero fatto perdere
roPPO spazio negli angoli tra le facce del prisma ; la forma

ssagonaie, la sola restante tra quelle dei poligoni regolari riu-
O'oiii senza vani per coprire il piano è quella che meglio si
presta allo scopo, per i suoi angoli ottusi; il prisma esagonale
SI approssima infatti abbastanza al cilindro-

E poi noto che lo scopo precipuo dell’ ape nella costruzione
dei favi è il risparmio di cera ; tanto vero che in apicoltura
razionale si preparano favi artificiali fatti a macchina, con
Cera d’api, di forme identiche a quelle dei favi natura i, e si
ottiene cosi dalle api una quantità di miele ben maggiore, tro-
Ondosi esse alleggerite dal peso della costruzione ei av .

Dai lato del risparmio di cera le api conseguono un pnm
vantaggio col rendere comune il fondo alle due 1 .
opposte; un altro consiste nell’addossamento e
tbodo che una loro parete serve per due ce u ®’ t’esa-
quelle perimetrali del favo ; e un’altro ancora n
Sono, fra I tre poligoni regolari di cui
una determinata superficie offre il minor P .1 mas-
l’ape con un mimmo di superficie taferate ottiene già un mas

con un mimmo ui h„ ua adì assu rge al mera-
«;mo di capienza ; rna love pure ad
vighoso sì è nella forma del fondo, 1
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un minimo di superficie e quindi di cera; nè si può dire chela
forma delle losanghe del fondo sia quello della teorie, solo per
approssim anione, chè gli angoli corrispondono a quelli della
figura  teorica,  con perfetta esatte la . E il problema di minimo
risolto cosi dalle api non è certo dei più semplici.

Un nipote d’un Cassini, Maraldi, astronomo egli pure all’os-
servatorio di Parigi misurò con esattezza, nel 1712 l’angolo
delle losanghe delle cellule delle api e trovò 109° 28' (supple-

S

mento 70° 32'). Réaumur, che ben si apponeva pensando
forma prescelta dalle api dovesse corrispondere ad un crite
di economia di cera, propose al matematico tedesco K®n
senza fargli note le misure del Maraldi, la soluzione di quei
problema. « Fra tutte le cellule esagonali a fondo, comp0i
di tre rombi uguali, determinare quella che può essere <
strutta col minimo di materia ». e  Koenig mediante il col#
differenziale trovò nel 1739 che gli angoli della cella di f»inir
superfìcie debbono misurare 109° 26' e 70°’ 34'
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Si aveva cosi una sorprendente concordanza con le misure
del Maraldi; ma nel 1743 l’ inglese Maclaurin provò che-il Koenig
aveva commesso un errore nei suoi calcoli e che i veri valori
degli angoli erano esattamente quelli indicati dal Maraldi.
E i risultati del Maclaurin vennero poi confermati da Lhuillier
(i'8i), Lalanne (1840), Brougham (1848), Hennessy (1885-86).
Esporrò ora il calcolo geometrico del Maclaurin.
Sia S il vertice comune (flg. 491) delie tre losanghe di lato c

che formano il fondo della cellula. Sia l’esagono regolare AK
CL ■ • ■ • di lato a la sezione retta del prisma, condotta per il
vertice A d’una losanga ; il suo centro O sarà la proiezione del
vertice S sul piano della sezione. Tracciamo A C , KO e per AC
conduciamo un piano qualunque che determinerà, intersecando
i piani CSO , ASO , TABU , UBC V  una  losanga AG' CG ; sia l

"la costola AT  del prisma e d la semi-diagonale AP-
Considerando solamente un terzo dell'alveolo, cerchiamo a

quale posizione del piano AG’ CG corrisponda il mìnimo della
superficie formata dai trapezi TAGU  , UGCV e dalla losanga
AG’ CG, ossia di :

(l + GU) a + 2 d x G P = (l  + l -  GK) a +
+ 2d x GP = 2 la — a x GK +  2d x GP

Essendo costante il prodotto 2la, tutto si
•ninimo dell’espréssione :

i d x G P —a x G K

riduce  a  trovare  il

(1)

Supponiamo che B sia stato preso su KU in  guisa  da  a

BK
BP

a
2a

(2)

Da P come centro, con raggio P G, descriviamo nel piano
^Eun arco di circolo che incontri P B  ed il suo prolunga-
mmo in J, e conduciamo K  H  e  G I  perpendicolari a PB. Dai
•angoli simili rettangoli GIB KHB t BKP e dalla (2) si ri-
tva :

B  /  _ BH_  B K  _  _ J L
tìtì~ BK BP 2d

da cui :
BH — B1
BK - BG

I H
ossia GJ1

a x G K =2  d x I H

a
2d
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L ’espressione (1) può dunque scriversi

2 d x GP  - 2 d x  IH  = 2d (GP - IH) = 2d n// + HP)

Ma d e HP  essendo costanti, basterà cercare quale è il mi-
nimo di JI .  Esso  ha  luogo  per J I — o vale a dire quandoi
punti JJ si confondono, cioè quando G si trova in B. Sicché il
minimo cercato corrisponde a ll’ipotesi in cui il piano seganti
passi pel punto B determinato mediante la reiasione (2); po-
sizione che corrisponde appunto a quella delle celle delle api.

— Passiamo ora alla determinazione degli angoli delle lo-
sanghe. Dal triangolo rettangolo BKP abbiamo:

= B~K* + K P 1

Sostituendo BK col suo valore BP  —— dedotto dalla (2),i d
acon - - , e semplificando, si trova:

s j 2 d1 — a*

ed essendo AP = d ■■

A P _  \ / id * -  Q*
B P  a

Ma d  è la metà del lato AC del triangolo equilatero *8C
nel circolo di raggio a; cosicché il suo valore e:

a ’J  3
2

Dunque il rapporto precedente, fatte le riduzioni diviene

-A JL —y/ 2
B P  v

La diagonale maggiore d’ una delle losanghe del f°ndo)0
quindi la diagonale del quadrato costrutto sulla mino
quale è espressa da :

a \/ 6
2

Il rapporto ^  ̂  è poi in tangente trigonometrica dell
golo A B P.
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Ora, \/ 2 corrisponde alla tangente dell’ angolo di 54° 44' 8",

da cui ABC = 109® 28' 16" e il suo supplemento BCS =  70® 31' 44".
— Calcoliamo ora quale economia realizzano ie api con a

forma alla quale hanno dato la preferenza per i loro alveo i.
indicando con a il lato della sezione retta comune alla ce -

luta a fondo piatto e a quella a fondo cuspidato, la lunghezza
t della costola è oc. Le superflci totali della cellula a fondo|  6
| cuspidato e di quella a fondo piatto sono :
jt

° nel ragionamento. Mentre l’ errore e P sc0rretta), sia
rilevare, sia meditando sulla figura (a» ^ ^ talvolta
costruendola esattamente, quello e
assai meno evidente.

36	 —	 Ghkr si.	 —	 Matem. diteti*

facendo astrazione dal coperchio di cera dell’alveolo. La prima
superficie  sta  dunque  alla  seconda  come:

Una cellula  su  55.

50 + 3 v/ 2 a 50 -f 3 v/ 3

n!!!a Pfess’ a Poco come 54 a 55. Le api economizzano quindi
U n / )  O O l l l l I n    _  — *

Paralogism i geometrici.

i * v » a n t A fifrorc  vi  d6V8Trattandosi di paralogismi, naturalme difettosa
essere e, in questi casi, esso sta o nella co ....vittima)
(che si farà a mano, per meglio trarre in mg

Fig. 492.



- 562 -

I.  _ per un punto preso fuori d ’una retta si possono con-
durre due perpendicolari alla retta stessa.

Costrutta la flg, 492 si vede che i due angoli BC, A , BC,' A’
sono retti perchè iscritti in mezza circonferenza e quindi da
B si sono condotte due perpendicolari BC, e BC,' alla A A'...

!*♦ — In un triangolo qualunque, un latQ è uguale alla somma
degli a ltr i due.

Siano A B C il triangolo dato e D , E  , F  i punti di mezzo
dei suoi lati. Si sa che conducendo FD  , FE  si ha:

AD -f- D F  -f- F E + E C = AB + BC

Ora,  se  G , H , 7 ; L , K , M sono i punti di mezzo dei lati dei
triangoli A D F , F E C si avrà analogamente che la spezzata
A  G  H I F M K L  c è uguale ad AB -{- BC. Cosicché.continuando
indefinitamente a dividere i lati dei nuovi triangoli ottenutisi
avrò che la lunghezza dei segmenti costituenti ie spezzata
andrà costantemente diminuendo poiché i loro vertici si avvi-
cineranno sempre più ad A C, ed al limite, il perimetro delle
linee spezzate finisce per confonderci con AC• Dunque:

AB -f BC = AC

Osserviamo che una grandezza variabile K  ha per limite un®
grandezza fissa L quando la differenza tra K  ed L può dive-
nire e rimanere minore di qualsiasi quantità stabilita in Pre"
cedenza per quanto piccola essa sia.

Ora, nel nostro caso, le grandezze K  ed L  cioè il perimetro
delle spezzate e la lunghezza del lato A O sono entrambe ta-
stanti epperò anche la loro differenza rimarrà costante', sic
che non si può parlare di lim ite e quindi il ragionamento ri-
sulta necessariamente erroneo.

- La circonferenza d' un circolo e il suo d ia m e tro so#uguali.

™Dm !Cw tfce d,Ue C.irconferenze *ul raggio di quella data, preso
f * 8° mma di tali circonferenze equivale

circonferenze 6npn d? a‘ o °#i procedendo, le quattro piccolecirconferenze nella flg. 493 varranno ancora la circonferenza
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data, e cosi di seguito, per modo che queste circonferenze si
confonderanno, al limite, con AB e si avrà :

circonf. O = diam- AB

I l difetto del ragionamento è identico a quello del paralo-
gismo precedente.

Fig. 493.

•V. — Una parte d’un [segménto di retta è uguale al s Q
mento intero, ossia, la  parte  è  uguale  al  tut  o.

B

A B C un triangolo qualunque, nel qua q b d ** a  e
ia B. conduciamo B D in modo che daj due tri-
siamo su AC la perpendicolare
i equiangoli ABC , BDC:

A Ì ?A B C
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e siccome essi hanno la stessa altezza BE:

A B C  A C
B D C  ~  D C

dalle quali due relazioni si deduce :

a b * 2TZ>*
A  C  D C

Ma un teorema noto ci permette di scrivere :

AB* = ~AC% +  S C * - 2 A C x EC

ZTD* = DC* -f  SjC*  - 2 DC  x E C

(<)

e sostituendo questi valori in (i) si ha

~AC* +  BC*  - 2 A C x E C _ D~C* a - W ^ ^ D C j ^ E C
A C  D C

e, semplificando:

e infine:

A C +
B C *
A  C

- = D C +
BC*
D C

B  C s
A  C D C =

B C*
D C

- A C

( b c * - a c x d c )  D C = ( B C * - a C x D C )  A C  <«

Dividendo i due membri per il fattore in parentesi si trova:

D C  —  A C

come appunto ci eravamo proposti di dimostrare. Basta V6*
osservare che la quantità :

B C * - A C x D C

è nulla perchè i triangoli simili A B C  ,  B D C danno :

B C  A  C
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Dunque la relazione (2) è sempre soddisfatta essendo il suo
primo fattore sempre uguale a zero, per cui non ne segue che
debba essere ■■

AC  —D C ~ o  ossia A C — DC

v. — Un angolo retto è uguale ad un angolo ottuso (v. n. VI).

Sia il  r e t ta n go lo A B C D  ( f lg . 495). C o n d u c ia m o  P®r  ^ ’J” **
retta AE  =  AB  e fa c e n te  c o n AB u n  a n g o lo  a c u  o. ®
di mezzo R d e lla CE in n a lz ia m o  a d essa la p e rp en d ico

nHntt& p6Ì punto di
ld incontrare in O la perpendicolare co , O E 	 , OC , OD.
nezzo M della CB e conduciamo le ret
Avremo :

OD = OA O C = OE
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per cui nei due triangoli COD , EOA sarà V
all’angolo EAO. Ma essendo:

ADO = DAO si dovrà avere

cioè un angolo retto uguale ad uno ottuso.

angolo CDO uguale

ADC= DAE

VI. Tutti gli angoli sono uguali.

Ho modificato in questo modo la costruzione relativa al pa-
ralogismo precedente ; mi pare riesca più semplice, mentre è
pure piu generale.

Abbiasi un triangolo S T U qualunque (flg. 496). Si conduco
per T  una retta, esterna al triangolo, T V = T U .  Si unisca V
col punto di mezzo R del  lato S U  e si prolunghi la congiun-
gente fino ad incontrare in K  il lato ST  prolungato. Condotta

li conduc^parimenteTa n ^ 001h^  8Ul SU° PUnt° di meZZ° \delia K V ' ~ la perPendlcolare sul punto di mezzo 1

punto  W.che  u n ir e m ^ c o n ^ v
e W K = W V  avremo  W U =  w v  /  ’ T: Essendo
WTV  che hanno i lati rispetti^™ f CUI nei triangoh "T ?
l ’angolo WTU  uguale all’angolo^ w £ v  risulter®buio w t v ;  il  che  e  assurdo.
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VH. - Tutti i triangoli sono isosceli.

Consideriamo un triangolo qualunque ABC. Nel punto
0  del  suo  lato BC innalziamo la perpendicolare ” no 7
contro in K con la bisettrice dell’angolo BAC. U pun o P°
cadere all’ interno o all’ esterno del triangolo. .
all'interno. Abbassiamo da K le perpendicolari i
lati AC, AB. Per essere K  A
sulla bisettrice dell’ angolo
BAC, sarà KN = KP, e per
essere sulla KO, sarà KB ~
= KC. I due triangoli ret-

t i

N/

• ha B N = C P-
àngoli B  K N  , C K P  sono dunque uguali e■ J ' ‘ ' ualjf si ha
Dai triangoli rettangoli A K N  , A K P  essl P
Ancora A N = A P  dunque :

i g = :  A C
AN + NB ~ AP  -f PC ossm

va*e a dire che il triangolo AB C è odiam o la stessa co-
Se K esce fuori dal triangolo (flg- *9 * piente. Avremo, ne

«truzione indicata per la figura prec
stesso modo. v CP

a n  -  AP b n

quindi, per sottrazione : An **BC
A N - B N - A P - C P ossia

e U triangolo ABC sarebbe anco â b is e t tr ic e dell^ n$?°BC.
È superfluo aggiungere * £ * £ £ # *  ^  “ f i l t r o ;

non incontra la perpendicola 0i0 è t3d8t'* . .0 sofisma
ma coincide con la stessa e A tr; a" A" che * *
esso lo aareòòe quindi in o q k
fi ffloìU t.#r\«ArA il l&tO
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V il i .  — Se due lati opposti di un quadrilatero sono uguali,
gli a ltr i due sono paralleli.

Sia il quadrilatero ABCD nel quale i due lati opposti AD,BC
sono uguali ; siano P  e  Q  i loro punti di mezzo ; innalziamo
da essi le perpendicolari a tali lati, rispettivamente. Se tali

perpendicolari non s’ incontrano esse sono parallele e quindi
lo  sono  pure  i  lati AD  , BC. Se s’ incontrano, ciò può aver
luogo entro o fuori del quadrilatero.

Consideriamo il primo caso (flg. 499) e conduciamo le rette
SA , SB , SC , SD. Si avrà :

SA = SD SB = SC

dunque i due triangoli SAB , SDC sono uguali perchè han
i lati uguali, per cui :

A S B  -  D S C
Si ha pure :

A-SP = P S D BSQ  = QSC

addizionando queste tre uguaglianze, si ha :

ASB A'SP + BSQ = DSC + PSD + CSQ

PSA -f ASB -f- BSQ = 180<>

Essendo dunque i punti P , S , Q in linea retta, i lati oppostl
AD BC sono paralleli.
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teroPe facciamo*? C!'e ^ 500̂  r,8ulti esterno al quadrilaaro, e facciamo la stessa costruzione. Avremo ancora

dunque
ASB: DSC BSQ= QSC

ASB -f BSQ * DSC +- QSC ossia ASQ = QSD

Perciò con^p ^ n^ ‘Sett,rice delU angolo A  S D ;  essa coincide
. quindi 1 due lati opposti A D , BC sono paralleli.

S

stra7'S S COnc Ûs*°ne non è generalmente esatta e la dimo-
risulti0rie con^ene un punto vizioso. Infatti l’angolo ASQ può
ò  A ^  a° n  *a  somma'  ma  Ia differenza fra gli angoli BSQ

. ne* quali occorre tener conto del senso, cioè delia po-
sizione relativa.

IX. - Diversi.

Un vettore OA di lunghezza l può essere scomposto in infl-
Ui in due vettori O M ed M A di lunghezze l' ed l".

Possiamo fare in modo che il rapporto abbia un valore
lualsiasi compreso tra zero e oo.
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Immaginiamo il sistema riferito a due assi ortogonali OX,
o r 	e siano x , x’	 , 	 a " 	 rispettivamente gii angoli di OA	 ,	OM
ed M A  con l’ asse O X. Proiettando sui due assi si ottengono
le relazioni :

l sen x  = V sen x ' -f- l "  sen x "
l cos a = V cos x ' -f- V  cos x"

dividendo e ponendo :

4 r = m  t g » - *.  +  * * * £ '-
4 m cos  a '  cos  a"

Qualunque sia il valore attribuito ad m, tale risultato è vero;
ora m  è suscettibile dì qualsiasi valore- Se facciamo m — <x>
ed m — o perveniamo alla doppia disuguaglianza :

tg x = tg x' = tg a"

che e un risultato impossibile. Senonché per m i  valori  0  ed  ao
non sono ammissibili.

X . — I l valore di n. Ecco una determinazione erronea di *
basata su note quadrature.

L’area d’una semi-ellisse limitata dall’asse minore è espressa

d® ~2~ n ab, secondo le usuali notazioni. Supponiamo ora che
il centro si sposti sull’asse maggiore, in modo che questo di-
venti sempre più grande crescendo sino all’ oo. L ’ ellisse di-
verrà, al limite, una parabola e in tale posizione limite l’area
sarà uguale ai  due terzi  del  rettangolo circoscritto.  Ma anche
la prima espressione n a  b  è sempre vera, qualunque siano
i  valori  di a e b, per cui si ha :

1  2
- j - n a b ~  — a x 2 b

e se ne deduce :

71 — =*= 2,666 • • . .

XI.  - Dal s e g u e n te  e s e m p io , in d ic a to  d a  S c h w a r t z e Peano,
r e s u l ta  c o m e  n o n  s i  p o ss d  d efin ire^  s e n z 'u l t r a  p re c u u s io
l  a r e a  d 'u n a  s u p e r fl .d e  c u r o a  c o m e il limite dell’area d’un
poliedro a faccette indefinitamente descrescenti inscritto
alla superficie, p o ic h é  q u e s t o Umile può n o n  e s is te r e .
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Abbiasi un cilindro a base circolare di r a g g i o * f
lem H. Dividiamo questo cilindro con piani equidistant, p

«lieti alla base, in 2n tronchi uguali, di altezza y^-* ® consi

deriamo uno di questi tronchi. Dividiamo le due circonferenze
di	 base  di  questo  tronco  in  2 m parti  uguali,  ne  pun  »  *
3...... (2m) sulla base inferiore, 1' , V  ,  3'  • • • '  ( ......
base superiore. Supponiamo che le coppie di ponti .
corrispondenti, si trovino su generatrici del ci *n
damo nella superficie del tronco cilindrico consi'
iiedro formato dalle faccette triangolari isosce i ’ J
WS......... che sono in numero di 2 m : sia ? * dei
una dì esse. Se operiamo in egual modo sui 2n m in
quali è composto il cilindro totale, vi avremo isc i
faccette triangolari isosceli di superficie s. Pon amo.

S s= 4 m n s

, . j j  p u  m ed a.e cerchiamo fi valore di S in funzione di « • « ’ chiamando
Consideriamo perciò uno dei triangoli v- • 13 gi

2" il punto d’ incontro del raggio 2 C  del  c i l ^ ^ b a s e  13.
Tede subito che 2' 2" è l’altezza del triangolo
Si ha dunque ;

Ma:
s =  12"x2 '2 "
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e infine :

S = 2 7r R H I \J H '  + 16 H* n? sen4—  x

Se m  ed n crescono indefinitamente, x tende verso zero,

verso l ’unitò; ma 16 n* sen4-— * non ha limite determi-<x *>
nato. Infatti se si fa :

n = km = *JL
sen*

i

16 n* sen4 —- x = te* x*

quantità che ha per limite zero se te è fisso. In questo ceso.

lim. S = 2n RH

Ma se si suppone n = tem» = te si ha :

1
sen4 x

6 n’ sen4 — - a = te* ir4 ——— r«~

(4 -*)
q u a n t i t à  c h e  h a per l im ite te’ w4, se te  è fisso .  A l lo r a :

l im . 5 = 2 7T t / f f ’ + te’ ir4 /?’

Se, infine, si suppone n — km», si ha :

lim. 1̂6 n* sen4 ~ a) = lim.
sen*

te* m* 7r4 - = 00

lim. s = oo
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Il  teorema  di  Pitagora.

Il  teorema  fam oso  d e l l ’ e q u iv a le n z a  f r a  il  q u a d r a t o  d e  'P

usa  e  la  som m a  d e i  q u a d r a t i  d e i  c a t e t i  d e l  r i a n 4 e 5.

:olo,  era  noto  a g l i  a n t ic h i,  l i m it a t a m e n t e  P a r 0  a i . a ,a osa-
Ili  Indù  l ’ in d icav ano  co l  n o m e  d i seggiola de a p} ,  . o re c i

Persiani  con  q u e l lo  d i figura della donna mari '  o i

5 chiamano p u re teorema della maritata. s s . , che
enominato teorema di Pitagora p e r c h è  s e m  r a  a
ia  dovuta  a  qu e s to  g e o m e t r a  la  su a  g e n e r a l i z z a z  '

»  triango lo  u . S  e r o  c o n s id e r a t o  c o m e  .

ichi  ;  i  G rec i  lo  c o n s id e r a ro n o  c o m e  s im b o lo  r e ie b r e  n u -
datone  lo  fe c e  e n t r a r e  n e l la  c o m p o s iz io n e  e  su t r iango l i ;
nero nuziale. P e r  P lu t a r c o  e s so  e r a il piu oe n u m e ro

ìgli  cosi  ne  e n u m e ra  le  p r o p r ie t à  :  «  u  •»  p  m e  un  n u -
dispari  ( l ’un ità  n o n  e s s e n d o  a l l o r a  c o n s id e r a  ^  s o m m a

m ero);  4  è  il  q u a d r a t o  d e l  p r im o  n u m e ro  P a r i  ’  d e l l ’ a lf a -
di  3  e  2 ;  il  q u a d ra to  d i  5  d à  il  n u m e ro  de  e

beto e g izio e q u e l lo d e g l i an n i d i v i^a d e “ 1o  m a g ic o  è  6,
Si  p o trebb e  a g g i u n g e r e  c h e  l ’ a r e a  d e l  t r i g ^  ^  s o m m a

ìumero  che  s e g u e  il  5,  e  ch e  il  c u b o  d i  ta  e

lei cubi de i la t i :

6 »  =  3*  +  4*  +  53 f .g h e

In un p a p iro  m a g ic o  s o n o  d is e g n a t i  d u e  a a ° r^ iv ig ib iie ).  P iu -

Jon  la  s c r itta  : 3 è 1 ’  u o m o , 4 è l a d o n n a } ^ e g iZie ° siri9 ’
torco  r ife r isc e  (c o m e  u n si dice) ch e le 1 3 4 e 5 c h e  r a p -

isis, H oru s  fo s s e r o  s im b o l iz z a t e  c o l  t n a a ®,.  a r gj.
presen tava  tu t ta  l a  n a t u r a  e  il  s u o  m o  P  ch e  m li  p ro -

Non è d u n qu e ,  p r o b a b i lm e n t e ,  u n  s e a n p eDh r e n  (e sterno ),
porzioni  si  t r o v in o  n e l l a  p i r a m id e 1 r c h j? n ei c a n a li »

molte  p ie t re  u s a t e  c o m e  la p id i  o  t  „  d i  B a a lb e k  in  lf l
aerazione,  e c c .  C o s i  p u re  le  e n o rm i  p i  ^

sono la r g h e  3  e  lu n g h e  4. camera dei  R# e
L a  f lg .  50t  m o s t ra  c o m e  n e i ia  fa m o s a Cam^  ra p P o r t h m a

Piram id e  d i  C h e o p e  si  r i s c o n t r in o  s a p re b b e  in v e ro  e g i-

m olti  a lt r i,  la  c u i  c o n c o m it a n z a  n t 0  l a to le p l^a 0  p iaz z i
a ttr ib u ire  a  m e ra c a su a li t à .  D a ^  te  d e ll ’a stron
ziane furono oggetto di studio per gi .rìnn«olo,
e di molti matematici, specialmen ^ di 1ueS' 0 ln d ù e gli

I Cinesi p u re conoscevano e -j.ceU-Pei- 1 P re
poiché ne è fatta menzione n
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arpedonapti (tenditori di cordicelle) ossia canneggiatori egi-
ziani, se ne servivano per innalzare la perpendicolare ad una
retta nelle operazioni topografiche.

La leggenda, secondo Vitruvio, dice che Pitagora facesse un
secriflcio agli dei in ringraziamento della sua scoperta.

Plutarco riferisce due versi di Apollodoro secondo i quali
Pitagora avrebbe offerto una oittima, che diventa un'ecatombe
in Diogene Laerzio ; ma Proclo riduce l ’ offerta ad un booe. E
Cicerone ne dubita nella considerazione che i Pitagorici rifug-
givano dal sangue ; ed infatti Porfirio, scrittore greco del DI
secolo riferisce che, secondo gli autori più degni di fede Pita-

Fig. 501.

gora offerse si un hà&, ma di pasta di frumento, il che resti-
tuirebbe al grande Geometra e per riflesso ai matematici la
buona fama di miti e tranquilli speculatori.

Quanto alla dimostrazione data da Pitagora nulla se ne sa,
essendo la più antica che .si conosca quella data da Euclidei
al quale Proclo ne attribuisce la peternità.

Secondo P. Tannery le cognizioni della geometria ai tempi
di Pitagora gli avrebbero permesso di fare la dimostrazione
del suo teorema per mezzo dei triangoli simili.

Cantor ritiene che, secondo l’ uso in allora seguito per altri
teoremi, si dovessero distinguere molti casi particolari, fra i
quali quello del triangolo rettangolo isoscele si presenta come
U pm semplice e rende ovvia la dimostrazione come si rilevadalla ng. 502.
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M ̂ t e dell’astno^mTumttl ^ aI<?U.ne delle dimostrazioni
stendo nella maggior no fm *e^° a dei cenni solamente, ba-
J»scopo di questMibro ** 6 ^ CS8Ì 1,esame delIa flSura> Per

secondo che 6 Si P0ssono considerare otto casi nella figura,
CoProno n n 1 ̂ Vadrati costrutti sui lati del triangolo A B C ri-

, 0n ricoprono esso triangolo.li® pjcy tn«
2.o Fig >;aì ~ Dimostrazione classica di Euclide. __

H ''.'rati 504 ~ Si ha 6* H rettangolo DAT; triangolo A B E -
3> rettangolo B K  =  C\
4 „ pjg' ~ Dimostrazione analoga alla precedente,

g- 506. Dimostrazione analoga alla precedente.5 „ p. — *Jnuusirazione analoga aua pi-eoouo»*»~-
fettani»If" ~ Rettangolo C K  H  2 triangolo C  A D  - b * e

6.01  0 ? K — 2 triangolo B A E ^ c * .
Ca d —  i f '  ° 0 8 '  ~  T r i a n g o l o C A D ' —, t r i a n g o l o C  J  B ;  t r i a n g o l o
ta n e n 7 A r e U a n 6 ° ! ° C K ; t r i a n g o l o C / S H 1 . * » ;  a u ìn d l  r e t *
A d e n te C K : = - l' i - Gi  P r o v a  c h e B K ^ c * ,  c o m e  n el  c a s o  p r e -

a nffai°  F i g ' 509█ - Rettangolo C K H  2 triangolo C A D M I A ; 	 tri-
Br l ABB=. triangolo FCS; triangolo AEffE. '/^rettangolo

• triangolo F C B ^ 1̂  c*. Dunque rettangolo B K - c .
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8.» Fig. 510. — Si dimostra che rettangolo C K"£b1 come
nel fi» caso il rettangolo BK"= c* come nel 7® caso.

Amiot, Parigi 1850 e da altri molti. . , re
Anche Nassir-ed-Din considera otto casi, ma basta consi

quello nel quale i quadrati non ricoprono il triangolo! %•  ̂

Triang. GAL = tiang. ABC ; LA — BC ; GAL = ABC =
quindi LAMK  è una retta. q#

Parallelogr. ACD’  L H ò* ; parallelogr. ACD' L rettang. ^
dunque rettang. CK^b*. Parimente parallelogr. A B E ' 	 Ls.
parallelogr. ABE' L~= rettang. BK, per cui:

rettang. BR H a* e c* H a* +

Si può avere la fig. 5U alquanto più semplice della Prece
dente, notando che :

C D! ~ B E' = C B



per cui BCD1  E*  è il quadrato costrutto sull’ ipotenusa se si
suppone che a* ricopra il triangolo ABC.

Fig. 511.

HofFmann (1821). Prolungando nella ftg- j* __
8. 513) sì ha parali. A C D	L"~. b* e P® »11* * ,,elL 7

ma parali. A B E L ^ O .  Cosicché
^c. b1 f e* e poiché parali. B N O E se





- 581 -

IV. — Tempelhoff. Anfangsgrunde der Geoin. Berlino, 1769.
Siano costrutti i quadrati sui tre lati del triango o r

goloABC, e il  triangolo I J L  uguale ad ABC, nel  mo  _
cato nella flg. 514. Conduciamo le rette EG ,  DF  ,  •  ■
drilateri DBCF,  D E G F ,  AB  JL  ,  A C  I L  sono uguali c
facile vedere. Quindi l’ esagono E G F C B D  è equiva e_
l’esagono BJLICA.  Ma questi due poligoni hanno un P _
comune ABC ed A E G = I LJ,  quindi i resti sono equi
cioè:

C1JB  =  A B D E + A C F G

V. - Sonndorfer. Sia A B C  il triangolo ® condu-
ce. 5151 e BCDE il quadrato costrutto sull iP0™ . ^ gu D f
iamo le perpendicolari DF , EG sulla AB, poi oSE,
vremo cosi quattro triangoli rettangoli ugu

i p/iDM, BEG.

Fig. 515.

‘1 pentagono A C  D  E G  si tolgono i triangoli ABC,
tiene il quadrato dell’ ipotenusa, mentre se
Jgono si tolgono i triangoli CD  M , D* lQ dato;
resto i quadrati fatti sui cateti del tria 8

C S E D U C A F M + F N E G

offinann. Der  Pythagor.  L e h r s a t J AB in B;
mo (f\g. 516) le perpendicolari B F - ‘ / , A , _
a Ar, r> a b E  = BC a BC in B. 1 Pu"
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sono in linea retta. I due quadrilateri I F B C  , A BEC sono
equivalenti; infatti, triang. C B F " =  triang. A B E  come pure

n u a i i H ! «^ f ^ • T r .tl!*a n e '' A ^ E. Sottraendo da c ia s c u n o di detti
1 i triangolo ABC s i hanno r e s t i eq u iv a le n t i, cioè:

à* , c*
2 2 F~

Conduci; ^ er^er- Arch- d. Math. und Physik. G ru n e rt  1855.

CX  A M  a L r  <s17l  I Z  p a r a l le I a a B C e le pe rpend ico lari
, A A /  a  S C  S j  h a  * * H  p a r a l i . I ZBC~EL B C x C X ; m a per

H

l’eguaglianza dei triangoli ICX , CMA si ha C X x C M

b* — B C x CM. Cosi pure c* - se x BM ; per cui addizionando
membro per membro, si avrà ;

5* + o* =. BC {CM -f- BM) BC x BC 3 a*
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Vili. - P. Fabre. Journ. de Mathém. élém. 1888. .
Conduciamo A Q uguale e parallela a CD, ecc.

parali. ABEQ E c*; parali. ACDQ'E.b* da cui & ~r_
tagono CBEQD + triangolo ABC E pentagono CBEQU +

'*i QED e infine IA 4- c* E quadrato CBED — oA-

A

IX. - Renan. Reoae acienti/lque* ,arj alle lB  «
Conduciamo da c e da B le perpen della perpen

gura  519)  ;  esse  si  segheranno  in  un  pun

R

deii triangoli
B R si ha
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Ora si ha :

triang. CAR ■= triang. / c B E  - j - b*

triang. BAR = triang. FBC E —- c*

e quindi :

triang. CAR + triang. b a R ^ -~ -{U >  +  (̂ )

E siccome triang. CAR -f triang. BAR È  —  0 * 0 + MS)  =

_ BC a*
— ~2~ x SO — —— ; si ha infine a’ E ** + c*-

X . — Piton - Bressant. Siano X  , Y ,  Z  i centri dei quadrati
Q-*  »  6*  ,  c’  ; YA X  è una  retta  ed A Z è parallela a B X  poiché
il quadrilatero ABZC  è inscrittibile; e siccome B Z —C'l la

X

Fig. 520-

A Z  e bisettrice di £AC; dunque X A Z  =  90“ = AXB. Si vede V»
che A Z - B X - A  CY  poiché i triangoli C U Z , B  V Z e o d o  uguali;
Infine i quadrilateri A B Z C , Y X B C  sono equivalenti parche
si ha :

quadr. A B Z C {CU + B V )  =  y x K Z

quadr. YXBC E YX = ~ x YX2
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Sottraendo da ciascuno dei due quadrilateri la parte co-
muneABC si avrà, triang. BCZ~= triang. A YC -f triang. AXB
e prendendo il quadruplo a% "= 6* c*.

Dimostrazioni mediante trasposizione di elementi.

XI.  - Pitagora, secondo Bretechneider. Siano C l
C 0 = c. Costruiamo il quadrato 1 0  F  L J, 0 nei due
somma e scomponiamolo nei due quadrati » »rian-
rettangoli H G , B C che a loro volta scomporremo
goli:

^ 6 cAGL = AHL = ABO ~ ACO -  - y

Disponendo questi triangoli nel modo indicato nê  ̂  con ja
formeranno coi loro cateti un quadrato di a o ^ eccede
loro ipotenusa un altro quadrato di lato nar cuj;
sul secondo per l’area dei 4 triangoli consi e

b*	+ 	e*E 	«*	 •

Si potrebbero considerare anche qui otto casi
si è veduto nella dimostrazione d’ Eucli e.
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X II. — Bhàskara. Vigia Gomita. L ’autore indù ammette come j
dimostrata la formola : '

(c - b)* +  4 ~ 	 =  b* + c* (A)

poiché non fa che disporre i quattro triangoli uguali ad ABC
nel modo indicato dalla fìg. 523 cioè cosifattamente che le loro

^o7aggmnUqsemnH° ® 061 Centr° 11 ^uadraW
- Seguendo il pllcenQente « Vedete I ».

meno dell’uso della f o ? r o !u idÌr Bret8ClineÌder si pUÒ
costrutto su c~ -b - se v- & ^ ' Con8Ìder>amo il quadrato BZ
flg 524 i quadrati M = 1% “ “ J?®0*  nel  modo  indicat0>  nelj8
s o m m a 6*+ c« come equivalente «7,°* possiamo c o n sid e ra re lae alla somma del quadrato BZ
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d'area (c - b)% e di due rettangoli IX  e X F  aventi ciascuno
perarea be die è appunto il risultato della formola (A)- ue
rettangoli divisi ciascuno in due triangoli mediante la diago-
nale danno 4 triangoli che possono, col quadrato B Z comp e
tare il quadrato I X F ........... , dì lato a per cui :

+ c* H a* Bq1_
XIH. - Marre. Dall' opera sancrita « Yucti 3 àcna* - ^

lettino di Bibliografia del Principe B o r i c o mpagru "  g. ^ „-ia
Si costruiscono (flg. 525) i quadrati CE  ,  A l  su  a  ‘

veduto che E cade su GF. Conducendo da D le parallele a *

Fig' 525' è facile vedere.
si ha il quadrato DHGP di l8''® i*’ ^h^insierne al Pf8"

:hè togliendo i triangoli ABC e P > in DnE  « FF
3no A B E D P  formano a*, e d ispo n e n

‘e a formare la figura :figura :
D H F B A P D 	 = 	 b'	+ 	 c* . u*ieeraa

«V. - Reichenberger. Philòsophia  et  M
Lisbona 1774. — Nella flg. 526 si ha : 2k  F r

« ■ S f t u  +  r t . “’  +  e’  =  l , V j :
d triangoli uguali ABC , FBE » QF

0* + c* H (*) + (P + ft) + k +
q u i n d i
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X V .  -  Périgai. Messenger of Mathematica, 1873.
Sia U il centro del quadrato C* (flg. 527). Conduciamo X Y

e V Z, parallela e perpendicolare a fi C. I quattro quadrilateri
uguali m che cosi si ottengono hanno i lati come U  Y uguali

a epperò si possono sovrapporre al quadrato a1 nel modo

indicato nella figura. 11 quadrato A' C' /' H' risulterà uguale
ad A IC H poiché :

H’  A ’ = II ' A', - A ' A\ = BX — A F = C Y -  A Y  = CA

x v l * — Oaanam. Rècréat. Math. et Physiques - Parigi 1778.
In questa fig. 528, nella quale si sarà fatto DX = DX*= CS 8

facile vedere che il quadrato a’ e composto delle cinque figure
nelle quali risultano scomposti i quadrati à* e e3.

X V II. - Wipper. Sechs. Beus. des Pyth. Lehrs. • Lipsia 1880.
Costruiscansi ì due triangoli rettangoli L S T  , A S 'T  che è

facile dimostrare essere uguali. Togliendo dal primo b* e c*
e dal secondo a* restano rispettivamente queste somme di tri-
angoli : n

ICS -f ULA + GLA BFT -f ABC e DCS' + EBV + ABC
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Per dimostrare il teorema basta dimostrare che i triangoli:

ICS + HLA ■= DCS' e GI.A  -\-  B F T = E B T

il che facilmente si rileva dalla fig. 529.
X V II I. — Rojot. È facile vedere che c* Z rett. B K poiché

sono composti del quadrilatero comune BMOFe dei triangoli

ABM =• KEO e AGO - BFE

Si ha poi 6* E rett. C K, infatti b*  è costituito del triangolo
CMN, del triangolo A B M  e del quadrilatero AHIN. Portando
ACM  sul suo eguale ODE; poi AH IN  in CH'  N  e infine IMO
sul suo uguale V  N '  D si sarà appunto formato il rettangolo
CMKD con le figure componenti b* (fig. 530).

A

~ Sia A B C  (fig. 531) un triangolo rettangolo in A. Co-
struiamo esteriormente i quadrati B C D E , C A  F G , A BtiK.
Le rette C G e B H si incontrano in V, le rette GF e HK in ti.
La figura G  V H N  è il quadrato costrutto sulla somma b + c;
esso si compone dei quadrati costrutti su AB e AC e di quattro
triangoli uguali ad ABC (conducendo la retta FK). Conduciamo
pure per E  una parallela ad AC e per D una parallela ad- AB;
•queste rette si segano in un punto Y e segano rispettivamente

in ‘n Z' Si dimostra facilmente che i triangoli
XEB . EYD  , CZD sono uguali ad ABC; ne risulta che la fi*
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piraAXYZ  è parimente un quadrato costrutto su b + c e si
compone del quadrato costrutto su BC e di quattro tr ang

Fig. 531.

V T t "R

c /  .  N

— -------- ^

—

A 5  ?

UgUali 8d ABC. Per conseguenza se da ciasc oli uguali
uguali AXYZ , NHVG si detraggono i quattro
a*l ABC i resti sono uguali; dunque:

BC* = AB* + A C*

Dimostrazioni algebriche-
- m anali (A* 532 ) 3‘”

— Bhàskara. VCgia G a r it ta . Dai
> DAC , DBA si ha :

CD
A C

B D

A C
BC

A  B
x?n

ossia
B C  <0T C ^ C D X B C

B C (ì)

A 	 B
ossia
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Addizionando membro a membro le uguaglianze (1) e (2;
si ba :

T c '  +  A B ' ^ i C D  +  BD) b c  = ¥ c ì

A

Fig. 532.

X X I. — Bezout. Cours de Mathém. 2.n parte - Parigi i76S.
Si lia, per la similitudine dei tre triangoli (flg. 532):

triang. DAC _ triang. DBA  _  triang. ABC
À I?  “ AB* = BC*

Per una nota proprietà delle proporzioni si può scrivere :

triang. DAC -f triang. DBA triang- ABC
AC* -+- A li*  ~  B C 1

e siccome :

triang. DAC -f- triang. DBA H triang. ABC

risulta :

AC* + AB* -=BC*

= (e ~ 8à)»  e  c D  E  +  “ quadrat0
triangoli uguali ad ABC (t\g 533) formati mediante otto
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Si ha:
“'Zfe + W-Uriang. ABC a*Z ( c  — 6)* + 4 triang . A3C
da cui :

2a* = (c + b? +  (c  -  h)*  =  2  6!  +  2  c*

Fig. 533.

X-V lli. _ M o l lm a n s . Archici* de Grunert - t. e

l̂ fflcie del triangolo ABC, rettangolo in A, ha  per  P

y ed anche p r ; ma r (raggio del circolo iscritto)

u8Uale, nel triangolo rettangolo, a :

quindi pe -  f
b + czL^'j

cui si deduce:
«• = h» + e’

38 — Ghicr si.  — M a t e m .  d i l f t t *
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X X IV . — HofFmann. Der Pythag. Lehrtdtz  - Magonza 1821
i . — Il cateto AB (fìg. 535) risultando tangente alla semi-

circonferenza di centro C e di raggio CA, si ha:

AB* = BY x BZ  = (BC -}- AC) (BC - AC) = WCl = AC*

da cui :

B C* = A B* + A C*

St. — Facciamo A Z = AC;  la circonferenza descritta con
centro C e raggio C Z  (fìg.  536)  determina  i  punti X  , Y ,V\
si avrò :

B Z x  B Y  = B U x B X
e, ponendo :

CZ — CU = P BU = n BZ = m
m (m -f 2 /;) = n {n 2p) ossia m* 4-2 bm = n* f 2 /wi

Ma nel triangolo rettangolo isoscele A C Z  si ha 2h* = P*
quindi :

h* + m* + 2 6 m + b* = «* + 2p n + jd*
ossia :

h* + {b + m)' = (n + py e infine t» e» = u*
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XXV. - Garfleld (1). The  mathematica  facciamo
Abbassiamo (flg. 537) la perpendicolare a *" “ r D Z è

CJ>= i#C, ecc. L’ area dei triangoli uguali A B C ,

A

«Pressa da ~ e quella del t r ia n g o lo BCO da

triangoli formano un trapezio d’area :
{b + cf_

2

«*. Ora, i tre
2

Sì ha dunque :

(&_+  c)*  _  a*  , bJl da cui i»« + c*
-  2  ^  2

. ; i :

j ; : . •
i ■

? i ;

P rop r ie tà  cari<^ u .  ip o te »*8* '
della figura d e l quadrato ditnostrarie, vet

cherò alcune di  queste P^^^.^àzioni (A#- 538̂
tà e per esserne facili le dimost

- AZ=* BX + CY. + trian®'
• -Triang. BSZ E triang. C ^ qUadr»-

Triang. X Y Z "

l« — Triang. -XKZH 4 ^  +  ^

~ ’ uniti ne‘(t| Presidente degli Stati
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H* — I quadrilateri ABEC , ABDC , BC1F sono equivalenti.
A. — Le rette A Z , B Y , CX  sono le altezze del triang. XYZ.
TL — 1 triangoli ABC , JH'Z sono isobaricentrici.
» . — Le rette (flg. 519 a pag. 583) B I,  C F , A M concorrono

n un punto S.
» . - Triang. AG II 3 tr. BEF~. tr. CD I3.tr. ABC.

O

— La somma dei quadrati costrutti sui lati dell’ esa-
gono IHGFED è uguale ad 8 volte il quadrato dell’ ipotenusa.

*i. - Le distanze dall’ortocentro di X Y Z ad AB  e AC sono
uguali a :

b e
2<b + c)

1* .  _  j p u n t j d’incontro di X Z  con AB e BC e quelli di TZ
con AC e BC sono su di una conica che tocca X Y  in A ed ha
per equazione:

(2 c + b) bac1-H2 & + c) cy* — bcasy + òc (6 -f c) \ae + g ) = 0

Generalizzazione del teorema di Pitagora.
I. ~ Euclide. Se si costruiscono sui la ti d 'un triangolo rei’

lati,?,mot°8hi- dei poligoni simili, i l poligono
7 Z l T d,entf all  ipotenusa è to somma dei poligoni cor-
rispondenti a i cateti.
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Siano X  ,  Y , Z  le aree dei poligoni simili di cui si tratto.

Si ha, per una ben nota proprietà :

,y  _ Y  _  Z  _ Ai -f P ___
T c *  ~  A C *  ~  A B *  ~  A l?  +  A B '

Ma per il teorema di Pitagora :

BC* = A C* +■AB* dunque M  H N + P

Nella flg. 532 a pag. 592 è evidente che i triangoli sirmli ACD,
ABD presi insieme sono equivalenti al loro simile ABC.

Fig- 539.
• nolo qualunque

~~ Pappo. Su due la ti AB e AC d’^ J ^ n in i i <lual̂ 0%
ABC, si costruiscano dei , G > l lljn n o f% %
A B F G , A C I H ; si	pro lu n g h in o i ^ lungtu al d

incontro L ; si conduca A L e



BC fi'una lunghezza MK — LA. Il parallelogramma BCDE
avente per lati, in grandezza e direzione, BC e MK è equi-
na lente alla tomma dei due parallelogrammi precedenti

Infatti si ha :

parallalogr. ABFtì E parailelogr. ABE' L
parallalogr. A C IH  E paratlalogr. ACD1 L

ad easando MK -« AL ai  ha  pura  :

parallalogr. ABE' L E parallalogr. BEKM
paratlalogr. ACD1 L E parallalogr. CDKM

parali. ABFG +  parali. AC IH E parali. BCDE
Ostentazioni. — Applicando quaato procedimento di diiud*

strazione al teorema di Pitagora, ai ricade nella figure di
Naaair-ad-Din (flg. 6ti a pag. 57«).

IH.  — in un parallelepipedo rettangolo il quadrato della dia-
gonaie è equioalente alla somma del quadrati delle 3 cottole.



I
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'^ ^ r ^ n d i ^ J r T ? 00^ 3 facce 8ian°
equivalente alla t->m *’ !Ì r>undra*o della quarta faccia è

Ua t >mma dei quadrati delle tre prime.

S

Si®  ^  jj  ,

ri»Pondente r ii? del tr,edro tri-rettangolo e ABC la base cor-
>uAB e conn* 8 p,ramide> Abbassiamo la perpendicolare SD
ASB , CD 1 .uciamo CD. Essendo CS perpendicolare al piano
ai trJanDr»i!° * ad Applicando allora il teorema di Pitagora

g * r®ttangoli delia flg. 541, si ha :

A 5* x CD* = a b *  x  ( SD*  f ~SCZ)  =

®* A fi* x S D* + aTB* x SC* =

= À fi* x fi/)* + (S A *  - f fi fi*) fi C3 =■

= A fi* x S fi* S/t* x SC* + 3Tfi* x SC*
dunque sarà :

A SC* H A SS* -f A SC* + SSC*

Soluzioni semplioi di aiouni problemi.
Non sempre nei trattati di Geometria o nei Corsi di

L n “ u triCO é indicata, per un dato problema, la costruzione piu
I_ P Ce> come già ebbe a rilevare il Lemoine nella sua

C|à potrà rjievarsi dai poeti! esempli che seguono.
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,  ~ Ottagono regolare. La costruzione indicata nella ftg. Mi
è forse la più semplice possibile per iscrivere l’ottagono in un
circolo.

il q u a d ra tr^ rL i '0^ .^ 0710 regoìare>dato il lato. Costrutto
A C  . BD bastapò S.U lato ^ato e condotte le sue diagonali

n urre le parallele ad esse per A e B- Por-

Fig. 543.

5  T

tare AB  su queste rette in E  ,  F  e da C in H  e da D in G sull
diagonali del quadrato e analmente da G  ed H  in S e T
iati A D  , BC del quadrato stesso, prolungati.
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In modo analogo si farebbe la costruzione quando fosse dato
fl lato dell’ottagono stellato.
H I Costruire il pentagono regolare, dato il lato. Sia AB il

a dato; DE la perpendicolare sul suo mezzo ; A C — AD,  ecc.
Descrivendo da A e E come centri, con raggio BFà ue archi si

*ia nella loro intersezione il vertice E del pent®^°?^àggio AB
,.e|tl archi con quelli descritti dagli stessi centri co
1 'anno gli altri due vertici M N  del pentagono. che g iato
La dimostrazione è ovvia, poiché BF  non e altro
el pentagono stellato iscritto. tU auiia stessa

f* — Dati quattro punti A , B , C , D n°” rlspettioamente
Jtta, costruire il quadrato i cui lati P °fsB . perpendieolare
Ppr essi punti. Conduco AC  (flg. ®darf tta D E sarà la  di-
a essa, sulla quale porto B E ^ A C . f . x quindi condurre
r«zione d’uno dei loti del quadrato; , da A e C.
aJ essa la parallela da B e le perpendicolari
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Si noti che la perpendicolare alla A C  si può condurla da B
o da D,  e che su ciascuna di questo rette si può portare il
segmento A C  in  due  sensi  da B o da £>, d’ onde quattro sola-

tìi minti •>{ Uft- a due co,ncid<>no. Inoltre, come prima coppia
binari» puo scegliere una qualsiasi delle sei combinazioni

quattro punti dati ; a tali coppie primitive di punti

Fig. Ò46.
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corrisponderebbero q u e s t e  s o l u z io n i  f r a  le  s e i  c b e in d ic h

remo c o n a , b , c , d , e ,  /  :

AB 2  a  ,  2 b BC 2  6 , 2 f
A C  2 c , 2 (2 BD 2 c , 2 d

AD le , 2 f CD 2 a , 2 6

Evidentemente b a s t a  c o n s i d e r a r e ,  o d  e s - ,  la  t e r z a  d i
di punti A B , A C , A D e  l e  r e l a t i v e  p e r p e n d i c o l a r i  d a i  s o  ì  P
C, D , B, r i s p e tt i v a m e n t e ,  c o n  l e  g i à  a c c e n n a t e  o p jn
zioni d ip en d en ti  d a l  d o p p io  s e n s o  d e l  s e g m e n t o  A  ,

Nella flg.  546  s o n o  r a p p r e s e n t a t e  l e  6  s o lu z io n i .  gonQ  jn
O s s e r v a z io n e .  —  Q u a n d o  i  p u n t i  d a t i E , F ,  u  ,  »

linea r e t ta ,  le  6  s o l u z i o n i  s o n o  d u e  a  d u e  s i m m e  r i e  i

alla r e tt a  s t e s s a .

Fig. 547.

1 flg. 547, posta la condizione che A B , °at remo
Passare, rispettivamente, per E  , « » ». ^ E i q H,
1 portare, sulla perpendicolare alla ’8i avrebbe
K  con F, ecc. Portando EK  in senso PP
i2ione simmetrica. t retta dato AB.
- Costrurre il quadrato sul segmen raggìo, descri-
s B come centri (flg. 548) con in Da C come

' due archi di circolo che si seg, un* altra circonfe-
3, e con io stesso raggio, trace a^  ̂ ^  le rette A E
; conduciamo i diametri A C  »
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e BD che incontreranno i primi due archi nei due vertici vo-
luti M , N  del quadrato. In questa costruzione si ha il vantaggio
che tutti gli archi vengono tracciati con lo stesso raggio.

« r “ ,a ‘ in m‘ d‘a ed
duciamo « C = 2



vo-

gio

C

-  C05  -

dell'angolo BAC; q u e s t a  in c o n t r e r à BC in D ; BD risulterà il
segmento m agg io re d i AB  d iv i s o  in  m e d ia  e d  e s t r e m a  r a g io n e .

VII. - Costruzione d'una terza proporzlonabe.  P e r  c o s t ru i r e

l'espressione x  =  d e s c r iv ia m o  u n  c i r c o lo  q u a lu n q u e O.

Prendiamo  (ftg .  550)  u n a  c o r d a  A B = b e  d a l  p u n to
centro,  con  r a g g io  a ,  d e s c r iv ia m o  u n a  s e c o n d a  c i r c o n  e  -

che  segherà  la  p r im a  in  C  e  D .  S i a X  i l  p u n t o  d  in t e r s e z

delle corde AB , CD ; A X  s a r à  la  t e r z a  p ro p o r z io n a le  c e  *

poiché i  t r ian go li ADX  , ABD  s o n o e q u ia n g o l i,  e c c .  ( b

A

F ig . 551-
• fra due lun9heJitl

'  H I . — Costruire la media proporzton  Co lletta»  non
(e  «  , b. L a  s e g u e n te  c o s tru z io n e ,  d e l  P r  •  ^  di  r ig a -

hiede  che  q u a t t r o  o p e ra z io n i  d i  c o m p 5 5 1 ) v is ib
Facciam o  u n a  c i r c o n fe r e n z a  O  con ra delle lunghezze

H ello  m a g g i ° re  in fe re n z a ,

-••V.UC oiie q u a t t r o o p e ru iiL m * — - . /flg. £>ai/ -------
Facciam o  u n a  c i r c o n fe r e n z a  O  con  r a g g  luD ghezze

nte  m a g g io r e  d e ll a  m e tà  d e l la  ® a g  fl circonferenza.
le  a  , b. D a  u n  p u n t o  q u a lu n q u e  A  a rc h i  di  c irc  ^
ne  c e n tro ,  c o n  r a g g i a e b t ra cc ia ‘  r jSp ettivan ien

segheranno la prima c lroo .ter.«" ’J AC ,n O ^
n ~ rv  ̂ ___ _____ «Pira le rette r.ord& 3 m

16  c e n tro ,  c o n  r a g g i a  e  b t ra c c ia m o  u “ “ p ett ivan —
se g h e ra n n o  l a  p r im a  c ir c o n fe r e n z a ^  >n ^

C e F ,  G .  Il  s e c o n d o  a r c o  s e ga  le  re  L a  c o rd a A M
etta D E s e g a  la  c i rc o n fe re n z a O m  ^  p e r c né  i  t r ia n -

ed ia  p r o p o r z io n a le  f r a  le  re tte A
AMD , ABM  s o n o  e q u ia n g o l i.

ledasi  pure  al  $  « (fg om gt^^i corrtp^**

Ai Vlft9CherOU^
, la solaaton® di *<**-
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Geometria dei poligoni articolati.

Con sistemi di sbarre rigide articolate si poseono ottenere
trasformazioni di movimenti e tracciamenti di linee geome-
triche assai interessanti. Tali sistemi sono quindi da tempo
usati sia in meccanica, sia come compassi per il tracciamento
di curve, ecc. Il ben noto pantografo (pagina  6i6)  ne  é  un
esempio. Non esiste ancora che una teoria frammentaria re-
lativa a questa materia , non darò qui che un cenno su alcuni
dei principali e meno complicati sistemi immaginati, a com-
plemento di quanto in proposito se ne è già detto trattando
di  argomenti  diversi  (vedi  pag.  249,  380,  479  e  seguenti).

Il romboibe (ftg.  552)  è  costituito  da  due  coppie  di  sbarre
AB  = AD  e CB = CD. Nelle sue deformazioni le diagonali si
conservano perpendicolari, il che si verifica in tutti i quadri-
lateri deformabili, a diagonali perpendicolari.

Reso fìsso uno dei lati del romboide (1) un punto del piano
rigidamente collegato al lato opposto descrive una curva in-
censa di conica e l’intersezione dei due lati adiacenti descrive
una curvo di Cassini. Nel caso particolare in cui (come nella
fig. 553) si ha G I I — 2HL,  se / L è fìssa, A descrive un g*r0
mentre H ne descrive due.

(1) Selle tigure relative a sistemi articolati sono indicate con ce
nero le articolazioni che rimangono fi»»r dorante il moto del sistema.



S
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I n v e r s o r i .  —  D ic o n s i inoerso ri i  s is t e m i  a r t i c o la t i  coi  quali

s i  p u ò  o t t e n e r e  la  c u r v a inoersa  d ’ u n a c u r v a d a ta , come già

s i  è  v e d u t o  s o p r a .
C o n s id e r ia m o  ( f l g .  554)  un  c i r c o l o  O  (O A ) .  I  c i r c o l i  di  raggio

c o s ta n te  q u a lu n q u e  a v e n t i  i l  c e n t ro  s u l la  c i r c o n fe re n z a  O (OA)

s e g h e r a n n o  u n  r a g g i o  d i  q u e s t a  in  p u n t i  O,  , M \  U - ,  V ..........

t a l i  c h e  si  a v r à  (1 ):

o o - 6 I = o u  ■ o v ................ ....  o r *

È  fa c i le  c o s t ru i r e  s u  q u e s to  p r in c ip i o  u n  in v e r s o re  (flg.  555)

n e l q u a le , s e O è fiss o , i  v e r t i c i O , e d M  d e s c r iv e ra n n o  curve

u n a  in v e r s a  d e l l ’ a l t r a .  N e l l ’ i n v e r s o r e  r a p p r e s e n ta t o  nella  fi-

g u r a  556  a l  p u n t o  O ,  s i  fa  d e s c r i v e r e  u n circolo  co lleg an dolo

a l la  s b a r r a  C O , ;  in  t a l  c a s o  lo  s t ru m e n t o  p u ò  s e rv ir e  com e
compasso p e r  d e s c r i v e r e  a r c h i  d i  c i r c o lo  d i  g r a n d e  d iam etro -

S i  n o ti  c h e  n o n  è  n e c e s sa r io  c h e  l ’ in v e r s o r e  d i  cu i  si  tratta

s ia  s im m e t r ic o  r is p e t to  a l l ’a s s e  0  0 , M  ( f lg . 555) b a s ta n d o che
1  v e r t ic e B  s i  t r o v i  s u l la  p e r p e n d ic o la r e  c o n d o t ta  d a A  su*
p u n to  d i  m e z z o N  d i  O , M ,  c o m e  v e d e s i  n e l la  f i g u r a  m edesime^

Q u a n d o Ai c o in c id e  co n  O ,  (f ig .  556)  le  s b a r r e  O , A  e  O, B &
ro v a n o  s u l la  s t e s s a  r e t t a  e  c o s t itu is c o n o  u n a  c o rd a  d e l  cir-

c o lo  O  ( O A ) ;  il  c i r c o lo  d i  c e n t ro  O  t a n g e n t e  a  t a le  c o rd a ,  se-

(1)  Questa m ia dim ostrazione m i sem bra pii,  sem plice di  que lla baaftt*
t e o r e m a 	 d i 	 P e a u c e l l i e r .  (N . Annales, Matliém . 1873 - pag. 73).
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glierà il circolo COi in R  ed S che appartengono al circolo
di COi ossia :

0 0 »  • OM =  O  S

D tracciaraento della circonferenza C x (C, R )

si puòottenere solo limitatamente all’ orco Vi? i* altra di
fé Zie intersezioni di tale circonferenza O C t con

4
ì

4
i
I

f

Fi8f* 556-

p u .U V- *
0  «  r a g g i o  < M  + A O „*
dentemente dal c i r c o lo Ct l  «

0 /, nel quale :

5 7  - ó a  -  A O t

_____ a< s. ROt,erts,l
o poi / V= 2 AO,, ecc. auI teorema “ ^ u</ua/‘
versore di Hart e basato . cttt rf 8 b c d
ap e rto isoscele artic0 irioaria&l1'  t0 fitto di  O
anali hanno 1 ^ ? , * / ° % per un P»*t0parallelamente alle bas

Ailstl.1BK44I. — JfatóW*
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dà un prodotto  a  b  •  a  c che è costante, qualunque sia il tra-
pezio form ato d a lle 'q ua ttro re tte date  ( f ig . 557).

S ic c o m e b a • b d ~ a b • a c s i  p u ò  p r e n d e r e a  o  0 c on16
p o lo  d ’ in v e rs io r fe .  Q u e s to  in v e r s o r e  v ie n e  d e t t o  a n c h e contro-
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parallelogramma p o ic h é  r i s u l t a  d a l  r i b a l ta m e n t o  d e l  s e m i-p a -

relle  ogra ram a OPU a t t o r n o  a l l a  d ia g o n a le OP.
Se 0 ,  S sono fissi,  i l  l u o g o d e l l ’  in te rs e z io n e l  d i  O r  c o n Pò

è un’ellisse (f lg . 558) e u n p u n to q u a ls ia s i d e lla P T d e sc riv e  u n a

inversa  di  co n ica .

Se  0  , T sono  fissi,  il  l u o g o  d e l le  in te r s e z io n i M  d i  0  S _con

PT è  un’ ip e r b o la  ( f l g .  559).  S e  .in o lt re  s i  h a O T — P t V 2 »

punto  di  m ezzo  d i P S d e s c r iv e  u n a  le m n is c a ta .

ri binomii quadratici. Consideriamo un rom ^
lg . 560). Articoliamo n e i pu nti d i m ezz. A 8 cioè A M, e art**
u m o r i  cjue  s b a r r e di lunghezza 2

- .— attore di Sylvester, nel qaale:

r c ^ O A ‘ = COSt8,' tC



infatti la diagonale BD, perpendicolare ad A C, passa per 0
e si ha :

OC* = BC* - F o * ÓA* = AB* - FÒ*

e sottraendo membro a membro :

OC* -  OA*  = C"B* — AB* = Costante

Analogo risultato si ottiene prolungando i due lati adiacenti

disuguali d’ un romboide, di quantità a d essi uguali rispetti-

vamente.

B

S i  h a  la  r e la z io n e  s e g u e n te  f r a  i  t r e  p u n t i O , D  ,  P (A® - ^

c h e  r is u lt a n o  in  l in e a  r e t ta  :

OD* — D P* =  C o s ta n te

In o lt re ,  s e ,  c o m e  n e l l a  ftg .  562,  f a c c ia m o B C = A 3 \/ 2 » ^
p u n t o P d e s c r iv e  u n a lemniscata, q u a n d o C , D s o n o  fi»81-



m>0 Che la
A f f a n o  due
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sb a r r a

a v ic o la Z ° .è s u P e r f !u a
Zl°n > fisse. c o m e tu tte  q u e lle  c h e

Oizide per

d̂ 6punflltÌO UO-  -  S n e l l i  ^ 0 t°  c ir c o la r e  c o n tin u o  in  re tt i -

O c T ° * «  r id u c e « h  flff ' 556 9i fa O C * CO,. 11 luogo
Per  in  5fi3̂ -  C on  •  U na  r e t t a M N perpendicolare allo
del P r itila  vo lt - )  o tu  v e r so re di P e a u c e li ie r  venne risolto
in J fl0vimenfco p r o b le m a d e lla  tra sfo rm az io n e rigorosa
r ‘  ^ “ celles  A nn „ ,  6 in rett i lin eo . E n un ciato ne ii p rinc ip io

diede i  n „ p.. f s Mathémat. d e l 1864 p. 4i4 i l Peauceliier
entre Lj-p^.  ̂ ?.° n e llo stes so p erio d ic o del 1873 p. 71,

tpio  n e l 187n <dl  P i e t r o b u r g o  a ve va  trova to lo  stesso prin-
Syirester ,  H a  t *  ° e  a v e v a  d flto  la  te oria  nei  1871. Gli inglesi

i -°  s tesso ^ 6 ^ e m P 0 s v ilu p p a ro n o questa teoria.
Aliali,  ad „  r is u it a to si  p u ò o tte n ere con a ltre disposizioni
boide co m $  ’  <* Ue l̂e  d i  K em p e co stitu ite  da  un doppio rom-
boidi son  ^  Ved esi  n e lle  flg .  561  e  565.  N e lla  p rim a i due ro m -
sbarre A tìC£), BCEF; il sistema é completato con le due
sendo a  .  ’  c , 'e  fo rm a n o con H f l ,  <-tf>  una losan ga.  E s -
p i a r e  ^  e  O,  il  p un to  ET descrive  ia punteggiata perpen-
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, ... i con

Nella flg. 565 il sistema del due rombo g un parallelo-
le«barre A 0 , E 	O  che formano con F A ,  r

D

O

• li punto
lamio  E ,  o  « «  *.  ■>»« ° ° ° -



t r o p a r a l l e l o g r a m m i  ( f l g .  566) ABCD  , CDFE c om p le tan do  oon

EO , AO  il  p a r a l l e l o g r a m m a BAOE. F is s a n d o  i  p u n t i A ed 0,

il  p u n t o F  d e s c r i v e  la  p e r p e n d ic o l a r e  a d AO c h e  p a s sa  per  0.

C o s i  p u r e  si  p o s s o n o  c o m b i n a r e  u n  r o m b o id e ABCD con  un

c o n t r o - p a r a l l e l o g r a m m a A B E F  c o m p le t a n d o il parallelo-

g r a m m a AFDO  ;  n e l  q u a l  c o s o ,  f is s i D e  O  il  p u n to E  descrive

la  p e r p e n d ic o l a r e  s u l la DO c h e  p a s s a  p e r O ( f lg . 567).

A l t r i  s i s t e m i  a r t ic o l a t i  fu r o n o id e a t i  d a  S y lv e s te r ,  d a  Kempe,
d a  H a r t  e d  a lt r i  p e r  t r a s p o r t a r e  u n a  l u n g h e z z a  su l la  propria

d i r e z io n e  o  p a r a l l e la m e n t e  a  s é  s te s s a  in  m o d o  c h e  ogni  suo

p u n t o  d e s c r i v a  u n a  p e r p e n d ic o la r e  a l l a  s u a  d ire z ion e ,  per

t r a c c i a r e  u n a  f ig u r a  s im m e t r ic a  d ’ u n a  f i g u r a  p ia n a  rispetto

a d  u n a  r e t t a  f i ssa ,  p e r  e s t r a r r e  l a  r a d ic e  q u a d r a t a ,  p e r  trac-
c i a r e  u r  a  p a r a l l e l a  a d  u n a  r e t t a  d a t a  p e r  d u e  pu n ti,  p e r  trac-

c i a r e  p e r  u n  p u n t o  d a to  u n a  r e t t a  f o r m a n t e  a n g o lo  d ato  con

u n a  r e t t a  d a t a ,  e c c . ,  m a  so n o  in  g e n e r a l e  a s s a i  com plic ati.

Pantografo.

S u i  l a t i  d ’ un  p a r a l l e l o g r a m m a  a r t ic o l a t o A B C D  ( fig - 568)  o

s u i  p r o lu n g a m e n t i  d i  e s s i s i  p r e n d a n o  q u a t t r o  p u n t i L,M,N,0
in  l in e a  r e t ta .  A m m e t t e n d o  c h e  e s s i  r i m a n g a n o  fissi  su i  lati

a i  q u a l i  r i s p e t t i v a m e n t e  a p p a r t e n g o n o ,  m e n t re  il  p a ra lle lo -
g r a m m a  s i  d e f o r m a ,  il  r a p p o r t o  d e l l e  d i s t a n z e  d ’u n o  d i  questi

p u n t i  a  d u e  d e g l i  a l t r i  r im a n e  c o s t a n t e .  In fa tt i,  p .  es.,  i  trian -

g o l i M LB  , MNC  d a n n o  :

M  L  M B
M N  ~  M C

r a p p o r t o  c o s t a n te  ;  c o s i  p u r e  si  h a  :

L  M  BM
L O  ~  A O

r a p p o r t o  c o s t a n t e ,  e cc .  S u  q u e s t o  t e o r e m a  è  b a s a t a  l a  c 0®^rU.
z io n e  d e l Pantografo, s t r u m e n t o  b e n  n o to ,  c h e  p e rm e tt e  d i  r
p r o d u r r e  ra p id a m e n t e  un  d is e g n o  a m p lia n d o lo  o  rim p ic c

le n d o lo  in  u n a  d a t a  p r o p o r z io n e .  ,
F is s an d o ,  a d  e s e m p io ,  il  p u n t o M  e  fa c e n d o  d e s c r iv e re  a

p u n t o L  u n a  f ig u r a  d a ta ,  il  p u n t o  TV  d e s c r iv e r à  u n a  f ig u ra  sl*
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mile  alla  p rim a .  L e  d u e  f i g u r e  o m o te t ic h e  d e s c r it te  d a L ed

arranno M p e r  c e n t ro  in t e r n o  d i  s im i lit u d in e .
Fissando L , i p u n ti M  ed  O  d e s c r i v e r a n n o  f ig u r e  om  .

il  cui  cen tro d i  s im il it u d in e e s t e r n o s a r à L. L o s  es

per il punto N p o ic h é  si  h a  :

L  M  M B
M  N  M C

da cui :

L M
L M +  M N

___________M B
— M B +~M C

ossia!

L M  _ B M
L N HC

rapporto  c o s tan te .  G o n e r a lm e n t e ,  in  p r a t ic a ,  n e lle  ®PPp f ie tà  ai

meccaniche a  S C O  è  u n a  l o s a n g a ;  m a  le

hanno  con  u n  p a r a l l e lo g r a m m a .

A

« i 1601 e  d iv u lg a 10

.g r a f o fu i n v a n ì » 10 . 4 * ® ° “ “ n*630-
o p e ra  p a u t o g r a p h ic *  l » 0 ® *,’  d e l„  Om o !« “ *  °

v a r i i m o d i, co s i d a piagi°^ra 0̂'
*11  -  » novae y
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PoLipanto grafo.

U n a  m o d i f ic a z io n e  d e l  c o m u n e  p a n t o g r a fo  a b b ia m o  rappre-

s e n t a ta  n e l la  f ig .  569.  L e  s b a r r e  so n o  a r t ic o la t e  n ei  punti:

A , B , C , D , E , F , G 2 , 3 , 4

Q u a n d o  s i  p r e n d e  c o m e  c e n t r o  d i  ro t a z io n e  (p un to  fisso)  il

p u n t o 1,  e  s i  fa  s c o r r e r e la  p u n t a 5 s u l  d is e g n o ,  le  m a tite 2,3,4,

d a r a n n o  c o p ie  r i s p e t t iv a m e n t e  V «  ,  J/«  , 3U p iù  g r a n d i  d e l  m o -
d e l lo  Q u a n d o  2  s a r ò  s c e l to  c o m e  p u n ta  t r a c c ia n t e  su l  m ode llo »

l e  m a t it e  3 , 4 , 5  d a ra n n o  c o p ie  r i s p e t t iv a m e n t e  d u e ,  t r e  e

q u a t t r o  v o lte  p iù  g r a n d i  d e l l ’o r ig in a l e .



ROMPICAPO GEOMETRICI

Trasformazioni e scomposizioni di Poligoni.

>* - Trasformare un poligono in un triangolo equioalente.
A{ a ,  AaAt As il  p o l ig o n o  d a to  e  si voglia t r a s fo rm a r lo

nei  tr ian go lo  e q u iv a le n te  c o n  la  b a s e  su lla  re t t a A,,A i,
vertice B a s s e g n a to  s u  q u e s t a  r e t t a  e  u n  s e co n d o  ve

C on giu nto  ^

rnnto  O  a s s e g n a to nell^nterno d el  p o U l0^  p a r 8 nto  J r

i  v e r t ic i  d e l  p o l ig o n o si  c o n d u ce ^ *  un P” " *

c h e  d e t e r m in e r à  su l  p ro lu n g  ad o At e  cos i  v
questo  s i  c o n d u c e  la  p a r a  e  ^  p un to  #-.  •
n e r e  su l  p r o lu n g a m e n to  di 1
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I  t r i a n g o l i  O A ,  S ,  ,  O B A ,  s o n o e q u iv a le n t i  co m e ,  p u re  OA,

O S , A , ,  q u in d i :

OAt S , =  O S A ,  +  O A ,  A ,

e p p e rò  in  u lt im o  si  a v r à  :

O S  B s  =  O B A ,  - f  O A ,  A ,  +  O A ,  A 3  +  O A 3  A ,  f  O A ,  A ,

q u in d i :

O  B  B s  ̂  A ,  A ,  A 3  A ,  A s

I I .  — Trasform are un esagono regola re in  un quadrato-

si c o m in c ia  c o l  t r a s f o rm a r e  l ’ e s a g o n o  r e g o la r e  in  un  parai-

e lo g r a m m a ,  r iu n e n d o n e  l e  d u e  m e tà  c o m e  in  f ig u r a  ottenendo

AD EF  (f ìg .  57i).  C o n  c e n t r o F  e  r a g g io  u g u a le  a l la  m ed ia  pro-

p o r z i o n a le  t r a A F  e  l ’a l t e z z a  d e l  p a r a l le lo g r a m m a ,  si  t r ac c ia

u n  a r c o ,  s e g a n d o  in L  l a  s e m i -s i r c o n fe r e n z a  d e s c r it t a  su A F
c o m e  d i a m e t ro .  C o n d o tt a  l a  A L, a i  fa L H — L F. R isu lta cosi

d iv iso  l’e s a g o n o  in  c in q u e  p a r t i  i ,  2,  3,  4,  5  c h e  si  p osso n o  r iu -

n ir e  in  q u a d r a t o  n e l  m o d o  in d ic a t o  n e l la  f ig u r a .
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IH* - Scomporre un pentagono regolare in sette p a r t i ta li
da  poterle  riun ire  formando un quadra to .

Sia ABCDE il pentagono dato ( f l g . 572>. Prolunghiamo la s u a

diagonaleAC di A F = AB  e conduciamo EF. Risulterà il -
peiio CFED equivalente a l pentagono dato. Conduciamo a ^
J*l punto m edio l i di E F la parallela a  D C ; avremo 1
rodo il parallelogramma GJCD equivalente al pentagon •

F ' g ‘ 572 - d ia m etro

ia m o  u n a semi-circonferenz p  e  di  ^ ^ p a r a l l e l o *

n o ia in K  c o n  u n  a r c o  d ic jm ^  ^
ia  p r o p o r z i o n a le  t r a  tten ia m o  1 9  ^  q u a d ra »0  ^
GICD. C o n d u c e n d o Q *  *  C os tru  ^ ‘^ p o r l o  con

Isp o n d o n o  a l  t r i a n g °  c om e  si  P °
lato riesce ta c i le v e d « ;® 4 5i «j, 7.



— 622 —

I V .  — Dato un quadrato scomporlo in centi tr ia ng o li uguali

S i  o p e r a  la  s c o m p o s iz io n e  c o m e  è  in d ic a t o  n e lla  fig .  573  par-

t e n d o d a i  p u n t i  d< m e z z o d e la t i  d e l  q u a d r a t o .  S i  può mettere

i l  p r o b l e m a  a n c h e  s o t to  q u e s t a  f o r m a : D ati centi triangoli

F ig . 573.

F ig . 574.

re ttango li  ugua li, coi cateti uno doppio de ll’ a ltro^ disporli in
quadrato o in cinque q uadrati  uguali. L a f i g . 574 r is o lv e il
p r o b le m a n e lla  s u a  s e c o n d a p a r t e ,  d a n d o d i  p iù  la  d is p o s iz io n e
d i  c r o c e  a i  c in q u e  q u a d r e l li .
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* « « ? ó » „ m , «  O  i l  m Z " ■ '•à ‘" ° ■ c ° "  » »  ta to
m > ancora A v - P ù e si bracci In _e8,mo- Si Porti su P q ,

* r ì »  T > '°  *  = o “ „ £ ~ >  J »  * ■  9 *  ì
d a  //  ia  p a r a l l e l a f i 4/

t’I.

« * 4 a . S| F i g ‘ 575-

«U n A .®  q u a t t r o ° o A ® ? ^ ? lp08.to  il  q u a d r a t o ABCD in  un  tr ian -
dere  „  1  d ° e  q u a d r a t i .  *  a t e r i  *»  2>  5  i di questi, il primo è co-

1116 s i  d e v o n o a-’ q u a n t 0  a I le  f ig u r e  2,  3,  4,  5, è  facile  ve-
J sp o rre  p e r  c o m p le t a r e i l quadrato PQRS.

" °<*to tin t r -
r 9 scomDOr.l,anFol° re ttangolo coi cateti nel rapporto d i
’0rmino .. ° ln tre figu re che, conoenientemente unite,

1. ^ Un quadrato (flg. 576).

d ~ ~ Slano AB  = 9 BC — 8. Conduco dal punto D
6 c° nduCo  a  P a r a l l e l a  a  f iC .  D iv id o  £ .0 in tre parti uguali
Quattro Dar-,- P *  n r parallele a B C. Parimente divido B C in

»  1 U g u a l i  e  c o n d u c o le parallele ad AB, eF, gB, 3.
Ù&CB in ^°Sl la sPezzata F G H L M N c h e divide il trapezio
nella f U,e parti- D isp o n e n d o queste e il trapezio ADE come

h a v r ò  il  q u a d r a t o di lato 6.
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0

I I. Soluzione. —  F a c c io B M = ~ y — (ftg . 578) e c on d uco M N

p a r a l l e l a  a B C. D a l  p u n to  m e d io  P  d e l l ’  ip o te n u s a  a bb a ss o  la

F ig . 577.

8 R
F ig. 578.

c
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B  C
perpendicolare 9u BC fino  in  Q.  F a c c io  p o i BR =  — ^—  e  c o n -

t o la parallela RS a d AB. D isp o n g o in fin e le fig u re APQM,
PQS RC , M S R B nei  m o d o  in d ic a to  in  f ig u r a  ed  o t t e n g o  il

pdrato voluto.

- Dati  due  tr ia n g o li A  B  C  ,  A  D  C d i f*ise comune e di
altezze uguali, si può scomporli in elementi sovrapponi'
m. (Gerw ien).

7C

",  . [) eli®  incon «i °*
-ondotta  la  c o n g iu n g e n te  d e i  v e r t ic i B e jn cjflScuno
0  ^  b ase  c o m u n e A  C , b a s t e r à trad CJf,'\tr0 s i otterranno
1 tr ian go li  d ati ,  le  p a r a l le le  ai  la t i  del1 ® .b ilj  c he in flS ura

Quattro  t r ia n g o l i ,  d u e  a  d u e  s o v rap p  ^

?° design a t i c o i m ed e s im i n u m eri- t r ian g oli dflti
‘'ì  fi  pun to  O  c a d e  in  C ,  c ia s c u n o  u a ttro,  eco- Q

sp osto in d u e so l i t r ia n g o l i a n z ic e ^

J a g n a t i c o i m e d e s im i n u m eri. oIi dati d0
1  fi  pun to  O  c a d e  in  C ,  c ia s cu n o  ua ttro,  eco- Q
sp osto in d u e so l i t r ia n g o l i a n z ic e c om Plicafcfl*
&de fu o r i  d i AC la  f ig u r a  r ie s ce  m

-  L o c u lu s di Archimede- A tt ilio  F ° rt “ " e S !

indo M a rio Victorino ( IV seco o gioco Sajsterebbe
colo) A rc h im e d e  a v r e b b e  i n v e n t a ^  e  che con
ssi  c h ia m a n o Locu lu s Af*c

 G a B R S I
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in  q u e s t o  : Dato un quadra to d ’aoorio  suddiviso in  t i  peni  di
fo rm e  poligona li  assai  d ifferenti,  rip ro d u r re  con  questi  peni
non solamente i l  quad ra to p rim itivo , ma anche a ltre figure.

M a n c a v a n o  a l t r i  s c h ia r im e n t i  in  p ro p o s it o ,  q u an d o  nel  1899
E n r i c o  S u t e r  d i  Z u r ig o ,  t r o v ò  u n a  v e r s i o n e  a r a b a  d ’ un  libro

d ’A r c h im e d e  s u l l ’a r g o m e n to .  In  d e t t o  l i b r o  l ’ im m o rta le  Geo-

m e t r a  si  p r o p o n e  d i  s c o m p o r r e  u n  q u a d r a t o  in  14  e lem enti  che

s ia n o  in  un  r a p p o r t o  r a z io n a le  c o n  la  f ig u r a  in t ie ra  o sinte-

machion  R iu n io n e d i  r it a g li ) .  C o m e si  v ed e lo sc o p o è dunque
in v e r s o  d i  q u e l lo  in d ic a t o  d a g l i  a u to r i  la t in i  ed  a n c h e  assai

p iù  s cen t ifico ,  c o m e  e r a  d a  p r e s u m e re  t ra tt a n d o s i  df  m ate ria
t r a t t a t a  d a  q u e i  s o m m o.

L a  s o lu z io n e  d ’A r c h im e d e  (u n a  f r a  le  t a n te  c h e  i l  p ro b lem i
c o m p o r t a )  e  la  se gu e n te .

S ia A  B C D  {fl g . 580) il q u a d r a t o d a to e G  ,  S  ,  P  i  Punti  d
m e z z o  d e i  la t i BC ,  CD , DA ;  c o n d u c ia m o  la  d i a g o n a le A C <
le  r e t te PB , PG , PC ; PB e PG s e g a n d o  la  d ia g o n a le  in  Af
M. U n ia m o B a l  p u n to  d i  m e z z o H  d i A N ,  G a l  p u n to  medie
O  d i PC, e O ad  S .  F a c c ia m o  p o i  p a s s a r e  p e r A  e T  un a rette
l im ita n d o la  f r a T  e  V  o ve  s e g a  la P B ;  u n ia m o T col punte
m e d io F  d i PB ;  c o n d u c ia m o la BOQ l im i t a ta m e n te  a l  t r a t t o OQ
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Avremo cosi  s c o m p a rt i to  i l  q u a d r a t o  d a t o  in  14 p o rz io n i*
rettangolo PB e 7  p e l  r e t t a n g o lo PC, c h e  s o d d is fa n o  a  ,

dizione  del  p ro b le m a .  S ia  2  l 'a r e a  d e l  q u a d r a t o  d a t o ,  a v

1. " Triang. C S 0  £  |  t r ia n g . D C P  =  -^ r 2
2.  °  B  C  =  4 OS;  Q C ~ i Q S ;  S C  =  3 Q S ;  t r ia n g .  O S Q E

H y triang. C S O £ ^ 2 .

3. ° Quadrato D Q 0  P £  t r ia n g o lo DCP — ( t r ia n g o lo CSO +

eWang.  G C R  £ A. s .  in fa tt i  i  t r ia n g o l i  s im i li M O R e CGR

M °  __  <  __  G f t  _  A f f i
G C  2 G R  ~  C R

0<JUe  tn a n g . G M R -= - L  t r ia n g . G CK£ triang. COR ; trian

'*8 d u n q u e  t r ia n g . GMR s, t r ia n g . COR s. 24

triangolo GSQ1 £ \  2  -  ( A  ^  t

4.'  5.»  6.»  —  T r ia n g o lo  G  .V  f i  -  2  ?  t r ia n g .  -^ 2 4

8010  —  GA/C .  M a  t r ia n g .  G A f C £
4 -  t r ia n g . P G C -.

2
d  —  _ L 2 e  t r ian -

golo  G C f l  -  J L
- 12 t r ia n g o lo GMR =■

7° Q u a d rato MROP £  t r ia n g o lo PGO -

d  d an no  :

**  {
8-°  T r ia n g . M PN =  t r ia n g . GMR E  ^  2 -

T r ia n g .  V T F rr  *  2 .  In fa tt i  i  tr ian g
» a 48

g o l i s im ili V T F  e

dunque tr ia n g . V T F £ -y - t r ia n g . B T V _ 3

s  1 2  t r i a n g .  P G B  £  - j g -  2 -  ,

t0.°  T r i a n g B T V =  2  t r ia n g . VTF z. 3
é  i  tr ian g 01'  '

sono  u g u a li.

tt.°  T r i a n g .  A 1VP  £  A -  2  Poiché  *
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12.® e 13° T r ia n g . ABH E t r i a n g . NBH E 2 .  In fatti,  sic-

c o m e BC =  2 AP  si  h a B N = 2 N P  e  t r ia n g o lo N A B "= l  trian-
1  i

g o lo ANP z. —  2  ;  d u n q u e  t r ia n g . ABH  E  t r ia n g . NBH

t r ia n g . N a B'E — z .

14.»  P e n t a g o n o NMGTF E t r a p e z . PGTF  —  t r ia n g . M PNE

E * BGP -  t r ia n g . M PN E ^  2  £ E 2 .
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In questa ftg 581 sono in d ic a ti in q u a ra n to ttesim i dell
del quadrato i valo ri d elle a r e e p a rz ia li.  . .
-Vota a . —  L a  c o s t r u z io n e  in d ic a t a ,  e  i  r e la t iv i  r  s

gono  per  un  p a r a l l e lo g r a m m a  q u a lu n q u e .

Nota B. — Si possono dare ai 24 pezzi ora sto ’ ’ „  5g2
gruppamenti, come ad esempio, quello indica o
» cui le «reè sono cerne I, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 1 2 1 e dalla U -
nella quale sono come tre numeri uguali (16).

1 * . -  P r o b le m a  d i  H a r t . D ati due poligoni
porre i l maggiore in modo che con una  c o n o e m e a t ^  ^

sizione degli elementi o tte nu ti si possa interno U
poligono simile a i d a ti e che contenga ne
minore.

F ig .  584. er __ venne Ja mi ri-

d e s t o  p r o b le m a  p r o p o s t o  da  ^ ^ / ^ c n t t i *” 11 6 circ0S°

8olto  s o lta n to  n e i  d u e  c as i  d i  P ° lh , r* n ’ E1 (fls- ***

a l  c e r c h io . 4 b  C D E . B * & h 1, L * -
Poligoni	 circoscrittihili•	Siano	̂ 	 ^ 	 ^ 	 £ ,	9/	 e	 ’	 '

e 585) i q u e p o l ig o n i s im ili d o t i ,

tìi
)■:'

ili
f i .

} }l
il;.
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d Ì  c o n l a t t o  d e i  lo r ( >  la t i  c o l  c i r c o l o  is c r it to .  Indichiamo
is t a n z e d a i  v e r t ic i  A ' ,  8 ' - . . .  a i  p u n t i  di  c o n ta t to F , (?••••

• ni, n, p, f/, s. D a l  c e n t ro O a b b a s s ia m o le perpend icolari

su i  l a t i  d e l  p o l ig o n o A B C DE e
p o r t i a m o m  su OF, d a F  in a',  e
s u OM  d a M  in a : p or tia m o q su

OM età M  in e' e  su OL da L in e
e c o s i d i s e g u it o rispettivam ente

s u i  la t i  o m o lo g h i .

Otterremo cosi dei triangoli
rettangoli due per due uguali
A  M a  ,  A F a '  ;  MEe  ,  E H e .............

Q u in d i l ’ a r e a d e l la fig u ra poli-

g o n a le  t r a t t e g g i a t a  e q u iva le  al

p o l i g o n o A B C  D E .
I  p o l i g o n i  t r a t t e g g i a t i ,  d is p o s t i  c o m e  n e l la  flg .  586  costitui-

s c o n o u n p o l ig o n o s im i le a i  d a t i  e i l  p o l ig o n o in te r n o ad esso

A >' C'1  D "  E " é u g u a le  a l  p o lig o n o  d a t o A 1 Bt C’ D' E'. Infatti
p e r la s im il i tu d in e d e i  t r ia n g o l i AFa' , BFb g l i  a n g o l i Aa’  0
B b O  s o n o  s u p p le m e n t a r i  e p p e r ò a ,  F ,  8 ,  è  u n a  r e t t a ,  cono*
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W t 	ecc. Il	 poligono A,	B,	 C,	 £>,	E,	 e  poi  simile  ad ABC7)E 1
perché	:

j  .  OA|	=	A	 fl,	= 	 S	 •	 • A a'	 + 	 Bft
------= 	 tfCA	 B

A ,	B,	 B,	 C,	 _
A B 	 ~  B C

Fi g- 587‘

d ile ad A ’ B ' C ' P X '

ad A " 	B"	 C" 	Z>" F"> ess0 6 8im [10 gte3so angolo
A"  =  A  com e  su p p le m e ^ r »  ,  cc^  ^  ^

=  F O M  e A " 	B "  =  a '  *  -  £  + ,e  « i  F , .  <*  •  * Y o .  Con-
1, B,	 C,	 D, F , è circ0S^ nla'tI col circolo « roagg|0re
iti di co ntatto dei 8U° ‘ ne si è f 10 ' gi0 O F  del

possibilità della co minore de

I*ÌHa
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Poligon i is c r it t ib il i.  S ia n o A B C D , A ' B' C' D' ( f ìg . 587 e 588)

i  d u e  p o l ig o n i  d a t i .  S e g u e n d o  le  m e d e s im e  co s t ru z io n i  ed  anno-

ta z io n i  d e l  c a s o  p r e c e d e n t e  a v r e m o  la  f i g u r a  po lig on a le  trat-



leggiate Aa'a B b'
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i  c u i  e le m e n t i  d is p o s t i  c o m e  n e lle
«g. 587-588-589 fo r m e r a n n o il p o l i g o n o c e r c a t o , c o m e _ e J a c ^

dimostrare  in  m odo  a n a lo g o  a  q u e l l o  s e g u i t o  P  d e jla  c o _

rione  nel  p rim o  en90.  L a  c o n d iz io n e  d i  Po sS l  )  -S b a s s a t e  d a
Eruzione  si  è  ch e  c i a s c u n a  d e l le  p e r p e n d ic o  a  1  c o r r i s p o n -
Osui lati di A B C D s i a  m a g g i o r e  d e l la  m e t à  d e l  c o r

dente  lato  di  A '  B '  C '  D \

Un quadrila te ro  trooare  un  punto  tale  che,  unen-
dolo coi punti  d i mezzo dei la t i  ne r is u lt i  scomposto i l

C

D
A H

F ig . 590-

•D-  j  a n a l o g a m e n t e  »*  “ ■
c*aino la F G  (c h e  s a r à  p a r a l le la  “ “ “

li  pu nto  c e r c a t o  s i  o t t ie n e  >
condotte  r i s p e t t iv a m e n t e  d a l

rill’a ltra .  D im o s t r i a m o lo  p e r
(ftg-  590);  a n a lo g a m e n t e  si  d i q



p o ic h é  :

1BCD E ~y  A BCD e  F C G I H  - j -  i5 C Z )

M a  s i  h a  p u r e F O G C E F C G I  p e rc h è  h a n n o  una  parte  co-

m u n e  F G C  e  i  t r ia n g o li  F G O  , FIG  s o n o  e q u iv a le n t i ;  dunque;

FOGC — ~ A BCD

XI.  — S com p o rre un c irc o lo d a to in u n n u m ero qualunque
d i  p a r t i  e q u io a le n il  f r a  lo ro ,  ta n to  in  a rea  che  in  peri-
fe r ia .

F i g . 591.

S e  A A '  i l  d ia m e t r o  d e l  c i r c o lo  c h e  s i  d e v e  d iv id e re ,  p e r  es.,
in 5 p a r t i e q u iv a le n t i. S i d iv id e AA ' in  5 x 2  =  10  p a r t i  u g ua l i
r ,  in  C  , D  ,  E ............... ;  in d i  co n  r a g g i  u g u a l i  a d  r ,  2/*,  3 r , * r
si  d e s c r iv o n o  i  s e m i-c ir c o l i  in d ic a t i  n e l la  f lg .  591.  S i  h a n n o  cosi
c in q u e  s u p e r f lc i  a  c o n to rn i  c i r c o la r i  ch e  s o d d is fa n o  a l l a  q ue -
s t io n e  p r o p o s t a  c o m e  si  d im o s t ra  fa c i lm e n t e .
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Pavimentazioni geometriche.

La  riunione  d i  p ia s t r e l le  d i  v a r ie  fo rm e  p o lig o n a li  p re se n ta

in  varii  oasi  non  lie v i  d i f f ic o lt à  e p p e r ò  si  p re s ta  ad un an a lis i

matematica,  cu i  a c c e n n e r ò  s o m m a r ia m e n te .
Le  forme  p o l ig o n a l i  c o m u n e m e n t e  u sa te  p e r  p av im en t i  o  d e -

corazioni  g e o m e t r ic h e  in  g e n e r e ,  so n o  le  p iù  e le m e n t a ri ,  c io è  •

triangolo  e q u i la t e r o ;  q u a d r a t o ;  e s a g o n o  e  o t ta g o n o  re g o la r i .

F ig . 594-

iciamo con lo stabilire che il tr ian go lo , il qu* ^ m a re

io sono i soli poligoni che si possano usa ter (n jn/ COn
d’ un medesimo tipo di poligoni ; . ecC n o n si

>nf regolari, ad es., con ettagoni, o isosceli
> comporre d segni senza lacune- v e rtjce cod-
nninni di noli«oni nelle qu a li in ciascun
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v e r g o n o  g l i  s t es s i  a n g o l i  ;  e s s e  p o s s o n o  in o ltr e  ottenersi  so-

v r a p p o s t e  p e r  c a p o v o lg im e n t o ,  a p p l ic a n d o  in  un a  certa  posi-

z io n e  u n  p o l i g o n o  s o p r a  u n  p o l ig o n o  u g u a le  qu a lu n qu e .

C o s ì , p e r e s e m p io , n e lle f lg . 592-593-594-595-596-597-598 l’unione

é  i s o s c e le .  S i  p u ò  v e r if ic a r e  la  c o n d iz io n e  d i  sovrapposizione

F ig . 595.

p e r  c a p o v o lg im e n t o  s e r v e n d o s i  d i  c a r t a  t r a s p a r e n t e  s u lla  quale
si  d e c a lc h e r à  c ia s c u n  d i s e g n o .  D o p o  c a p o v o lg im e n to  si  farà

c o in c id e r e  u n  p o l ig o n o  d e l  d i s e g n o  in iz ia le  c o n  un  po ligon o

F ig . 597.

u g u a le  q u a lu n q u e  d e l  t r a s p a r e n t e  ;  si  v e d r à ,  fa c e n d o  ru ota re
q u e s t’ u l t im o , se in tu tte le p o s s ib i li  c o in c id e n z e d e i  d u e p o li-
g o n i  se  n e  tr o v i  a lm e n o  u n a  c h e  d ia  u n a  s o v r a p p o s iz io n e  p e r -
fe t t a  p e r  tu t ta  la  f i g u r a ,  s u p po s ta  in d e f in ita .

N e l le  f ig .  599  e  600,  a d  e s em p io ,  l ’u n io ne  no n  è  is o sce le .
In  u n  p o l ig o n o  r e g o la r e  d i n la t i ,  la  so m m a  d e g l i  a n g o li  è

d a t a  d a (n  — 2) it, ed  o g n u n o  d i  e s s i  d a  :

( i l — 2) 71

n '
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Perché  sin  p os s ib i le  r iu n ir n e  d iv e r s i ,  u g u a l i,  a t to rn o  a d  uno

stesso  punto  è  n e c e s sa r io  c h e  ta le  e sp r e s s io n e  ra p p re se n ti  una

parte  aliquota  d i  360°  ;  si  d e v e  d u n q u e  a v e r e  :

in — 2)rt ■ 2 re . n -  2  2------	 	 —	 —	—r—	 ossia	 -------- =	 - j rn  k  n  k

dove k è  un  n u m e ro  in t e ro  u g u a l e  a  3  o  m a g g io re  di  3.  P e r

^ =  3 si  ha n = 6 e  p e r k > 3 si  h a n <  6,  d u n q u e  no n  si  p uò

risolvere  il  p ro b le m a  co n  p o l ig o n i  d i  7  o  p iù  d i  7  lati.

F ig . 599. F i&- 600‘

Se n è  d isp a r i ,  i  n u m e r i n — 2 ed n sono  p rim i

A z io n e — è i r r id u c ib i le  ;  qu in d i  2  e k sono
j. ^
l n ~2  e  d i  n .  P e r  c o n s e g u e n z a :

n -  2  =  1 n =  3

k  =  n x 2 k ~ 6

fra  lo ro e  la

equimultipli

Se n è pari, poniamo n = 2ni ; avremo.

m —  1
m

2
k

La  fra z io n e  — — --  e ss e n d o ir r idu cib i le
m

m  — 1  =  1 in  =  2 n = i

Si  Può  a n c h e  d im o s t r a r e  ch e  è  im possib '

avellati con p o l ig o n i conv ess i.

ha :

s  2 «  =  1

a s s o c ia r e  p o lig o n i
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—  Il  p r o b le m a  g e n e r a le  r i g u a r d a n t e  q u e s t a  m a te r ia  consiste

n e l  r i c o n o s c e r e  se  e  c o m e  s i  p o s s a n o  a s s o c i a r e ,  sen z a  sovrap-

p o s i z io n e d i  p a r t i  e s e n z a s p a z i  v u o t i  d e i  p o l ig o n i regolari
convessi, o m e t t e n d o  la  c o n d iz io n e  c h e  e s s i  d eb b a n o  essere

tu t t i  d ’ u n o  s t e s s o  n u m e r o  d i  la t i .  S i  p o l r à  po i  s tudia re  una

e s t e n s io n e  d e l  p r o b le m a  a l  c a s o  d i  p o l i g o n i  ir r e g o la r i .

N o n  s i  p o t r a n n o  f a r  c o n v e r g e r e  in  u n  p u n to  m en o  di  3  po-
l i g o n i .  In d i c h ia m o  c o n a  , b , c i n u m e r i d e i lo r o lati, suppo- \
n e n d o l i  d is p o s t i  p e r  o r d i n e  c r e s c e n t e  d i  g r a n d e z z a .  Com e  già  j

a b b i a m o  o s s e r v a t o  g l i  a n g o l i  a l  v e r t i c e  d i  c ia s c u n o  dei  poli-  i
g o n i  h a n n o  p e r  m is u r a  :

Ja_~  2)  2  {/>  -  2)  2 (c - 2)2 i

a  b  c

e  s i  d o v r à  a v e r e  :
;

( a  -  2)  2  . (b -  21  2  . <c -  2)  2  ,  *

H--------- + ----------b---------+ -----------5--------- 1

o s s ia :

a  —  2
a + 2

e  in fin e  la  r e la z io n e  c o n d i z io n a le :

t

a 2

C o m in c ia m o  d a l  p o l i g o n o  p iù  s e m p l i c e ,  i l  t r i a n g o lo  ;  c io è  fac-
c ia m o a  =  3  e  p r o p o n i a m o c i  d i  d e t e r m in a r e  q u a l i  p o ligo n i  si
p o s s a n o  a d  e s s o  a s s o c ia r e .  L a  r e la z io n e  c o n d iz io n a le  d iv ien e .

J _ , J _ = J ______L - _ 1
b  +  c  2  3  —  6

e  :

b >  6 c o n c = 12

P e r b =  '
i  _
c  —

i
6

_ L
1 c =  42

0  =  8
i  _

c  ~
1
6

1
7 c  =  24
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Per; 6  =  9
1

c
1

~ -  6

»

‘  8
c = 18

»

oi!•c. 1

c
_  1

6

1

9
c = 15

» 6 = I l
i

c

1

“  ~ 6 ~

1

10
c  fr a z io n a rio

• 6  =  12
t

c

_  i

~~ 6

1

11

11

F ig . 601.

_  . (, — 12 . c = 12. c,oe
La so la c o m b in a z io n e p o s s ib i le e a — ’ p e r a = * si hn '

^ a n g o l o  e q u i la t e r o  e  d o d e c a g o n o  r e c o

e  co m b in an d o  q u e s t a  u g u a g l i a 112®  con

biam o :

la re laz ion e b = ab-

P er  6  = 5 ,  c  —

»  0  =  6  ,  c  *
* n  —  7  ,  c
*  n =  8  ,  e  =

i < t>

oc iaz ione  i n a f f l ® » »

•az ion a rio possib ile
. fiom binaz - v
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P e r a  =  5  s i  h a  :

P e r b  — 5  .  c  =  10  c o m b i n a z i o n e  i n a m m i s s i b i l e .
P o n e n d o  in f in e a  =  6  s i  t r o v a b  =  6  ,  c  =  6  c h e  é  la  com u-

n i s s i m a  a s s o c i a z i o n e  d i  e s a g o n i .  R i e p i l o g a n d o abbiamo dunque

q u e s t e  s o l e  c o m b i n a z i o n i  p o s s i b i li  :

a  — 3 b  =» 12

«MIIc

a  —  4
aoil

OCil

a  —  6 b  =  6 « II

Fig. 602.

C o n  a n a l o g o  p r o c e d i m e n t o  s i  t r o v a  p e r q u a t t r o  p o li g o n i  da
r i u n i r e  a t t o r n o  a d  u n  p u n t o :

n a = 3 ò = 3 c =  4 d = 42

e * ) a  = 3 COII e = 6 d = C

e * * ) a  =  3 6 =  4 c •=� 4 d  =  6

(* '* * ) a =  4 IIc11o

d  =  4

C o n  l a  c o m b i n a z i o n e  (*>  n o n  è  p o s s ib i l e  r i s o l v e r e  il  p r o b l e m a .
L a  (* *)  d à  l u o g o  a l l e  f i g u r e  602  e  59 5.  N e lla  p r i m a  i  d u e t r i a n -

g o l i  a d i a c e n t i  v e n g o n o  a  c o s t i t u i r e  d e l l e  l o s a n g h e .



La  com bin az ion e  (***)

flg. «03-604-605.
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<18  l u o g o  a ll e tre a s s o c ia zi o n i delle

F ig . G03.

F ig .  604.

Con  a s s o c ia z io n e  d i  c in q ue
p o l ig °ni  n° n

n phe duegi hanno c u »

co m b in a z io n i :

4i — ghbksi.  - Matem- diUtt

e
e

3=  *

= 6
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>

F i g . 608.

Fig. 609.

Poligoni sferici associa ti.
e  a  q u a n t o  a b b ia m o veduto relativamente a lla
'  io-nni D el piano, po s sia m o studiare il pro-■ - ■ duali tono i poligoni•fera.

flc n te  a quanto a b b i a m o  v e d u t o relativameu**  - - -
*® d i p o l ig o n i n e l piano, po s sia m o studiare il pro-
b a m e n te a ll a sfera, cioè : Quali sono i poligoni
orici che si possono impiegare per coprire la sfera,
andò che poligoni uguali tra loro,associati in ugual
torno ad un oertice qualunque d’uno dei poligonif
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P e r  t r a t t a r e  d i  q u e s t o  p r o b l e m a  o c c o r r e  r ic o r d a re

q u e s t o  t e o r e m a  d ’ E u le r o : In qua ls ias i poliedro conc
num ero delle costole C aum entato d i  2 è uguale a l  i
delle Tacce F aum entato del  num ero degli  spigoli S, os

S ia n o  d u n q u e  :

n i l  n u m e r o  d e i  la t i  d ’ u n  p o l ig o n o .

K  il  n u m e r o  d e i  p o l i g o n i  a t t o r n o  a d  u n o  stes so  ve

m  il  n u m e r o  d e i  p o l i g o n i .
A  l ’a n g o lo  d ’un  p o l ig o n o .

L a  s u p e r f ic ie  d ’un  p o l ig o n o  s f e r i c o  e s s e n d o  co n te n u t a m
n e l la  s u p e r f ic ie  d e l l a  s f e r a ,  a v r e m o  :

P e r  n  =  3  s i  h a  :

e  d o v e n d o ni e s s e re  u n  n u m e ro  in t e r o ,  n o n  si  p o sso n o
a K  c h e  i  v a lo r i  3,  4  e  5,  a i  q u a l i  c o r r is p o n d e r a n n o  p e
v a lo r i :

n

C +  2  =  S  -4- F

JS_

m
n A — 2 (n<i — 2<t

1

d a c u i :

n (A  — 2<<) +  4

M a a b b i a m o :

2  (rt  + K) — K n

m	= 	4 in  =  8 in  = 20

P e r n — 4  si  h a  :

e  n o n  s i  p u ò  a s s e g n a r e  a K  ch e  il  v a lo r e  3,  d a  cu i ni = 0.



Per « = 5 si })a
645

m
i ò - T à :

Per n  J f ì l n ™  ° * c h e 11 v a l ° r e 3, d a  c u i  m  =  « .

m  =
/r

demente, p e r n  fi k, 8  CU n  v o lo r e > il c b e a v v ie n e p u re ,  for-
"Aprire  ] a  Sfe r „  ‘  o n  ai  l̂ f ln n o  d u n q u e  c h e  5  m a n ie re  di
sSU8l nume ro ,.  n P o l i g o n i r e g o la r i u g u a li,  d ispo sti in

rn o  a d  u n o  s t e s s o  v e r t ic e .

°88ervazioni :

r,smo  un  p o l ì e d ^ 16  e s *s to n o  s ° i i  5  p o l ie d r i  r e g o la r i  ;  c o n sid e -
^Ue  a  due  i  S U o-  °  r e ^ ° / a r e  is c r i t to  n e l la  s fe r a ,  e  c o n g iu n g ia m o

•tao:  av rem o  l . V?r t *c i  c o n s e c u t i v i  c o n  a rc h i  d i  c irc o lo  m a s -

<’io9Ue  m a n ie re  l a  s ^e r a  ,n  P o l ig o n i  r e g o la r i  u gu ali.  L e
COrrispondon o -t  *  d iv i '^e re la s fe r a in p o ligo n i r e g o la r i  u g ua li
esi'stono  a lt r e  Un<l ue  fli  c in q u e  p o l ie d r i  r e g o la r i  e  non  ne

bim ano  n o n  c a m b ia n o  q u a n d o  n e l  p ro b le m a  si  sop -
irà i0ro o o d iz io n i c h e i  p o l ig o n i s ia n o regolari ed uguali
Ciat|  in  ua-ii  T * ' 8  S*  *a s c ^ Q u e lla  c h e ess i  d e b b a n o esse re asso-
Per d are &ìi  n u in e r o  a t t o r n o  a  c ia s c u n  ve rtic e .

Vare clip n ,  8  ^o r m ° i a  (* )  t u t t a la s u a  g e n e ra lit à  ba sta  o s se r-
Come  1  \e o re m a  d ’ E u le r o  s i  a p p lic a  a lla  s fer a considerata
sfepiCl* ni a  fa c c e  c u rv e  le  cu i  fa cc e  sono  i poigoni
spigo] J .  ®  la  S c o p r o n o ,  d i  m o d o  c h e  se  5 è il nu m ero  degù

lazi0n e dl t8 le P o l ie d ™ > C quello  d e l le  c osto le , abbiamo la

d e r id o

S + rn = C + 2

m il  n u m e r o d e lle fe c ce . M a abbiamo:

C)

S  =3 n  • m
K

A =
n m
2

6  s°8 i ilu en c lo  n e l la  ( ” )  r ic a d r e m o  n e lla Cb
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I poligon i m assimo e minimo.

D a ti 7 p u n ti  a  ,  b  ,  c  d  ,  e  ,  f ,  g come nella  ftg 610, quale
è la linea poligonale che l i unisce racchiudendo la minima
o la massim a superficie ì
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geometria della carta piegata.

I n d i c h e r e m o  a l c u n e  d e l le  f ig u r e  c h e  s i  p o s s o n o  o tte n e re  con

s e m p  ic e  r i p i e g a t u r a  d ’ u n  f o g l i o  d i  c a r t a  s o t ti le ,  tr a la -
s  ìa n  o  e  p iu  s e m p lic i  q u a l i  i l  r e t t a n g o lo ,  i l  q u a d ra t o ,  ii  tri-
a n g o l o  i s o s c e l e  ( 1 ).  M

®q q i i a t e r o -  —  A b b i a s i  u n  f o g l io  d i  c a r t a  (ftg. M )
. a °  q e q u a *e è n e c e s s a r io  c h e  s ia  r e t t i l in e o ;  su  questo

1 s e g n i n o  d u e  p u n t i  A  e B e s t r e m i  d e l  l a to  d a t o  d e l  tria n go lo

d a  c o s t r u i r e .  S i  p ie g h i  il  fog lio

s e c o n d o MN, c io è  fa c e n d o  coin-

c id e r e  A  c o n B ; s i p ie g h i po i an -

c o r a  s e c o n d o  u n a  r e t t a  A l  che

p a s s a n d o  p e r  A  p e rm e t ta  d i  fa r

c a d e r e B  s u l l a M N in C. S i  co m -
p le t i  il  t r ia n g o lo  p ie g a n d o  se-

c o n d o BC.
P e n t a g o n o  r e g o l a r e .  —  P a r t i a -

m o  d a u n  f o g l i o  d i  c a r t a qua-
d ra ta  ABCD ( f ig . 61 5) e s e g u i a m o
s u AB il  p u n t o X t a l e  c h e  s i a :

F ‘ e - 614-

il fn ^ fÌtenere,qUesto punto X  cominciamo col piegare a metà
CF ?n  s ®c o n d o E F  616> P o i secondo B E  e quindi s u l la

questo nnnt°nCL°udaJar coincidere A sulla BE in H. Segnato
BT  in m od o  d  Ul B E  S1  p i e g h e r è ancora il foglio secondo
B P  m  m o d o da portare H  in  X sul lato AB  d e l quadrato.

chieda il foglio deve°essere r*l>ieKatur‘l cl>e la costruzione rineve essere riaperta prima di procedere ad altre piegature.
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Si  segni  o ra  il  p u n to  m e d io P  d i A X  p o rt a n d o A su X, ® 9*

prenda B Q = A P. R i s u l t e r à P  Q  la t o  d e l  p e n ta g o n o  c  e v o

fediamo  co s t ru ire .  B a s t e r à  p i e g a r e  il  fo g l io  s su BC.
clie  Q  cada  su l  l a t o AD  in R e in m o do siim i

, r  tino  a  portare  -P

c.hA,“ pentaso"°ptó8’”
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il  f o g l io  s e c o n d o  i  s u o i  l a t i PR , R Z , ZS , SQ. N atu ra lm en te

o t t e n u t o  il  p e n t a g o n o  c o n v e s s o  s i  p u ò  r ic a v a r n e  qu e llo  stel-

l a t o P Z Q R S P .
Q u a n t o  a l l a  d i m o s t r a z i o n e  d e l l a  c o s t r u z i o n e  o s se rv ia m o  che

d a  q u e s t a  r i s u l t a  g i à  c h e  i l  p o l ig o n o  f o r m a t o  è  e qu ila te ro ,

e s s o  é  p u r e  e q u i a n g o lo .  O s s e r v ia m o  c h e  :

JìQ 2 -  Q l 2 = l iP - 	— P A 2—	P~Q~	-  PA*

d a  c u i :

W q s = 'PQ2 — P À J + Q A 2 = P Q 2 — F A 2+  ( A B  — P a Y ~  A B

C o s i c c h é  :

i ì Q = S P = f l S  = A B

I  t r i a n g o l i RPQ , p q s  , RZS s o n o d u n q u e is o s c e l i  e  quindi

g l i  a n g o l i RPQ , PQS , RZS s o n o  u g u a l i .  I n o lt r e  le  re t te R Q,
PS  s o n o  l e  b is e t t r i c i  d e g l i  a n g o l i SRP  , RSQ e PR  , QS sono

l e  b is e t t r ic i  d i APS  , BQR,  S i  h a  p u r e  c h e  i  t r ia n g o li  isosceli

SRP  , SRQ s o n o  u g u a li ,  e p p e r ò  :

SRQ - RSP

N e  s e g u e  c h e  :

RPS = PRS => 2 RSP = -4~  90»
5

I  t r e  a n g o l i  u g u a l i R P Q  ,  P Q S  ,  R Z S  v a l g o n o  d u n q u e  c ia -

s c u n o :

4  2  o
_ _ 90« + _ ± _ 9Qo = 90°

5 5 5

E s B e n d o  p o i  u g u a l i  ì  d u e  t r i a n g o l i ZRP  , ZSQ s i  h a  :

ZRP  = ZSQ =  6 x 90» — 3 x ~ 90° = — 90»
5  5

d u n q u e  il  p o l ig o n o Z R P Q S  è  e q u ia n g o lo .
E s a g o n o  r e g o l a r e .  —  S i  p i e g a  il  f o g l i o  ( q u a d r a t o A  B  C  D

f ìg .  617)  n e l  m e z z o ,  s u c c e s s iv a m e n t e  s e c o n d o E F  ,  G H \  P °*
s e c o n d o M  L ,  f a c e n d o  c o in c id e r e  A D c o n E F ,  e  s e c o n d o N Pi



vioj  neL  m e z zo ,  s e o u u u ^  *

; i G £ ,  In fine  si  p o r t a H B a
T e * » * r « "c o in c id e re  co n H



—  «52  -

S i  p u ò  a n c h e  o t t e n e r e  u n  o t t a g o n o  r e g o la r e A BCDEFGH
( f ) g .  619)  p ie g a n d o  il  q u a d r a t o  a e c o n d o  le  d ia g o n a l i  e  facendo
p o i  c o in c i d e r e  l  la t i  c o n  le  d ia g o n a li .

Decagono regolar*c ilm e n t e  a l  , Pentàgono (tìg. 615) si passa fa-
M u »> p u ò a n c h e n t ^ 1  U 1° d o i n d ic a t o d a lia fi£- 620.

m e d io M jy ®n e r e  i l  d e c a g o n o  d ir e t t a m e n t e .  P i « P
* '  P o « « ™  - » * -  S K  e m e n d o  :

ris p o n d e r e  *  8 u U b m  a t t o r n o  a d A i n  m o d o  d a  fa r oot-
° x , Or, e c c . N  ,n  ai  s e g n o .  P ie g h e A 0 , B 0>
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D o d e c a g o n o  r e g o l a r ^  -  D a l l ’e s a g o n o  si  p a s sa  fa c i lm e n te

al  d o d e c a g o n o  c o m e  v W e s i  d a l la  f lg .  622.

I poliedri regolari.
,  /flg  623)  è  fa c i le  a  c o -

d e c a e d ro regolare p e n ta go n a ic ^ p ijc a ti  ^ . dode_

in  c a r t o n c in o  (1).  ad du con o ,
s t e lla t i  ch e  d a  e sso  si

----------- A ! H,velli « « « — n . ap p a ga « -
ii 11 Manuale del K‘ _ lidia. HoepU.
l o r o 	 c o » t r « z i o » * 	 i » 	 ° a r t a -
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I l  dodecaedro stellato d i  te rza specie afacce stellate  (fig . 624)

s ì  o t t ie n e  p r o lu n g a n d o  t u t t e  l e  c o s t o l e ^ ,  c iò  c h e  fa  lo  stesso,

tu t t e  le  f a c c e  d e l  d o d e c a e d r o .
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H dodecaedro stellato d i terza specie a fasce concesse (fig . 616)

si  ottiene  p r o lu n g a n d o  il  p ia n o  d i  c ia sc u n a  fa c c ia  s in o  al  s em -

plice  in co n tro  d e i  p ian i  d e lle  c in q u e  fa c c e  c h e  co n to rn an o  la

faccia opp osta.
Il dodecaedro d i settim a specie (flg -  626) è q u e llo r isu ltan te

dal  p ro lu n g a m e n to  d e l le  c o s to le  c h e  in  q u e llo  di  te rza  specie

formano  i  l a ti  d e i  d o d ic i  p e n t a g o n i.

Fig. 626.

edro (fig. 627) si può ottene tri delle cinque facce
le facce del dodecaedro ai « {triangoli equduter

i; la  s u a superficie consta d * ert,c, . le costole som
er cinque in ciascuno i e) " e on solido L° n 1
ne! dodecaedro. del,e <**• • f^ a id r o

" A r - i ^ d o ,

T ‘ 7 a r J w ” .>K ° «
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Si  ottiene  l ’ ic o s a e d r o  s te l la to ,  o  d i  se tt im a  specie  fflg .  628)

prolungando  c i a s c u n a  f a c c i a  d e l l ’ ic o s a e d ro  fino  ad  in co n tra re
i  piani  dei  tr e  t r ia n g o li  c h e  s t a n n o  a t to rn o  a lla  fa cc ia  opposta

a  quella  che  si  c o n s id e r a .

Il volume della sfera secondo gli Indù.

Ecco il procedimento esposto da E d o a r d o Lagout nelle sue
Lezioni di tachimetria (1876) per determinare il volume delia
sfera, ispirato a quello del geometra indiano Bhàsara^

«U n  f ru tto  d i  p l a t a n o  è  fo rm a t o  d a  un  g ra n  n u m ero  »

midi  a g g lo m e r a t e  a t t o rn o  a l  n u c le o  ce n tra le .  P a ssan

realtà a lla scienza, si  d e v e  s u p p o r re  q u es to  nu c  eo

colissimo, r id u c e n te s i o d un p u n to in v is ib ile ne qua

rebbero  tu tt i  i  v e r t ic i  d e lle  p ira m id i .  . hi  d e -
«  L ’in v ilu p p o  d e lla  s f e r a  e s sen d o  u g u a le  a  qu a  , nprnat0  dalla

scritti  su l  r a g g io ,  s a r à  u g u a g l ia t o  da  un  " P 1® "  d ’uno  dei

connessione di q u a t t r o a ss i, u g u a li c ia scu n p ira In idi a

circoli.  N o n  r e s t e r à  p iù  c h e  a  u g u a g l ia r e  s flran no  unite
riccio e  p e r  q u e s to  le  im p ia n to  su l  r ip ian  .

per le b a s i e n o n la s c e ra n n o a lcu n vuoto . ^ m asce lla di
«C os i  im p ia n t a t e  e s se  p re s e n t a n o  l ’a spe  Ja  m an0

cocco d ri llo  s u l la  q u a le  o c c o r r e  m ette re  a deU'al-
(della  m e n te )  p e r  a p p ia t t i r le  u n ifo rm e ™ 61”  ^  m u ta ta  in  un
tezza. A l lo r a  la  m a s c e l la ,  v a le  a  d ir e  le'  i0 ’s i  a v rà  dunque.

ripiano a v e n te  p e r  o lt e z z a  il  te rzo e ,  ,-c a ;
m ediante  le  o p e r a z io n i  d e l l ’a f r a tachunetu

/  .  .  ^  _ L  del  ra gg io/  =  r ip ian o x  g

l  .  •  x - -  del  r a g g io

S fe ra ,  v o lu m e  )  =  t  ° ree  c ir °  3

|  =  J  x  (4  a ree  di  c irco lo  x raggio)

.  •  «ifls cuna  l ’a r ea  di

« N o n d im e n t ic a te le q “ a ftr0 rico rda re de" e
un  c i r c o lo ;  l a  m a s c e lla  d ‘ c °  u e n d 0 le  al  te rzo *.
Punte che si  a g g u a g l i a n o  app

«  -  O h  unsi.  - M a t r m - 	 d i l f t t .
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Poligono spirale.

P ° * i8 o n o r e g o l a r e ( f l g . 629) i s c r i t t o in u n circolo

, . k - nt^ ° -  • Pe.r  e s e m P io *  u n  e s a g o n o ABCDEF. S i  conducano
..  ,s e  d e *  s u o ^  a n g o l i  a l  c e n t r o .  D a l  p u n t o  di  m ezzo M

n o  ^  a5 \ d e ^ e s a £ o n o  s i  a b b a s s i  l a  p e r p e n d ic o la r e  sulla

aui|8 ° K ^  6  v ’ P*n a  d a l  p ie d e G d i  e s s a  l a  p e rpen d ico la re

v  e  c o s *  s e g u i t o  f in o  a  r i c a d e r e  co l  piede
*  o e n  u lt i m a  p e r p e n d i c o l a r e  s u l  r a g g i o OA.

C

Il  p o l ig o n o A M G H ............y  COaì  o t t e n u t o  v e n n e  d en o m in a i

MGO ° gP r6 d£>  D U  F a y  (1 )'  ~  L e  a r e e  d e i  C i a n g o l i A M -
o r m a n o  u n a  p r o g r e s s io n e  g e o m e t r i c a  d i  ra g io n

k ' =
e s s e n d o  oc  —  O A -O M -— ~ i — ' ' '

R i e s c e  q u in d i  f a c i l e  d e t e r m in a r e  l ’a r e a  d ’u n  p o lig o n o  s p i ra
q u a lu n q u e ,  q u a n d o  s i  s ia  v a l u t a t o  i l  r a p p o r t o  c o s t a n t e k
l ’a r e a  d e l  p r im o  t r ia n g o lo .

i
(I )  H lstoire  de l ’A cadém le dea

Sciences de Paria Ì727.
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P o lig o n o s p ir a l e - u n c in o . — S i o ttie n e u n p o lig o n o sp irale
AMG.....................YY,........................... G ,MtA, d e tto  u n c in o  d al  D u  F a y  p o r -
tand o  sul  r a g g io OA i l  s e g m e n to OAx— OM e  G o n d u c e n d o  suc -
cessivam ente le  p a r a lle le At Mt a d A M, J / ,  G ,  ad MG ....................

C

Q = — —yfi

es s en d o  :

VP  «  a r e a  p o lig on o

\yf =  a r e a  p o lig o n o

£  «  a r e a  p o ligo no

a b c d e f

m x p Qr s
At M, G, • • ' r ,
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C o s ic ch é  si  h a n n o  p e r  l ’ a r e a d e l l ’ uncino  i  s e g u e n t i  va lo ri

p e r  i  v a r i  p o l ig o n i  r e g o l a r i  :

T r i a n g o lo . . . .  .  . U  —  3  2 '

Q u a d r a t o  . . . . . . . a - 2 '

P e n t a g o n o  .  .  . .  .  .  a v
3  2  5

.  .  .  U -------5- 2 '  e c c .
u

E s a g o n o  . . . .

Misurare un angolo L M N senza rapportatore.

D a l  v e r t ic e M  d e l l ’ a n g o lo  c o m e  d e n t ro ,  c o n  r a g g i o  g r an d e

p iù  c h e  s ia  p o s s ib i le ,  s i  d e s c r iv e  u n a  c i r c o n fe r e n z a  c h e  s e g a  i

la t i LM , NM  d e l l ’ a n g o lo  in  O  e  P .  Si  d iv id e  p o i  l a  c i rc o n fe re n z a

in 5, 8,12  e  15  p a r t i  u g u a li  p r e n d e n d o  c o m e  o r ig in e  il  p u n to  0 .
S i  p o r t a  p o i  l ’a r c o OP s u l lo  c i r c o n fe re n z a  to n t e  v o lte  q u an to
è n e c e s s a r io p e r c a d e r e s u u n o d e i p u n t i d i d iv is io n e o tten u t i.

S u p p o n ia m o ,  p e r  e se m p io ,  d i  a v e r  p o r t a t o  d o O nove v o lte
’a r c o OP s u l lo  c i r c o n fe r e n z a  e  d i  e s s e re  c o s i  p e r v e n u t i ,  d o p o

a v e r  p e r c o r s o due v o lt e  la  c i r c o n fe r e n z a ,  n e l  p u n to Q c o r r i -
sp o n d e n t e  o d  u n  v e r t ic e  d e l l ’ e s a g o n o  is c r it to ,  a v r e m o  :

q  2 x 300° + 210° 030" )no 1
L M N = --------- ìj--------- = - y - = 103»- g-
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I l tracoiamento del tunnel.

Due punti A , B sono separati da una catena di montagne,
che supporremo inaccessibili per metterci nella peggiore ipo-
tesi; tali punti son sono visibili ad un tempo per uno stesso
osservatore. Si tratta di determinare:

1. ° Ai punti A  ,  B la direzione AB.
2. ° La lunghezza di AB.

Si tratta dunque di determinare a ciascun imbocco
galleria la sua direzione e nello stesso tempo la ung ez

Fig. 632.

galleria medesima. 1 due osservatori in A e B rilevano
(UnQ	 P0r proprio conto l ’altezza apparente della vetta V
a stella polare. Essi conoscono dunque gli angoli:

VAX  = sl VBY=;?

Pure l’altezza zenitale :
Z A X  = Z' B Y  = y

snella polare. Inoltre, due grandi mire verticali C D . C ’D

ettono di fissare la direzione della rette AC, BC c  e «
recano in un punto invisibile a proiezione del verticei ►
iano dell’orizzonte, piano che supponiamo comune ai



- 662 -

osservatori A , fi. Immaginiamo ora per il punto V una pa-
rallela alla direzione comune delle rette A X  , BY\  sia F il
punto nel quale essa incontra l’ orizzonte comune dei punti
A  ,  fi.  Consideriamo  il  triedro  V  .  A  ,  u  ,  F ;  ne  conosciamo
le tre facce ossia :

FViì = 7 A VF  —  x  A VU = 90° - VAC

L'angolo incognito A ^ F  è dunque l’ angolo <x, ridotto al-
l’orizzonte. Si può calcolare A u F  con le forinole della trigo-
nometria sferica; ammettiamo dunque come determinato AQF.
L’angolo B & F  verrà del pari calcolato dall’osservatore B e i
due risultati riuniti faranno conoscere l’angolo A ò fi. Quanto
alle lunghezze AQ , BQ sono facili a calcolare, poiché essendo
nota l’altezza della montagna, si ha :

A ° = v a Tns

Dunque nel triangolo AUB si conoscono due lati e l’angolo
compreso e si potranno quindi determinare gli angoli QAB,
u fi A e la lunghezza del lato AB.

Naturalmente, per comodità di osservazione, si saranno sta-
biliti A e fi ad una certa distanza dalla base della montagna,
e si dedurranno in ultimo da A fi le distanze A  A 1 , BB> per
avere A 'f i' lunghezza del tunnel.

11 tracciamento del tunnel sotto un fiume non offre difficoltà
essendo, in generale visibili le estremità A e fi del tunnel
medesimo. I procedimenti indicati non servirebbero invece nel
caso d’un fiume o di un braccio di mare di tale larghezza che
da A non si potesse vedere fi. Si ricorrerebbe allora a trian-
golazioni geodetiche.

Applicazioni della geometria
a l c a l c o lo  d e l l a  p r o b a b i l i t à .

Se si considera un’urna contenente 2 biglie bianche e 3 nere
e se se ne estrae una a caso, nessuno esiterà & dire che vi
sono 2 probabilità su 5 perchè la biglia sia bianca, ossia che
su 5 casi che si possono presentare, e che sono ugualmente
posubill, ve ne sono due faooreooli alla sortita d’ una biglia



bianco; la probabilità di questo avvenimento potrà dunque

essere rappresentata con 4-. Ossia, in generale, la probabi-

lità d’un avvenimento é il rapporto del numero dei casi faro-
reooli al prodursi di tale aeoenimento, al numero totale dei
casi che possono realizzarsi, tutti i casi essendo supposti
ugualmente possibili.

I. —Prendendo a caso un punto 0 nell’interno di
golo equilatero ABC, quale è la probabilità c e si po
formare un triangolo con le tre perpendicolari OA,,  u « , ,
OC, abbassate da 0 cut lati del triangolo ? (E. Lemoine).

B

>ia A ’B>C> il triangolo formato unendo i punti di mezzo dei
4 di ABC,  e  M N  una parallela ad AC passante per O, punto
Pposto iuterno ad A'B'C1. Per una nota proprietà la somma
l« + OBt-i-OC, è uguale all’altezza del triangolo equilatero
 ̂C, altezza che è necessariamente maggiore d i*

’> ba dunque:
OB, < OA, + OC, °Ai < OB, f OC,

OC, < OA, -f-OB,
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Inoltre, se 0  è esterno ad A ' B> C\ per esempio, in B C' A':

OB, > OA, + OC,

Cosicché la condizione necessaria e sufficiente perchè Od,,
OS,, OC i possano formare un triangolo è che O sia interno
ad A 'B 'C '. L’insieme dei casi favorevoli può dunque essere
rappresentato dall’ area del triangolo A' 8’ C' ; l’insieme dei
casi possibili dall’area del triangolo A BC, e la probabilità
cercata, dal rapporto :

Area A ' 8 ' C'___
Area A  B  C  ~  4

Si può estendere questa soluzione da un triangolo qualunque
come ha fatto il Lemoine.

Il» Si dà una sbarra che si rompe in tre frammenti. Quale
e la probabilità perchè si possa formare un triangolo con
questi tre frammenti ? (E. Lemoine).

Osservando che i tre frammenti possono essere rappresentati
dalle tre perpendicolari abbassate da un punto O situato nel-
l’ interno d’ un triangolo equilatero sui lati di esso (somma
costante ed uguale all’altezza del triangolo stesso) si è ricon-

dotti al problema precedente, e la probabilità é

M o d e l l i .

Quante invenzioni riuscite egregiamente con piccoli modelli
non hanno poi corrisposto riproducendo i meccanismi nella
dovuta grandezza! Errore in cui facilmente cadono i non pra-
tici di costruzioni meccaniche e coloro cui non sono famigliar*
le cognizioni matematiche.

La ragione degli insuccessi del genere accennato sta in
questo. Se s’ingrandiscono nella medesima proporzione tutte
le parti d’un modello facendole, ad esempio, x  volte maggior**
le superaci risulteranno ingrandite nella proporzione x* ad 1
e t volumi della proporzione x l ad 1. Del resto anche un pro-
fano della geometria può convincersi che facendo un cubo di
lato doppio d’un altro si avrà nel nuovo cubo superficie qua-
drupla <2*) e volume ottuplo (2S).
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In dipendenza dell’ accrescimento lineare nel rapporto z: 1
di tutte le parti del modello, certe forze, come il peso che
dipende dal volume, saranno divenute x* volte più grandi,
mentre certe altre, con gli attriti che sono proporzionali alle
superfici saranno divenute x * volte maggiori, È quindi facile
comprendere come il complesso di queste variazioni, non uni-
formi, possa far si che la macchina non riesca capace di pro-
durre quegli effetti che dalle esperienze fatte col modello si
erano sperati.
Considerazioni analoghe possono farsi riguardo agli animali;

si osservano infatti fenomeni di debolezza in individui che pre-
sentano uno sviluppo fisico eccessivo. Helmoltz ha notato che
se le dimensioni lineari d’un uccello venissero aumentate nella
proporzione da 1 ad sarebbe necessario un lavoro mecca-
nico come n7 per renderne possibile il volo.

Supponiamo di aumentare di tutte le dimensioni lineari

d’un uomo alto m. 1,75; la sua statura diverrebbe di m. 2 ma
>1 suo peso risulterebbe aumentato nella proporzione di 343 a
512; e questo peso dovrebbe essere sopportato da gam e a

cui sezione non sarebbe che ì di quelle di prima. Giova

Però notare come in casi di questo genere non s'tì
fare deduzioni, non diciamo rigorose, ma neanc te s“
mente approssimative, poiché l’aumento di orza
l’aumentato volume dei muscoli costituisce un 1 . ® Drónor-
cosi esprimerci, favorevole, mentre la “ aggi0re fun-
zionale delle ossa comparativamente alla
ghezza ne rappresenta una sfavorevole.

Questioni diverse

L ’area del dodecagono regolare.

Scomponiamo, con parallele tra Ioro p® ^ j"Jlindicato nella
Perfide del dodecagono regolare, ne ^ 80n0 8emi-

634. Come è facile vedere i triangoli rettangoi
riangoli equilateri, ossia-

5 -/ 7«» *A B = b

»sendo a il lato del dodecaedro, ed A C -C
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Si potrà dunque esprimere la superfìcie del dodecaedro nel
modo seguente :

A = a* + 4	ac + 4 6* -f +ab +  8

quindi, semplificando:

A = a* + 2 + 3 + 2  V' 3 -t- \/ 3 ̂

A = a* ( 6 + 3 \/ 3 j =3a*|2 + \/ 3 )

Un  problema  da  pontieri.  — Costruire una passerella at-
traverso il fossato d'uniforme larghezza che cinge una
fortezza quadrata, valendosi di dut travi lunghe precisa-
mente quanto è largo il fossato.

La flg. 635 fa vedere quale deve essere la disposizione delle
due travi. Disposta una di esse in modo da avere A C — C B

risulterà :
e* n _ AH  a
° 2 ~~2~

essendo a la  larghezza  del  fossato.
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La diagonale C O sarà :

a v/ 2 per cui DO — a\^ 2 —

i
i

Ora si h a :

Fig. 635,

d’onde emerge ia possibilità di collocare 1 altra tra FP
giandone le estremità in O e in D.

La gazza e la vasca. — Un giorno d ^ \rg pollici di
dell’acqua in una pozzetta bronco-co l ’acqua ha
diametro sul fondo; essa accorre e trova

A
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diametro. Essa cola oerso il tesoro che ha scoperto; quante
monete di una linea di spessore e di 16 linee di diametro
doorà essa prendere dal tesoro e portarle nell’acqua per-
chè possa bere a suo comodo ì

Sia BG il livello primitivo dell’acqua e D F il livello corri-
spondente al diametro di 6 pollici ed una linea. Abbassiamo
la perpendicolare A  IJ  A  su  B  G  &  EF . Conduciamo A CE
parallela ad HGF.  Siccome un pollice equivale a 12 linee, si
ha successivamente:

A l i  = 36 l B G = 72 l
D F = T i l  A  I  —  2i  l

B C = B G  —  A H  —  36  l
D E = D F — A H — 37 l

Si può scrivere ;
A  J  D E
A I  B C

da cui :

A J = - i i i - I J — A J —A I =  -T- ld  4

Basterà ora esprimere l’equivalenza tra il volume delie n
monete cilindriche e quello del tronco di cono B D F G :

da cui n — 13,7. Occorreranno dunque 14 monete.

n .T T 8 *= !-L / -72i .+  73,+
3  l 4

I l turacciolo geometrico. — Quale forma doorà darsi ad un
unico turacciolo affinché possa otturare esattamente tre
fori praticati in un cartone aoenti rispettioamente forma
di triangolo equilatero dì lato a, dì quadrato di lato a e
di circolo di diametro a t

L a flg. 637 spiega in qual modo si possa risolvere il p ro b le m a .
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F ig . 637.

Cou  u n a  m e d e s im a  a p e r t u r a  d i  c o m p a s so  des^ ” re|’e  .  ^
« r a g g io d iv e r s o . - L e flg . 638 e 639 (ch e e v e n g o n o po, a lla

Fig. 638.
F ig - 639.

«i.	 mostrano	 senz'altro	 come	 si

Medesima  cosa)  e  le  flg-  6W,.e .PTlt0
Possa ottenere f a c i lm e n te  1 inl
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tTn compasso prettamente cine e. — Forse se ne potrebbe
Introdurre (ftg. 623) l’uso nelle nostre scuole femminili....

Modelli geometrici.

Di certe superfici geometriche non è facile, a chi non abbin ^
la mente esercitata agli studi di questo genere, il formarsi ’
un’idea chiara, netta. Da ciò le collezioni di modelli che vanno
dalle forme più semplici (prismi, cono, sfera. ...) alle più com-
plesse, delle quali un libro del Blythe (i) offre un saggio fra \
tanti. — Ho qui riprodotto (2) alcuni dei meno complicati tipi
del genere, la cui costruzione è facile a comprendere.

Nella flg. 643 abbiamo l’iperboloide di rivoluzione generato
dalla rotazione d’ un’ iperbole attorno al suo asse non tra-
sverso, oppure dalla rotazione d’una retta attorno ad un asse
che non le è parallelo.

(1) Blythe \V. 1£. Oh moliti* of eubtc surfaem.
(2) Dal «Oosnuitt,.
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La tensione dei fili si ottiene con piccoli pesi attaccati a
ciascuno di essi. Servendosi di fili rigidi, metallici, o di fili di
caucciù si consegue meglio e più semplicemente lo scopo.

Fig- 643.

.. traverso iteri della
li vengono «mpllcemen» lungo I.
circolare inf.no», •£ ^'Lacere « « " “ <,rn0 ® *
erticeli si può modificare
ella superfìcie. si hanno Sene™ ‘rme sj vede
disposizione della flg rboi0jdi coassia 1
si possono avere due ip
?. <U4.
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Si può generare il paraboloide iperbolico mediante due para-
bole i cui assi sono paralleli, diretti in sensi contrarii e i cui
piani fanno tra loro angolo costante ; si fa muovere una di
esse parallelamente a sé stessa, in modo che il suo vertice

Fig. 644.

descriva l’altra. Ma siccome la superficie ammette un doppio
sistema di generatrici rettilinee, è preferibile considerarla
come generata da queste rette.

Nella figura 645 Tannatura è composta di un quadrilatero
sghembo a lati uguali, con fori equidistanti; ì iati sono sno-
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dati nei vertici, per modo da permettere di far subire
drilatero tutte le possibili deform azioni,*ziJ P arabo_
variazioni nella superfìcie, dalla losanga

Fig* 6*5,

ica, passando per U . ^ “ sicurata niedi®",oideP P̂erboliCÙ
ìli nelle deformazioni e ~itro Parabìli nelle deformazioni e a Ur0 parabot

La flg. 646 rappresenta orizzontale-
quale uno dei piani diretto

43	 - 	 G h kRSI.	 —	 M°tem-



Questo modello permette di rendersi conto delle posizioni
particolari nelle quali il contorno apparente (che general-
mente  è  una  parabola)  in  proiezione  su  di  un  piano,  conve-
nientemente scelto, si riduce ad un punto.

Fig. 646.

Nella fìg. 647 abbiamo l’elicoide sviluppabile, superficie luogo
delle tangenti ad un’elica traccia su di un cilindro di rivolu-
zione- Si è ottenuto il modello di questa superficie basandosi
su questa sua proprietà : La sezione prodotta da un piano nor-
male al cilindro di base è una evolvente della sezione retta di
detto cilindro (evolvente di circolo nel nostro caso). 1 punti
d attacco delle generatrici debbono essere previamente deter-
minati con un disegno, in modo che i punti di contatto delle
tangenti coll’elica siano equidistanti. Questa curva permette
di rendersi conto della posizione del piano osculatore d’una
curva gobba e rende evidente l ’ identità delle caratteristiche
di questi piani osculatori con le tangenti alla curva Essendo
questa superficie sviluppabile, si può riprodurla in cartoncino.
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Fig. M7.

I nastri paradromiei.
. i o i d i diametro assai maggiore

obiansi tre anelli di carta 1,2,3 d ®' rli si taglino
uello rappresentato nella flg- 6*»- , r„jiezza per 1 metro
e strisciole di carta di circa 5 ero- jtà direttamente,
,50 di lunghezza. Se ne incollino 0 aneu0. Se invece
ie nel N. i della figura e si avra i f  de„ e egtremità del
collano dopo di aver fatta g r® ? p8ndo infine due tor-
ro su sé stessa si avrà Tane o • - i,anej|0 n . 3.
i successive prima d’ incollare, * a ,  ̂  gu

teoria di questo problema e ®ei nastro, m semi-rota-
ao  di  far  eseguire  aU’cstrerni  ja  di  faz  esegu
i prima d’ incollarlo sull’estremità A
astro  una  torsione ni.
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Se m è pari si ottiene una superficie con diritto e rovescio
e due margini, detta paradromica ; tagliandola secondo la
linea mediana della striscia si ottengono due anelli con m
semi-rotazioni ciascuno, intrecciati - j - volte (N. 1' e 3').

Se m è dispari si ha una superficie con una sola faccia, ossia
senza diritto nè rovescio e ad un solo margine ; tagliata se-
condo la mediana non dà che un solo anello con 2 ni semi-
rotazioni e se m > 1 esso forma un nodo (N. 2').



I P E R S P A Z IO

Che cosa è l’Iperspazio?

L’applicazione dell’ algebra alla geometria (geometria ana-
lìtica) fatta da Descartes e da Fermat, ha condotto alla con-
siderazione d’ una Geometria degli spazii ad n dimen9ion
jpg rspfiz ii

Il sussidio dell’algebra alla geometria sembrerct>be
necessariamente, poiché soltanto i fatti analitici oo 8®
teorie delle funzioni a una, due o tre variabili (
delle forme binarie, ternarie o quaternarie) son metrj
di una immediata rappresentazione £ varcarono i li-
moderni nella loro tendenza a Senera,/“ fccoltà im.
miti che la Natura sembrava aver post all i ^ co_
maginative e si diedero quindi alla a al piano e
munque estesi, cioè di spazii analog 1 a ^ ement’0 foaae de-
silo spazio in cui viviamo, ma di cui og quanti si vo-
terminato da un gruppo di numeri c P ef0 neanche la
gliano elementi. E nel far ciò non ® te sia perchè la
questione se tali spazi esistessero r filosofia e della
considerassero piuttosto di pertinen pergUasi che la sua
fisica, che della matematica, sia pe ^ colt^ analitiche og-
soluzione non valesse ad appianar® ugualmente conse-
getto dei loro studi. Infatti essi p dispoeizion® delle
guire il loro intento, di aver c i ò { algebriche e de r -
rappresentazioni di molte arg®n!)0C0 importando lora sa
mltati a cui queste conducon , Î  arsi c0me *eMlbtUmmet.
rappresentazioni dovessero c . pOSSono spiegare a
!ra-sensibili. - Cert0]Xo^fmensioni.
;endo uno spazio a quattro
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Mòbius nella sua opera * Der barycentriache Calcul » edita
nel 1827 osservava quanto segue : Supposta resistenza di una
quarta dimensione scompare una differenza inesplicabile fra il
piano e lo spazio ordinario, consistente in ciò che, mentre nel
piano due figure simmetriche rispetto ad una retta possono
essere portate a coincidere, altrettanto non si può fare per
due figure solide simmetriche rispetto ad un piano; tale disu-
guaglianza di comportamento non esiste più quando si am-
metta che lo spazio nostro possa ruotare attorno ad un suo
piano invadendo uno spazio a quattro dimensioni per poi ri-
tornare alla posizione primitiva, come nello spazio ordinario,
cioè a tre dimensioni, si ammette la rotazione di un piano at-
torno ad una sua retta.

Ma  a  questo  riguardo  ben  osserva  il  Prof.  Loria  come  non  si
sia in obbligo di stabilire tra piano e spazio a tre dimensioni
una perfetta analogia dal momento che si devono constatare
fra essi, insieme ad alcune analogie, anebe notevolissime dif-
ferenze  (vedi  a  pag.  679),

Klein fece pure osservare che, passando per lo spazio a
quattro dimensioni, una curva intrecciata può trasformarsi in
altra che non lo sia, osservazione che venne poi svolta in varie
opere di Hoppe, Durège e Schlegel (1880-83).

S. Newcombe, partendo dall’ osservazione dello Zòllner che
una quarta dimensione renderebbe possibili certi movimenti
che altrimenti sarebbero inconcepibili, ha mostrato nella « Note
on a Class o f Transformations tohich Surfaces may undergo
in Space o f more than Three Dimensiona (1878) » che, ove esi-
stesse una quarta dimensione, si potrebbe trasformare una
superficie materiale in modo che la faccia interna divenisse
esterna e viceversa.

Veronese fece rilevare (1882) la possibilità di estrarre un
corpo da un ambiente chiuso passando per lo spazio a quattro
dimensioni.

Altri scienziati tentarono di spiegare certi altri fenomeni
coll’ ipotesi di uno spazio a quattro dimensioni nei quale il
nostro fosse contenuto. Così Clifford, ammettendo chs questo
fosse di curvatura variabile, potè spiegare alcuni fenomeni di
luce e magnetismo dei quali prima non si riusciva a rendersi
ragione ; lo Zòllner si sforzò di giustificare la conservazione
dell’ energia e nel 1891 R. de Saussure compose una nuova
* Théorte dea ph4nomènes physiques et chimiques ».

Lo Schleger poi descrisse nell’ultima parte della sua me-
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Boria « Ueber Entioickelung und Stand der n-dimensionalcn
' Seometrie mit besonderer Berv.cksichligu.ng der oierdimen-
iionqlen (1886) » i rapporti che, secondo lui, dovrebbero esistere
fra Io spiritismo e la teoria dello spazio ad li-dimensioni-
Ho parlato di dimostrazioni ma a dir vero questo termine

ison deve in questo caso essere preso nel senso usuale di ra-
igionamento matematico, rigoroso.

E qui credo non poter far megh’o che riportare buona par
(l’un opuscolo del Prof. Gino Loria (1) nel quale l’argomento e
trattato, concisamente, come meglio non si potrebbe.
‘ La considerazione degli spazi a più dimensioni io 0

ottenuto Un posto stabile nella geometria e nel ana ì ’
concetto, per la sua apparenza metafisica, a prima
sembrò di natura disforme da quelli che costituisco!» g.
Mia scienza piu scienza di tutte le altre ; tuttavia, a
Pervenne per tante vie indipendenti e sicure, c e eg.
palesarsi, anche ai più recalcitranti, il suo cara
«tà. Il suo corso

............................................ fu di tal volo
Che noi seguiterla lingua nè penna;

tati che pel suo mezzo si raggiunsero, s^aflnjtivaniente
icutibile importanza che è da riten nsionj doveva
1 il periodo in cui la geometria a pi ,.rn0strare e soste-
ere diuturne ed accanite lot e P intendimene
l proprio diritto alla vita. 0nde ” , superflua ai mate-
rendere una difesa che riuscì pei cultori d
e  di  scarso  interesse  e  di  nessu

Jiscipline. e in chiaro si è ru  ^
ciò che parmi necessario di p hiedere alla geo®

«imene.  V erta  e  e ! »  rt  „d  . « r t » ' - * » 1'
itro e più dimensioni nella P .
scoperta di fenomeni nafcur0 tema — che altf‘ fatta di
induce  a  ritornare  su  di  recente  fatta^

di vista ha già iocfcatZ nie,lS{one, Present*à Teosofiche.
» note sulla quarta d r̂a ie societ
>	 annuale	 della	 Federazi	 ...... 	 daI	titolo,
»si a Londra due aIJnl ° or0 non sia dic,l,ar
n.chè lo scopo di tale ^

iria. . K.iale lo si»»»*0

, , liCBOf* 1^'
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pure da un passo del testo risulta essere quello di addurre
degli argomenti nuovi e di indole geometrica a sostegno della
reale esistenza di uno spazio a quattro dimensioni (1).

« Tale intento basta anzitutto a dimostrare come l’autore non
si schieri nel drappello degli spiritisti capitanati dallo Zòllner,
1 quali ammettono come postulato, o meglio come dogma, la
esistenza dello spazio a quattro dimensioni, mondo superiore
in cui agiscono gli spiriti, ai quali si devono i sorprendenti fe-
nomeni a tutti noti. Tale attitudine, non di cieco credente, ma
di scienziato libero da pregiudizii, consente una discussione,
alla quale io mi permetto di arrecare qualche modesto con-
tributo.

« Reputo, prima d’ogni altra cosa, opportuno dichiarare es-
sere io fermamente convinto che la geometria non é oggi, e
probabilmente non sarà mai, in grado di prestare i servigi che
il nostro autore inclina a chiederle, dal momento che essa dal
mondo sensibile trae indubbie ispirazioni e suggerimenti pre-
ziosi, ma, a differenza delle scienze naturali, non ne attinge
il midollo spinale delle proprie argomentazioni. I concetti for-
manti il canevaccio su cui lavora il geometra sono tutti pura-
mente ideali ; ideale è il modesto triangolo che lo scolaretto

(1) Nota del Prof. Gino Loria. — « Siffatta questione venne ai dì nostri assi-
duamente studiata, da un punto di vista speciale, da un matematico, C. H
Hlnton, che ad essa dedicò parecchie elaborate pubblicazioni, di due delle
quali (A  nete era of throught, London 1900 ; The fourth dimension, idem 1904)
mi fu dato di prendere conoscenza diretta. L ’ Hintou. convinto dell’esistenza
dello spazio a quattro dimensioni, si prefisse di organizzare un sistema di
esperienze che ponessero in grado tutti di constatarla in modo indiscutibile.
Equiparandoci ad esseri affetti da cecità rispetto alla quarta dlmeusioue,
egli volle istituire un sistema educativo del genere di quello in uso pei di-
sgraziati che dalla nascita sono privi della vista. Ma evidentemente, l ’ana-
logia tra 1 due casi è limitata; giacché 1 maestri del ciechi sono persone che
vedono, mentre uod credo esistano individui che abbiano cognizione della
quarta dimensione, e, d ’altronde, la nozione deUo spazio a tre dimensioni
viene acquistata per altre vie, oltre quella dei nostri occhi. Il mezzo o l'ar-
tifizlo usato dall' Hinton per conseguire 11 proprio scopo sta nello sviluppo
della ben nota considerazione di enti (fittiz.ll) a due dimensioni, capaci di ra-
gionare al pari di noi ; egli, cioè, si sforza di costruire, per poi estenderlo,
il processo logico mediante cui un tal essere potrebbe giungere ad acquistare
la nozione del nostro spazio. A tale scopo usa di una collezione di cubi polì-
cromi, che, opportunamente disposti, costituiscono una figura da assimilarsi
alla proiezione d'una tignra lperspaziale, ma per quanto siano ammirabili gli
sforzi fatti dal Stg. Hiuton per giungere cosi ad immaginare e far concepire
una quarta dimensione, è lecito dubitare che egli abbia compiuto il gran
passo; onde, a lettura finita, molti, al par di me, riconosceranno, che egli
non è riuscito a trasfondere In altri la fede che lo anima ?.

Studi
plico
ideal
mene
urna
degli
p a n
capai
ceree
«S(

ilcaj
argoi
ohe (
dinai
colo
esigu
tandi
dime
gli a.
togre
varia
mene
com i
di te
flgu r
d ru p

«Ir
stesa
in  c i
b e rti
s i zi o
s te n ;
dim e
q u a l
gu isi
s i ta

< G
o a li
g n a l
d ir a i
c h e ,
r e c o



- 681 -

tolia sotto la guida di Euclide, quanto lo sono *e ^  .
tote configurazioni investigate dalla geometria ^
(leali sono i numeri immaginarli, quanto gii spazi!
nensioni e tutti gli altri enti introdotti nella scie^ natura
ematico mediante semplici definizioni. Tale essen inde.
egli enti matematici, è chiaro che la scienza c ie i ^ n0 ^
ramente rappresento non aspira (e, secondo > n0 j,a
space) a porgere al fisico quelle prove c e eg
ercato per altre vie. o s s e r v e r ò che
«Scendendo a qualche più minuto particola , tore deiie
capitolo di ipergeometria del quale si g<°'

fgomentazioni che io iho rt/w-* . ^nncerne le fl«ure«um cne io intendo esaminare, sioni agli or-
ile corrispondono nello spazio a quattro ,t im 0 mezzo se*
inari poliedri regolari, figure che in Ques dI geometri, un
sio vennero studiate a fondo da uno s u pe Rappreaen'
iiguo numero dei quali è noto al n09tr0 edjente un proce-
mdo tali figure sopra lo spazio nostro,
imento modellato

___ su quello che, a partire d® ed or-
architetti per rappresentare un edificio cdej poliedri

•grafia, oppune pianta ed alzato), si o eÎ  tata nel modo
•riamente intrecciati, la cui possibilità e a êJ>r0 posti in
eno discutibile da beliisimi modelli m dall’esistenza
•mmercio dalia Casa Schilling di Halle a. ■ a di dette
tali poliedri nulla può inferirsi rigV deno spazi0 Q°a"

?ure a più dimensioni e quindi in g
"uplicemente esteso. . dali'ipoteii che e
« Infatti esse vennero ottenute partendo nQStr0 spazio, me
esse uno spazio conforme pienamen e Wf0 gradi d‘
cui fossero concessi dei ^ suppo-

rta, e svolgendo logicamente 1» unMnd«J*j£ arta
rione. Ora il fatto che qu«8t* ® che r ipotesi * “ ne da
enza serve bensì a dimostr n assurd°i 0 jn ajcuna
nteusione, non conducendo a gflj non ?veritè acqui-
ralunque contraddizione in ®® ta9j al grado d‘
risa servire ad elevare quest ip _^(i d- geometria
ta dalla scienza.— o îeuza. nitri capitoli
Giova qui notare che nemm0nO durre ad

alcune discipline fisiche possono ^ un0 spaZio ,
nabiie dimostrazione dell’ esis c noi p e r c e p ì01® ��
pensioni, contenente lo aP « f r^ jti a dar
ê, ammessane l ’e s is ten za , s d nostro au

?cchi fenomeni ottici ed elettri
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ed anche a spiegar la strutture molecolare di alcuni composti
organici. Ma ciò prova soltanto essere la nozione di spazio a
quattro dimensioni succiente ma non necessaria per la spie-
gazione dì quei fatti, distinzione questa che si vedrà essere
di capitale importanza quando, ad esempio, si rifletta che un
gran numero di fatti connessi alla teoria della luce si possono
spiegare egualmente bene coll’ ipotesi dell’ emissione quanto
con quella dell’ ondulazione. Similmente dicasi dei sorpren-
denti fenomeni che gli spiritisti chiamano apporti e  che rie-
scono di facile intelligenza ai credenti della quarta dimensione ;
ma chi potrebbe affermare che (accertatane la realtà) essi
non possono riuscire egualmente giustificabili in base ad altre
considerazioni meno metafisiche?

« Nè può, secondo me, invocarsi come prova dell’esistenza di
uno spazio a quattro dimensioni il fatto che col suo mezzo si
riesce a fare sparire una diversità di comportamento del piano
e dell’ordinario spazio, riferentesi alle figure simmetriche, di-
versità che consiste nell’ impossibilità di far coincidere due
figure a tre dimensioni simmetriche rispetto ad un piano (per
esempio due guanti di uno stesso paio). Ora è ben vero che
ammettendo l’ esistenza dello spazio a quattro dimensioni si
riesce a stabilire la perfetta analogia, anche in questo ri-
guardo, tra il piano e lo spazio ordinario; ma chi obbliga ad
ottenere tale risultato? Piano e spazio hanno delle analogie
molteplici, ma presentano anche delle differenze sostanziali
incancellabili ; cosi, nel piano esistono infiniti poligoni rego-
lari, mentre lo spazio non contiene che un numero finito di
poliedri regolari ; nel piano si hanno infinite trasformazioni
conformi, mentre nello spazio la sola trasformazione per raggi
vettori reciproci conserva gli angoli ; cosi la teoria dell’ equi-
valenza per figure piane limitate da rette si può stabilire senza
ricorrere a considerazioni infinitesimali, mentre le corrispon-
denti questioni dello spazio non possono venir sciolte che con
l’aiuto di siffatte considerazioni; inoltre la nota rappresenta-
zione degli odierni numeri complessi non può venire «stesa
allo spazio senza mutare totalmente natura e carattere, ecc.
Ma, ammessa anche per un momento l’ imprescindibile neces-
sità di eliminare quella diversità di contegno, chi ha sinora
dimostrato che non sia possibile farlo se non ricorrendo alla
ipotesi die stiamo attualmente discutendo?

« Riassumendo, dunque, io ritengo che la geometria e la fi-
sica, sinché si limitano ad adunare dei fatti che si possono
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;  spiegare ammettendo che il  nostro spazio sia immerso in uno
ji quattro dimensioni, del quale esso sarebbe una semplice
traccia, non possono fornire il baconiano argumentum cruci»
atto a provare l ’ esistenza di questo. Aumenterebbero certa-
mente la probabilità di tale esistenza ove, ammessala provvi-
soriamente stabilita, si riuscisse a preconizzare fenomeni ve-
rificati poi dall’esperienza. Ma anche ciò non sarebbe ancora
una prova definitiva; perché è pur noto che la teoria vibra-
toria della luce ha oggi molti oppositori, quantunque, dopo e

' memorabili ricerche di Fresnel, abbia guidato Hamilton a a
scoperta di un notevole fenomeno (la refrazione conica) c e
dianzi era sfuggito ai fisici ».
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DI  A L C U N I  PARADOSSI

M o t o .

La definizione usuale : « Dicesi forza qua siasi . ad
produrre o modificare il movimento d’un cprp° * -/infondere
appunti, quali ad esempio, quello che si potreb
Sforza con una locomotioa. ,1̂ 11'effetto prò-

Non è sempre facile rendersi radiose £ m.
dotto da una forza. Ecco, mi esempio, un p troverebbero
Phce, al quale probabilmente molte pers fune dj pggo
imbarazzate a rispondere in modo e8B ' fl. fld una estre-
trascurabile passa nella gola d’una ca e au>aitra si ap-
mità di essa corda si fissa un peso di 8pe80 in aria, in po-
Plica un uomo di ugual peso; il tut 0 picandosi lungo la
sizione di equilibrio; se l’ uomo sale 8| in quale
corda, il peso sarà messo in movimento» b
senso si sposterà * di molti fatti ai quali

V inerzia dei corpi ci dà spiega gj possono escog
assistiamo quotidianamente e di « una pubblicazione alia
tere ; parecchi ne abbiamo e8p0® ^ cji0 la materia non
fluale rimandiamo il Lettore, ® diPquesto libro (0-
strettamente attinente al s0£?e jj filosofo greco «

Paradosso di Zenone. - ^ / J n è, e poiché non puo
Una freccia non può muoversi che e9Sa ^
spostarsi là dove si trova, nello ^ me98a ln mov^en*.
temente, ne segue che non P he l'idea stese
E non valeva per lui l’osservazione

----------------  d lL GHKK«,3*«J,*,OI,e- H0*pU
(1) 700 Giuochi di fiele», chimi®* 6CC'
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vimento della freccia implicava il suo passaggio dallo spazio
occupato ad un altro punto dello spazio; egli mostrava di
credere che l’ apparenza del movimento d’un corpo fosse un
fenomeno prodotto dalle apparenze successive d’un corpo in
riposo, ma in differenti posizioni.

Quel filosofo considerava l’ idea stessa del movimento come
inconcepibile essendoché ciò che si sposta deve raggiungere
il mezzo della sua corsa prima di averne raggiunta l’ estre-
mità, Ma supposizione del movimento presuppone dunque un
altro movimento; questo ne presuppone a sua volta un altro
e cosi di seguito, indefinitamente.

Achille e la tartaruga, altro paradosso di Zenone. — Zenone,
pretendeva che l’agile Achille non avrebbe mai raggiunto la
Tartaruga sebbene camminasse con velocità dieci volte mag-
giore, ammesso che essa avesse su di lui un vantaggio, p. es.,
di iOOO unità lineari. Egli ragionavo cosi: Mentre Achille per-
corre le mille unità d’ anticipo, la Tartaruga percorre 100 di
tali  unità  ;  mentre  Achille  percorre  queste  100  unità  la  Tarta-
ruga ne percorre 10 e cosi di seguito; cosicché, se é vero che
Achille va sempre più avvicinandosi allo Tartarugo, è pur
vero che ne rimarrà sempre distante d’un certo spazio.

Siccome, secondo Zenone, l’ idea comune di movimento è
contradditoria (vedi paradosso precedente) ne deduoeva che il
suo ragionamento fosse una conferma del suo modo di vedere.

L’errore di Zenone si può mettere in evidenza osservando
che il tempo impiegato da Achille per raggiungere la Tarta-
ruga può essere diviso in una infinità di parti che divengono
di più in più piccole e costituiscono i termini di una progres-
sione geometrica decrescente ; la somma di tutti questi ter-
mini dà il tempo finito dopo il quale Achille raggiungerà la
Tartaruga. Ma Zenone negava appunto che lo spazio ed il
tempo siano indefinitamente divisibili (V. s seguente).

Paradosso di Zenone, sul tempo. — Non solo Zenone so-
stenne l’ inammissibilità della divisibilità infinita del tempo,
ma anche quella d’una misura minima del tempo.

E intendeva dimostrarlo con questo sottile ragionamento.
Sia t il più piccolo intervallo di tempo che sia possibile con-

cepire. Consideriamo tre rette orizzontali divise ciascuna in
tre parti uguali p e coi punti di divisione disposti sulle stesse
verticali, in modo che riescano esattamente sovrapposti ì seg-
menti :

a , a' , a"  b , b' , b" c , c' , c"



- m  -

immaginiamo ora che la seconda retta si sposti
wso destra «runa lunghezza p. mentre simnltaneamente^
terza retto sì sposta verso sinistra di altrettanto. 0/,
cosi a corrispondere verticalmente i tre segmen *. ’tegj
dopo il tempo t. Cosicché durante questo terapo , Sgotto
M É iW l s lunghezza a' è passata verticalmente a l lo t t o
delle due lunghezze b" e e". Dunque il tempo t
contrariamente all’ ipotesi fotta.

a* b'

b”

Fig. 649.

Movimento angolare. - Questo esempio dovuto a J.
guarda il movimento su di una spirale logaritmic • e
vede come un corpo ciie si sposti con veloci a girare

latamente quanto si voglia, può in un * fi8’ultat0 è
storno ad un punto un numero infinito ’ _tica>
ietto, con le convenzioni ordinarie delia ma O e in pari
Una retta O M  ruota attorno od un su0 p . e se pungolo
mpo un mobile M  percorre la re“ a 'n “ {n progressione

fa OM  con una direzione fissa 0 _rtcressione geome-
*itmetica, la lunghezza OM  cresca in P 8pjrale logarit-
dca, la curva descritta dal punto nM corrisponde
*ca. Ad ogni rotazione di 360° del ve . Ja lunghezza
ia spira. Se si fa rotare OM in sens pp crjve delle spire
M decresce in luogo di crescere e e sono simili e
an mano più ravvicinate ad O. Ta ione postante della iun-
iunghezza di ciascuna è una g nell’interno

•azza della spira precedente, per e8erapl<'' n^ ,0 cui

una spira qualsiasi vi é un numero ^ fll
nghezze diminuiscono u u ^ o o n ^
Consideriamo ora un mobile Se esso P®rcorre
Uà spirale procedendo verso il polo.

-- .UUtt.
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spira in a secondi, impiegherà — secondi a percorrere le se-

conda spira, —f  secondi a percorrere la terza, e cosi di seguito.

Esso  raggiungerà  dunque  il  polo  dopo  :

a +
.  s

+ +
s
n8 +

$ ftsecondi, cioè in -- ■ secondi. La velocità è uniforme e si

vedrà cosi che in un tempo finito il mobile P  avrà percorso un
numero infinito di spire, cioè avrà rotato un numero infinito
di volte attorno al polo 0.

I l paradosso del doppio cono. — Uno strano e semplicis-
simo esperimento di flcica che viene eseguito frequentemente
nelle squole, consiste nel veder risalire un doppio cono su due

Fig. 650.

guide inclinate in modo che il movimento sembra contra-
stare col fenomeno tanto comune della caduta dei corpi ;
infatti il doppio cono sale, ai nostri ocelli, lungo le guide, senza
aver ricevuto alcuna spinta (fig. 650).
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Quanto al doppio cono sarà facile farlo con carta da disegno;
si fanno I due coni tagliando nella corta due settori circolari
di angolo eguale; si fissano con gomma lungo le generatrici
tagliate e quindi per le basi- Le guide poi possono essere due
bastoni lisci sostemuti da due libri (1).

La flg. 651, di profilo, spiega in qual modo
nento. Effettivamente il centro di gravi nosizione 2,
i sarà abbassato passando dalla posizione inclinate ;
cchè si tratta di una vera caduta
?ssun punto del doppio cono si trova pi NaturolnieDte

1e al principio, ma invece so" ° ^ “ ^ra frice dei coni, quella
scorre che tra l’inclinazione della gen rta pela-
me quide e l’angolo da esse formato esista una
one affinchè il moto possa prodursi- ^ dell’AccaiJemin
In una memoria inserita nei C. R- de trò che lo spo-
me Scienze di Francia (2) A. Mann?1 . dolo ad un cilindro
amento del doppio cono si ottiene v azione retta è una
cui generatrici sono orizzonta piano delle diret-

.Irai, logaritmica, cilindro che razzola MI P
ici di appoggio dei due coni-gu e. o problema in mo o
H. Rejal, che studiò analiticamente q ^ Jj. fl{ doppj0 cono
•auriente (3), lo studiò P «m .ne che it 8Uo centro ji ^
obile si sostituisse una sfera, yolta <*) dimostr ^
srive un’ ellisse. Mannheim ,-antjola ad un cihn
oto  di  loie  efera  ei  » « * ' «  « .Ion a  re » .  •
meretrici sono orizzonta ruzzola sul piano ]UOgo
cloide ordinaria, cilindro della sfera e >1
ici. L’intersezione di 1u9st° e delle direttrici.d punti di contatto della sfera e  d

U dl COntalt° U
Dal mio libro a 700 P * - » } * 8'T‘
Compie» rendu» 1900 £ * ; ^

» », secondo «emestre P «
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I l boomerang (1). — È questo il nome (che si pronuncia in
italiano bumerang con la g quasi muta) d’un’arme usata dai
selvaggi dell’Australia per colpire la selvaggina, i frutti o qual-
siasi altro bersaglio. La sua forma varia alquanto, ma quella
indicata nelle flgg. 652 e 653 é la piu usata. In ogni modo la sua

caratteristica, che lo rende tanto interessante, consiste nel
fatto di ritornare presso il lanciatore dopo aver descritto
traiettorie fantastiche, varie a seconda del modo con cui venne
lanciato (delle quali le fìg. 654 e 655 possono dere un’ idea), e
dopo aver o no colpito il bersaglio.

A Fig. 653.

Questo strumento, tanto più sorprendente per essere stato
inventato (o forse scoperto per caso) da selvaggi che oecupano
uno degli infimi posti nella scala etnologica, ha dato luogo a
indagini matematiche le quali però non valsero a mettere
completamente in chiaro il suo funzionamento.

E  sso  consiste  in  un  pezzo  di  legno  duro  e  sottile,  appiattito,
con gli orli taglienti ed estremità appuntite. La fig. 652 lo rap-
presenta visto di fianco, cioè con la sua forma arcuata, e visto
per orlo, cioè nel suo piano.

(1) Dal mio libro già citato « 700 giochi ed esperienze dilettevoli e fotoili di
fisica, chimica, ree.» 3* edizione - Uditore Hoepli - Ivi il Dottore potrà tro-
vare indicati Tarli modi di riprodurre In modo tacile il boomerang degli
Australiani.
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I  c i n q u e  p u n t i  n e r i  r a p p r e s e n t a n o  l a  p o s iz io n e  d e l i e  d i t a

d e lla  m a n o  c h e  d e v e  l a n c i a r l o -  È  p e r ò  d a  n o t a r e  c o m e  n o n

s e m p r e  i  d u e  t a g l i  d e l  b o o m e r a n g  s i  t r o v i n o  i n  u n o  s te s s o

Fig. 654.

p ia n o ,  u n o  p e r  e s e m p io ,  ( p e r  u n a  m e t à  d e l l ’a r m a . ) rivolto verso
e s t r e m o  i n  a l t o ,  e  l ’ a l t r o  ( p e r  l ’ a l t r a  m e tà )  v e r s o  l ’ a l t r o

M g . ««<'•

e n i o  i n  b a s s o .  Q u a l c h e  v o l t a  l e  f o g l i e  m o r t e  c a d e n d o  d a l l a

■ ita  d e s c r i v o n o  c u r v e che r i c o r d a n o  a l q u a n t o e rei

b o o m e r a n g .
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Q u e s t o  v i e n e  d a i  s e l v a g g i  l a n c i a t o  i n  v a r i i  m o d i ,  m a  s e m p r e

i m p r i m e n d o g l i  u n  m o v i m e n t o  d i  r o t a z i o n e  o r i z z o n t a l e  o s s ia

a t t o r n o  e d  u n  a s s e  p r e s s ’ a  p o c o  v e r t i c a l e .  L a  t r o t t o l a ,  e  m e g l io ,

i l  g i r o s c o p i o ,  d i m o s t r a n o  c o m e  u n  c o r p o  a n i m a t o  d a  r a p i d o

m o v i m e n t o  d i  r o t a z i o n e  p o s s a  r e s i s t e r e  a  t u t t i  i  t e n t a t i v i  d i -

r e t t i  a  s p o s t a r e  i l  s u o  p i a n o  d i  r o t a z i o n e ,  c o n t r o  i  q u a l i  s ’ i n -

c o n t r a  u n a  r e s i s t e n z a  l a  c u i  a z i o n e è a f f a t t o  d i v e r s a  d a  q u e l l a

d e l l a  g r a v i t à -  L ’ i m p u l s o  i m p r e s s o  d a l  l a n c i a t o r e  a l  b o o m e r a n g

g l i  c o m u n i c a  u n a  t e n d e n z a  a  m u o v e r s i  i n  u n a  d a t a  d i r e z i o n e ,

m a  l a  s u a  f o r m a  e  q u e l l a  d e i  s u o i  m a r g i n i  g l i  f a r e b b e r o  a s s u -

m e r e  f i n  d a l l ’ i n i z i o  m o v i m e n t i  i r r e g o l a r i  c h e  f i n i r e b b e r o  c o l

d i v e n i r e  s i m i l i  a  q u e l l i  d ’ u n a  f o g l i a  c a d e n t e  o  d ’ u n a  c a r t a  d a

g i o c o  l a n c i a t a  i n  a r i a .  M a  i l  m o v i m e n t o  r o t a t o r i o  i m p r e s s o  a l -

l ’ a r m a  n e l l o  s t e s s o  m o m e n t o  d e l  l a n c i o ,  v a l e  a  r e g o l a r n e  i l

m o t o ,  e  t a l e  m o v i m e n t o  r o t a t o r i o  è  f a v o r i t o  d a l l a  f o r m a  f a l -
c i a t a  d e l  b o o m e r a n g .

L a  f l g .  6 *5  r a p p r e s e n t a  l e  t r a i e t t o r i e  d i r e i normali d e i  b o o -

m e r a n g ,  e s s e n d o  i n  A B  i l  l a n c i a t o r e .  L a  s p i e g a z i o n e  d e l l e

t r a i e t t o r i e  p i ù  c o m p l e s s e  ( f t g .  6 5 5 )  v a  r i c e r c a t a  n e l l ’ i n c l i n a z i o n e

i n e g u a l e  d e l l e  d u e  p a r t i  d e l l ’ a r m a  v e r s o  l ’ o r l o  c o m e  v e d e s i

n e l l a  f l g .  6 5 3 ,  c h e  d e t e r m i n a  v a r i a z i o n i  a l t e r n e  d i  v e l o c i t à

d o v u t e  a l l a  m a g g i o r e  o  m i n o r e  f a c i l i t à  d i  f e n d e r e  l ’ a r i a ,  r e l a -
t i v a  a i  d u e >c o r n i  d e l  b o o m e r a n g .

L a  l e g g e  d i  H a u k s b e e .  —  L a  p r e s s i o n e  e s e r c i t a t a  s u l l e  p a -

r e t i  d i  s c o r r i m e n t o  d a  u n  f l u i d o  a n i m a t o  d a  m o t o  r a p i d o  è

m i n o r e  d i  q u e l l a  d a  e s s o  e s e r c i t a t a  a l l o  s t a t o  d i  r i p o s o  e  t a l e

p r e s s i o n e  v a r i a  i n  r a g i o n e  i n v e r s a  d e l l a  v e l o c i t à .

Q u e s t a  l e g g e  è  f a c i l e  a  v e r i f i c a r e  n e l  m o v i m e n t o  d ’ u n a  c o r -
r e n t e  d ’ a r i a  e n t r o  u n  t u b o .

L ’ e s p e r i e n z a  d e s i g n a t a  q u a l c h e  v o l t a  c o l  t i t o l o  d i mistero
pneumatico ( i )  t r o v a  l a  s u a  s p i e g a z i o n e  i n  q u e s t a  l e g g e  d i

H a u k s b e e .  S i  t r a t t a  d i  u n  t u b e t t o  d i  l a t t a  m u n i t o  a d  u n a  d e l l e

e s t r e m i t à  d ’ u n a  p i c c o l a  c o p p a ,  i n  m o d o  d a  o f f r i r e  n e l  c o m -

p l e s s o  l a  f o r m a  d ’ u n a  p i c c o l a  t r o m b e t t a  ;  d i s p o s t o  c o l l ’ a s s e

v e r t i c a l e  e  l a  s v a s a t u r a  i n  a l t o  e  c o l l o c a t a  u n a  s f e r e t t a  s u l -

l ’ o r i f ì z i o  d e l  t u b o ,  n e l l a  c o p p a ,  s o f f i a n d o  c o n  f o r z a  n e l  t u b o

s t e s s o  s i  h a  q u e s t o  s t r a n o  r i s u l t a t o ,  c h e  l a  p a l l i n a  n o n  v ie n e

l a n c i a t a  l o n t a n o ,  m a  r i m a n e  s o l l e v a t a  a  p i c c o l a  d i s t a n z a  d a l -

l ’ o r i f i z i o .  C iò  d i p e n d e  d a l l ’ e s s e r e  l a  p r e s s i o n e  d e l l ’ a r i a  e s t e r n a
s u p e r i o r e  a  q u e l l a  u s c e n t e  d a l  t u b o .

(J) Vedasi nel gii, citato « T00giochi, ecc. ».
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Si  p u ò  d i s p o r r e  q u e s t ’ e s p e r i e n z a  i n  a l t r i  m o d i ,  p e r  e s e m p io ,

cos i:  A l l ’ e s t r e m i t à  d ’ u n  t u b o  d i r i t t o  s i  d is p o n e ,  a  b r e v e  d i -

s ta n z a  d a l l ’ o r i f ì c i o ,  u n  d i s c o  d i  c a r t a ,  i n f i l a t o  in  m o d o  d a  p o -

te re  s c o r r e r e ,  i n  t r e  f i l i  d i  f è r r o  f i s s a t i  a l  t u b o ,  n e l l a  d i r e z io n e

de! s u o  a s s e .  S o f f i a n d o  c o n  f o r z a  e  i n  m o d o  c o n t in u o  n e l  t u b o

si  o s s e r v e r ò  c h e  i l  d i s c o  d i  c a r t a  a n z ic h é  e s s e r e  s p i n t o  a l l  i n -

fu o r i  t e n d e r ò  a  s c o r r e r e  p e r s o l'orifizio d e l  t u b o .

Moto perpetuo.

Il moto degli astri, la vita che anima l’universo rappresen
tano per noi, che non possiamo concepire nell Universo se
principio nè fine, un movimento perpetuo, esterno, e pa  i
però a considerare le cose del punto di vista piu 1̂S
nostro  globo  o,  sia  pure,  del  nostro  sistema  so  ar  ,  .
diamo benissimo come il movimento del a m0S moto p ^
:ausa delle maree, non possa considerarsi coi fltenza
- tu o ,  m a  r is t r e tt o  a lla  durata  d i  un
iella nostra Terra ; lo stesso dicasi del m o lo delle ac,̂ u ̂  ^
inuamente sullevantesi sotto forma di vap ecc
> oggie e nevi, delle correnti aeree e marin , ^ eccanica.
Ma per moto perpetuo non s’intente ’ Drop0gono di
I cercatori di questo m o t o ...... in tu b ile , del sole  e della

costruire una macchina ancor piu Pe nlo rti, s i a pure con
erra, che possiamo già antivedere spe ’ jna capace di con-
in ariti molto lato. Essi vogliono a effetto d’un inn-
ervare indefinitamente il moto acq laooro utile cioè
'ulso iniziale, non solo, ma di prò m0t0. problema c e
i generare dell’energia duran e i . anj oci che la macc m
arebbe già impossibile pur acco^entando^ ^ fcp la ge-
messe  semplicemente  a  man  en  ppjù.
erosa favorendoci del lavoro P come quello  c a p a n

Carnot definiva il motore p ^ u a n tità illimitata « iuQtn0.
ronre una potenza motrice accelerare

in s e stesso le forze nec •  ^  ^ « s t r a t o ,«  - e  i t e » f ° rZe n6Ce .  h a  d im o s t r a t o ,
ito. c T ìn n e  d e l l ’ e n e r g ia  ,  e r g j a non
r i n c i p i o  d e l l a  d e l moto P e rp e tU n° ‘ J ^ e m a  is o la t o
a n d o l a ,  l ' i m p o s s i b i l  , o p m a r s i -  m  u n  i o n i  —  é  c o -

aa ;  e s s a  n o n  f a i T Ì T r o  " l ’ a t t r i t o
mina ' t o t a l e  d e l l e  ^ h i possib i le  r i d u r r e  a  ^

q u i n d i ,  e s s e n d o  » n P
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e  l e  a l t r e resistenze passine, n o n  é  p o s s i b i l e  c o s t r u r r e  u n a

m a c c h i n a  o  u n  a p p a r e c c h i o  d i  q u a l s i a s i  g e n e r e  n e l  q u a l e  i l

m o t o  i n i z i a l e  s i  c o n s e r v i  i n  p e r p e t u o ,  s e n z a  i n t e r v e n t o  d i

n u o v e  f o r z e  e s t e r i o r i .

N o i  p o s s ia m o  s e g u i r e  c o n  r i g o r e  m a t e m a t i c o  l a prima
legge della termodinamica o d e l l ’ e q u i v a l e n z a  d e l l e  v a r i e  f o r m e

d i  e n e r g i e ,  p e r  d i m o s t r a r e  a n c h e  l ’ i m p o s s i b i l i t à  p r a t i c a  d e l

moto perpetuo ( Perpetuum mobile). S e  s e g u i a m o  i l  c i c l o  d e l le

v a r i a z i o n i  c h e  s i  p r o d u c o n o  i n  u n  q u a l s i a s i  s i s t e m a  m a t e r i a l e ,

p e r  s p o s t a m e n t i  d i  e n e r g i a  ( s o m m i n i s t r a z i o n e  o  s o t t r a z i o n e  d i

c a l o r e ) ,  i n  m o d o  d a  r i t o r n a r e  i n  f i n e  a l  p u n t o  d i  p a r t e n z a ,  t r o -

v e r e m o  c h e  i l  l a v o r o (A )  p r o d o t t o  d a l  s i s t e m a  d u r a n t e  q u e l  c i -

c l o ,  s a r à  p r o p o r z i o n a l e  a l l a  q u a n t i t à  d i  c a l o r e  ( I V )  s o m m i n i -

s t r a t a ,  c i o è A — J. W, d o v e J r a p p r e s e n t a  i l  f a t t o r e  d i  p r o p o r -

z i o n a l i t à  o  l ’ e q u i v a l e n t e  m e c c a n i c o  d e l  c a l o r e ,  c h e  è  i n d i -

p e n d e n t e  d a l l a  n a t u r a  d e l  s i s t e m a  p r e s o  i n  e s a m e .  A  q u a -

l u n q u e  c a m b i a m e n t o  n e l  s i s t e m a  s i  c o n n e t t o n o  i  s e g u e n t i  c a m -

b i a m e n t i  d ’ e n e r g i a  :  a s s o r b i m e n t o  o  s v i l u p p o  d i  u n a  c e r t a

q u a n t i t à  d i  c a l o r e ,  p r o d u z i o n e  d i  l a v o r o  p o s i t i v o  o  n e g a t i v o ,

a u m e n t o  o  d i m i n u z i o n e  d e l l a  q u a n t i t à  c o m p l e s s i v a  d e l l ’ e n e r g i a

d e l  s i s t e m a .  S e d Q è  l a  q u a n t i t à  d i  c a l o r e  s o m m i n i s t r a t o ,  s e

d U  è  l a  p a r t e  d i  q u e l  c a l o r e  c h e  s e r v e  a l  l a v o r o  i n t e r n o  e  a l -

l ’ i n n a l z a m e n t o  d i  t e m p e r a t u r a ,  e  s e  J . d L  è  l a  p a r t e  d i  q u e l

c a l o r e  c h e  s i  t r a s f o r m a  n e l  l a v o r o  e s t e r n o d L  p e r  a u m e n t o  d i

v o l u m e  v i n c e n d o  l a  p r e s s i o n e ,  a l l o r a  p e r  l ’ e q u i v a l e n z a  d e l  c a -

l o r e  e  d e l  l a v o r o ,  l ’ e s p r e s s io n e  m a t e m a t i c a  d e l l a  p r i m a  le g g e

d i  t e r m o d i n a m i c a  s a r à  :

d Q — d U + J,d L

S e U  è  l a  q u a n t i t à  t o t a l e  d ’ e n e r g i a  c o n t e n u t a  n e l  s i s t e m a

p r i m i t i v o ,  l o  s t a t o  d e l  s i s t e m a  s a r à  m o d i f i c a t o  s e .  v e r r à  s o t -

t r a t t a ,  p .  e s . ,  u n a  d a t a  q u a n t i t à  d i  e n e r g i a U — U,;  e  n o i  p o -

t r e m o  r i t o r n a r e  a l  s i s t e m a  p r i m i t i v o  r e s t i t u e n d o  a l  s e c o n d o

s i s t e m a  e s a t t a m e n t e  l a  q u a n t i t à  d i  e n e r g i a  c h e  a v e v a  p e r d u t a

( U -  1 7 ,) ;  s e  b a s t a s s e  p e r  q u e s t o  r i t o r n o  u n a  q u a n t i t à  m i n o r e

d i  e n e r g i a ,  a l l o r a  c o n t i n u a n d o  a  f a r  a v v e n i r e  i l  p r o c e s s o  i n  u n

s e n s o  e  n e l l ’ a l t r o  s i  a r r i v e r e b b e  a  u n a  c r e a z i o n e  d i  e n e r g i a ,

c i o è  a l perpetuum mobile.
L a  q u a n t i t à  d e l l ’ e n e r g i a  c e d u t a  n e l  p a s s a g g i o  d a  u n o  s t a t o

a l l ’ a l t r o ,  è  r i g o r o s a m e n t e  d e t e r m i n a t a  d a l l a  d i f f e r e n z a  f r a  i

c o n t e n u t i  d ’ e n e r g i a  d e i  d u e  s t a t i ;  q u i n d i  n o n  s i  p u ò  m a i  c r e a r e

d e l l ’ e n e r g i a  s e n z a  c h e  l a  c o r r i s p o n d e n t e  q u a n t i t à  d i  u n ’ a l t r a
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energia sparisca ; la trasformazione di una specie di energia
in un’altra avviene in ogni caso secondo un rapporto numerico
ben determinato; e più specialmente in tutti i essi in cui e
prodotto un dato lavoro mediante calore, deve scomparire una
corrispondente quantità di questo, e inversamente se e a
voro si trasformasse in calore.
Nella pila di Volta si ebbe la prima dimostrazione della -

sformazione di energia chimica in energia elettrica,
realmente credeva di avere scoperto con la sua pi a una
sorgente infinita di energia gratuita con la qua e sar® fl_
possibile ad un p e r p e tu u m m o b ile  produrre del ene g
nito, senza consumo qualsiasi. Non si conosceva an . ette
della conservazione dell’ energia, e solo
ammettere che 1 ’ energia elettrica della p.la cli VojtaP
veniva da una energia risultante da una cchi escogi-
Nondimeno, infinite sono le teorie e g P . inventori,

tati per realizzare il moto perpetuo c e, se inventato. For-
sarebbe, per merito loro, finalmente scop svoigere le loro
lunatamente molti inventori si sono imi nr0Drii denari, o
idee teoricamente soltanto, senta ‘
Peggio, quelli del prossimo in pratiche PP (Ché alcuni

Ma quanti non hanno invece sciupa ..	 ostrUzione	di con
non ne mancavano) tempo e qua r*™ già perché non
Segni che finivano sempre col f®r“ ® ’ perpetuo ma.... Per
fosse scoperto il c e r o  principio e a contraddirli.
im p er fe z io n i nella costruzione.. ..! j1 * . in tempo

A  dir  vero  ho  parlato  di  ques 1 che non P
come se ne fosse ormai spenta ® dell’i9 truzione ha ‘jl®ina ve
troppo. Certamente il progre 1 ^  ye  ne g o n 0  anco  ̂
condderevolinente il loro num *rio(jo tuttacertez^

-> p p o .  L , e r t a m e i i u *  u f 1  ̂  m f l  y g  n e  e n n o
n s i d e r e v o l m e n t e  i l  l o r o  n “ I ”  ’ j 0  c o n  t u t t a  c e r t e z z  •

ie  s a r a n n o  s e m p r e .  S i  p u ò  a  e ci rcolo e  c o m p a g n ii  .

d . 8 „ ,  f r a t e l l i  d e ,  “ " c e a n ”  ó
N o n  v a r r e b b e  l a  p e n a  d r :osità matematic

l i a c i ,  m a  t r a t t a n d o s i  q u i  >---- » ***** --------
qualcuno  di  essi.

inferenza di certi Ghie! e . del conge# MponeT» iperyt
mere  con  p un taz io n e  di  mode^  ̂ . ^ c b e  ^
i coda, come le forinole J> e ten)P° 11 lugeuui
pubblico bevve, e dopo <1 j uii e troppo

«le (?) un centomila lire de.
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I .  —  A b b i a s i  u n  c i l i n d r o  l i s c i o  e m o b i l i s s im o a t t o r n o  a  d u e

p e r n i  P ,  P ' .  S i a A B  u n a  p a r e t e  p i a n a  v e r t i c a l e ,  t a n g e n t e  a l  c i -

l i n d r o  s t e s s o  m a  s e n z a  i m p e d i r n e  l a

r o t a z i o n e .  A l t r e  d u e  p a r e t i  v e r t i c a l i

p o g g i n o  a l l e  d u e  e s t r e m i t à  s u l l e !>a$l
d e l  c i l i n d r o ,  l a s c i a n d o  p a s s a g g i o  a i  p e r -

n i i ,  s e m p r e  s e n z a  i m p e d i r e  l a  r o t a z i o n e

d e l  c i l i n d r o .  R i e m p e n d o  d i  m e r c u r i o

l o  s p a z i o  c o m p r e s o  f r a  l a  p a r e t e AB
e  i l  c i l i n d r o ,  i l  p e s o  d e l  m e r c u r i o  d o -

v r à  ( ! )  f a r  g i r a r e  i l  c i l i n d r o  n e l  s e n s o

d e l l a  f r e c c i a ,  a n c o r c h é  i l  m e r c u r i o  n o n

c a d a  d a l l a  c a v i t à  i n  c u i  s i  t r o v a ,  v a l e

a  d i r e in  p e rp e tu o .

I I .  —  S i  s c a l d a  d e l  m e r c u r i o  i n  u n a

c a l d a i a  d i  f e r r o  m u n i t a  d ’ u n  t u b o  c o m e

u n  a l a m b i c c o ,  p e r  i l  q u a l e  i  v a p o r i  d i

m e r c u r i o  v e n g o n o  a d d o t t i  i n  a l t o ,  a d  u n a  c a m e r a  r e f r i g e r a n t e

d o v e  s i  c o n d e n s a n o  e  d a l l a  q u a l e  c a d e n d o  g e n e r a n o  u n  m o v i -

m e n t o  c h e  t r a s f o r m a t o  i n  c a l o r e  s e r v i r à  a  m a n t e n e r e  c o s t a n -

t e m e n t e  i l ciclo del mooimento c i o è  l a  c i r c o l a z i o n e  d e l  m e r -

c u r i o ,  p r o d u c e n d o inoltre  d u r a n t e  l a  c a d u t a  u n  l a v o r o  u t i l e  (1 ).

H I .  —  L a  f o r z a  a t t r a t t i v a  d e l l a  c a l a m i t a  n o n  s i  e s t i n g u e  ;

a n z i  s i  r a f f o r z a  m a n t e n e n d o l a ,  p e r  c o s i  d i r e ,  i n  e s e r c ì z i o  m e -

d i a n t e  i l  c o n t a t t o  c o n  l e  a r m a t u r e .

A b b i a s i  d u n q u e  u n  p e n d o l o

s e m p l i c e ,  a d  a s t a  r i g i d a ,  l a  c u i

m a s s a  p e s a n t e  s i a  d i  f e r r o ;  p e r

q u a n t o  p e r f e t t a  s e  n e  p o s s a

f a r e  l a  s o s p e n s i o n e ,  l a  r e s i s t e n -

z a  d a  e s s a  a p p o s t a  a l  m o t o  d e l

p e n d o l o ,  e  l a  r e s i s t e n z a  d e l l ’ a -

r i a  f i n i r e b b e r o  c o i  f e r m a r l o ,  d i -

C s t r u g g e n d o  l ’ e f f e t t o  d e l l ’ i m p u l -

n  s o  i n i z i a l e .  M a ,  c o l l o c a n d o  u n £

c a l a m i t a C  p r e s s o  1’  e s t r e m o B
d e l l ’ a r c o  d ’ o s c i l l a z i o n e  l a  s u a

f o r z a  a t t r a t t i v a  f a r e b b e  p e r c o r -

r e r e  a l  p e n d o l o  l ’ a r c o D B  c h e

l e  r e s i s t e n z e  p a s s iv e  g l i  a v r e b b e r o  i m p e d i t o  d i  p e r c o r r e r e .

(1) Anche per l'aiipUeazioue di questo apparecchio che ho potuto ammirare,
in ano bellluima iuclstone lu rame, venne costituita in Genova nel 1842 una
regolare Società, e l ’apparecchio stesso era brevettato negli Stati Sardi 1
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S e n o n c h è  i l  p e n d o l o  p e r v e n u t o  a  c o n t a t t o  d e l l a  c a l a m i t a  n o n

r ic a d r e b b e  p i ù .  S i  t r a t t a  q u i n d i  d i  e l i m i n a r e  l ’ a z io n e  d e l la

c a la m i ta  a p p e n a  o t t e n u t o n e  i l soccorso. N o n  p o te n d o  f a r  q u e s to

col  r i t i r a r e  l a  c a l a m i t a  p e r c h è  o r r o r r e r e b b e  v in c e r e ,  t r a  a l t r o ,

la  r e s is t e n z a  a p p o s t a  d a l l a  m a s s a  d e l  p e n d o l o  a  s t a c c a r s e n e ,

si  p o t r e b b e  i n t e r p o r r e  f r a  i l  p e n d o lo  e  l a  c a la m i t a  u n arra o
in  m o d o  c h e  i l  p e n d o l o  n o n  p o te s s e  v e n i r e  c o n  e s s a  a contattô
e n e l l o  s p a z i o  i n t e r c o r r e n t e  i n t e r c a l a r e  p o i  u n  d ia  r u m m a an
timagnetico p e r  b i l a n c i a r e  l ’ a z i o n e  d e l l a  c a l a m i t a  e  r e s 1 u

q u in d i  i l  p e n d o l o  i n  b a l i a  d e l l a  g r a v i t à .  Q u e s to  m o v ™ e r

a u t o m a t ic o  d ’ i n t e r p o s i z i o n e  d e l  d i a f r a m m a  ( s e m p . ,

m e n to )  s i  o t t e r r e b b e  d a l l a  f o r z a  g e n e r a t a  a  a

p e n d o lo ,  v a l e  a  d i r e  v e r r e b b e  c o n s i d e r a t o  c o m e

fo r z e  p a s s iv e  c a u s a  d e l l a  d i f f e r e n z a  t r a A e  '  _  «  d o

s c u te r e  i  p a r t i c o l a r i  d e l  r a g i o n a m e n t o  r e s t e r à

s c o p r i r e  l a  s o s t a n z a antimagnetica.

F ig . 658.

f ig .  658 ra p p res en ta una de lle d isposizioni più c o -
p a re c c h i  a  moto p e r p e tu o ... S i tratta d’una ruota

im e n t i  o  ca ss e t te  in  ciascuna delle  quali  pu ò m u o -
alla pesante. La ruota può muoversi molto lib e ra -



- 700 -

S e n z a  le  s f e r e  l ’ a p p a r e c c h i o  s a r e b b e  i n  i s t a t o  d ’ e q u i l i b r i o

i n d i f f e r e n t e  ;  m a  c o n  le  s f e r e ,  c h e  p r e n d o n o  l e  p o s i z i o n i  s e -

g n a t e  i n  f i g u r a ,  i l  s i s t e m a doorebbe, s e c o n d o  g l i  i n v e n t o r i ,

m e t t e r s i  i n  m o v i m e n t o ,  p e l  f a t t o  c h e  e s s e n d o  l e  p a l l e  n e l l a

F i g .  65 9 .  —  R u o t a  a  p a l l e  d i  G e r e m ia  M i t z .

p a r t e  d e s t r a  d e l l a  r u o t a  p i ù  d i s t a n t i  d a l l ’ a s s e ,  l a  s o m m a  d e i

l o r o  m o m e n t i  r i s p e t t o  a l l ’ a s s e  s t e s s o  d o v r e b b e  r i s u l t a r e  m a g -

g i o r e  d e l l a  s o m m a  d e i  m o m e n t i  d e l l e  s f e r e  d e l l a  m e t à  s i n i s t r a

d e l l a  r u o t a .  I l  f a t t o  è  c h e  le  d u e  s o m m e  s i  e q u i v a l g o n o  s e m p r e

e d  e s s e n d o  u n a  p o s i t i v a  e  l ’ a l t r a  n e g a t i v a  i l  s i s t e m a  n o n  h a

a l c u n a  t e n d e n z a  a l  m o t o ,  n é  a  c o n s e r v a r e  q u e l l o  c h e  g l i  f o s s e

s t a t o  im p r e s s o .

r

F i g .  6 6 0 .  —  R u o t a  a  s o f f i e t t i  d i  R  L a m y .
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L o  s te s s o  d i c a s i  p e r  a p p a r e c c h i  s i m i l i  n e i  q u a l i  a l le  s fe r e

s o n o  s o s t i t u i t e  p a l e t t e  s n o d a t e  ( f lg .  659).

A n a l o g a  a l l e  r u o t e  r a p p r e s e n t a t e  n e l l e  f lg .  657  e  658  è  l ’ a l t r a

c h e  v e d e s i  n e l l a  f l g ,  660 .  O g n i  s u o  r a g g i o  h a  u n  c a n a le  c h e

in e t t e  i n  c o m u n i c a z i o n e  l e  d u e  c a m e r e  a  s o f f ie t t o  C e O ,  u n o

a l l ’e s t r e m o  d e l  r a g g i o  e  l ’ a l t r o  a l  m o z z o .  I I  c o p e r c h io  d e i  s o f -

f i e t t i  é  c a r i c a t o  d ’ u n  p e s o .  I l  m e c c a n i s m o doorebbe m e t t e r s i

in m o t o e ...........n o n  f e r m a r s i  p iù ,  q u a n d o  s i  fo s s e  i n t r o d o t t o  u n

l i q u i d o  i n  u n o  d e i  d u e  s o f f ie t t i  d i  c i a s c u n  r a g g i o ........

D i  B e m o u i l l i .  —  S i a n o  d u e  l i q u i d i  m i s c i b i l i  t r a  l o r o  e  i  c u i

p e s i  s p e c i f i c i  s i a n o  c o m e  l e  l i n e e AB  , CD ( f lg . 661).

i  s a  c h e ,  s e  d u e  t u b i
i  d e l  r a m o  d i  c o m u n i c a z io n e ,  n q  ^  e  i l

r à  r i e m p i r e  i l  r a m o  m e n o  a  f e g t e r a n n o  i n  s q u i -
s i t o  c o l fluido p i ù  l e g g e r o ,  e  a i t o  fo s s e  t a g l ia t o

• io .  i l  c h e  s i g n i f i c a  c h e  s e  1  c j , e  d e v e  a v e r e ,  i l  f l u , d o

f i c h e  p o c o  a l  d i s o t t o  d e l l a  l u n ^  c o la r e  n e l  p iù  b a s s o ,
i t e n u t o  i n  q u e s t o  r a m o  P o t r e b b  a l t 0  £ F s i a  r i e m p i t o  d i

u p p o n i a m o  o r a  c h e  i l  r a ® °  d iv e r 8 0  p e s o  s p e c if ic o ,  e  c  e
d o  c o m p o s t o  d i  d u e  l i q u i  *  j a8C i  p a s s a re  c

p u n t o F  s ia  s t a b i l i t o  i n a s t o  e  o h .  «  « ■

l e g g e r o ;  c h e  i l  t u D 0  q p e q u i l i b r i o  f r a  i l  H *lu ld 0

m e n o  a l t o ,  p e r  s t a b l l j F r  , .  q

n c a E F  e  q u e l l o  d e l  u l t l ™  n o n  la s c ia n d o  s a r a

o s i  s t a n d o  l e  c o s e ,  e  ^  d e l l ’  e q u iH b r i0
l i d o  p i ù  l e g g e r o ,  q u e s t o ,  m
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s p i n t o  f u o r i  p e r  l ’ o r i f ì z i o G	 e  c o n s e g u e n t e m e n t e  p o t r ò ,  p e r  u n

p i c c o l o  t u b o  d i  d e r i v a z i o n e ,  e s s e r e  r i c o n d o t t o  n e l l ’  o r i f ì z i o E,
o v e  s i  m e s c o l e r à  d i  n u o v o  a l  l i q u i d o  c o n t e n u t o  i n E F. E  c i ò  c o n -

t i n u e r à  s e m p r e  p o i c h é  i l  l i q u i d o G F  s a r à  s e m p r e  t r o p p o  l e g -

g e r o  p e r  c o n t r o b i l a n c i a r e  l a  c o l o n n a  d i  l i q u i d o  c o m p o s t o E F.
C o s i ,  e c c o  u n  m o v i m e n t o  p e r p e t u o ,  c o n c l u d e v a  B e r n o u i l l i .

S e n o n c h è ,  a n c h e  r i u s c e n d o  a  r e a l i z z a r e  l a  d i s p o s i z i o n e  i d e a t a

d a l  B e r n o u i l l i ,  l a  c o s a  n o n  r i u s c i r e b b e  s e b b e n e  s e m b r i  c o n v i n -

c e n t e  i l  r a g i o n a m e n t o  s u  e s p o s t o

—  Q u a n d o  p e r ò  i l  s i s t e m a  c o n s i d e r a t o  n o n  s i a  i s o l a t o ,  s i  p u ò

a v e r e  c h e  l a  s o m m a  t o t a l e  d ’ e n e r g i a  n o n  s ia  c o s t a n t e  i n t r o -

d u c e n d o  c o n t i n u a m e n t e  i n  e s s o  u n a  c e r t a  q u a n t i t à  è l i  e n e r g i a

d a  u n a  f o n t e  e s t e r i o r e  i n e s a u r i b i l e  ;  i n  t a l  c a s o  i l  m o t o  p e r -

p e t u o  è  m a t e r i a l m e n t e  r e a l i z z a t o .........  f i n c h é  l a  f o r z a  e s t e r i o r e

n o n  c e s s i  d i  a g i r e  e  i l  c o n s u m o  d e g l i  o r g a n i  d e l l ’  a p p a r e c c h i o
g l i  p e r m e t t a  d i  f u n z i o n a r e .

S i  h a n n o  i n  t a l  m o d o  q u e i congegni n e i  q u a l i  l a  f o r z a  m o -

t r i c e  è  d e r i v a t a  d a l  c a l o r e  d e l  s o l e ,  d a l l e  m a r e e ,  d a l l e  c a d u t e

d ’ a c q u a ,  d a l l a  d i l a t a z i o n e  e  c o n t r a z i o n e  d e i  c o r p i  d o v u t a  a l

C a r i a r e  d e l l a  t e m p e r a t u r a  a t m o s f e r i c a ,  d a l l ’  i g r o s c o p i c i t à  d i

s o s t a n z e  c h i m i c h e ,  d a l l a  v a r i a z i o n e  d e l l a  p r e s s i o n e  a t m o s f e -

r i c a ,  e c c . ,  e c c .  —  D a r ò  a n c h e  d i  q u e s t i  a p p a r e c c h i  u n  b r e v e

c e n n o  s e n z a  p a r l a r e  d e i  p i ù  c o m u n i  ( m o t o r i  i d r a u l i c i ,  e c o . ) *

I *  —  N e l l a  s e c o n d a  m e t à  d e l  s e c o l o  X V I I I  e s i s t e v a  a  P a r i g i

u n  o r o l o g i o  n e l  q u a l e  i l  m o v i m e n t o  d e l  p e n d o l o  e r a  o t t e n u t o

p e r  e f f e t t o  d e l i a  d i l a t a z i o n e  d ’ u n a  s b a r r a  d ’ a r g e n t o  p e l  v a -

r i a r e  d e l l a  t e m p e r a t u r a  a m b i e n t e .  Q u e s t i  c o n g e g n i  p o t r e b b e r o

essere m u n i t i  d i accumulatori d i  e n e r g i a  ( p e s i  s o l l e v a b i l i ) .

— Ball i n d i c a  p u r e  u n  o r o l o g i o  d a  t a s c a  c o n t e n e n t e  u n

p i c c o l o  p e s o  d ’ a c c i a i o  c h e  s i  i n n a l z a  a d  o g n i  p a s s o  d e l l a  p e r -

s o n a  c h e  p o r t a  l ’ o r o l o g i o ,  i n d i  r i c a d e  c a r i c a n d o  c o s i  a  p o c o  a

p o c o  l a  m o l l a .  U n  p e r c o r s o  d i  3  k m .  è  s u f f i c i e n t e  p e r  c a r i c a r e
l ’ o r o l o g i o  p e r  24  o r e .

Ili* —  R u o t a  d i  B a r l o w .  Q u e s t a  e s p e r i e n z a  v e n n e  i m m a g i -

n a t a  p e r  m e t t e r e  i n  e v i d e n z a  l ’ a z i o n e  e s e r c i t a t a  d a  u n a  c a -
l a m i t a  s u  d i  u n a  p o r z i o n e  d i  c o r r e n t e  m o b i l e .

U n a  r u o t a  d i  r a m e ,  d e n t a t a ,  a l l e g g e r i t a  c o n  t r a f o r i  n e l l a
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p a r t e  c e n t r a l e ,  p u ò  r u o t a r e  a t t o r n o  a d  u n  a s s e FG.  Q u a n d o

'  9 u o i  d e n f c i  a  l a m b i r e  l a  s u p e r f i c i e ^
D a g n o  d i  m e r c u r i o  i n  u n a  v a s c h e t t a ED.

U n a  c o r r e n t e  e l e t t r i c a  a r r i v a  a l  m e r c u r i o  p e l  b o t t o n e C e ,

p e r  i  d e n t i  d e l l a  r u o t a  p e r v i e n e  a l  s u o  a s s e  d ’ o n d e  r i t o r n a  a l

p o l o  n e g a t i v o .  U n a  c a l a m i t a AMB, f i s s a t a  a l  s u p p o r t o  h a  i  s u o i
p o l i  r i v o l t i  a l l e  d u e  f a c c e  d e l l a  r u o t a .

A b b i a s i  u n  o s s e r v a t o r e  s i t u a t o  v e r t i c a l m e n t e  n e l la  c o r r e n t e

n i o  i l e ,  c o n  l a  t e s t a  v e r s o  l ’ a s s e FG. S e  g u a r d a  v e r s o  i l  p o lo

o r e a l e B, s a r à  s o l l e c i t a t o  d o  u n a  f o r z a  d i r e t t a  v e r s o  l a  s u a

F i g . 662-

s i n i s t r a  d a D  i n E. S e  s i  v o l t o  in  m o d o  d a  g u a r d a r e  i l  p o lo A,
s a r à  s p i n t o  v e r s o  l a  s u a  d e s t r a ,  ó io é  a n c o r a  d a D v e r s o  p o i -
c h é  l a  s u a  d e s t r a  a v r à mutato posizione n e l  s u o  v o i t a r s n P ^

c o n s e g u e n z a  l a  r u o t a  c h e  c o n d u c e  a  c  .  s

d a D  v e r s o  i r ,  c o m e
c o n c lu d e  c h e  l ’ a z i o n e  d e i  p o l i  d  u n a  c a ia m u à p

m e n t o  d i  c o r r e n t e  h a  r e a l m e n t e  d i

C o s ic c h é  l a  r u o t a  d i  B a r l o w  a z io n i  e l e t t r o m a g n e t ic h e .  L a

r o t a z i o n e  c o n t i n u a  p r o d o t t a  . .  r u o t a  é  c o s t a n t e  p o ic h é
f o r z a  c h e  la  c a l a m i t a  e s e r c i t a  s u l la  r u o t a



n e s s u n a  d e f o r m a z i o n e  s i  p r o d u c e  n e l l ' a p p a r e e c b i o  p e r  l a  r o t a -

z i o n e  d e l l a  r u o t a  ;  n e  s e g u e  c h e la  o e lo e it à  a c q u is ta t a  d a l l ’a p -

p a r e c c h io  a u m e n t a  a d  o g n i  g i r o ,  e  a u m e n t e r e b b e  s e n z a  lim ite ,

s e ...........d a u n l a t o g l i a t t r i t i d a v i n c e r e n o n a g i s s e r o i n s e n s o

c o n t r a r i o  a  q u e l l o  d e l  m o v i m e n t o  p e r  l i m i t a r n e  l a  v e l o c i t à ,  e

s e  d ’ a l t r a  p a r t e  i  f e n o m e n i  d ’ i n d u z i o n e  n o n  d i m i n u i s s e r o  l ’ i n -

t e n s i t à  d e l l a  c o r r e n t e  t a n t o  p i ù  e n e r g i c a m e n t e  q u a n t o  p iù

g r a n d e  è  l a  v e l o c i t à  e  p i ù  c o n s i d e r e v o l e  i l  l a v o r o  c o m p i u t o

d a l l a  c o r r e n t e .

F ig .  66 3 .

I V .  —  L a  r u o t a  a u t o m o t r i c e .  Q u e s t o  s i n g o l a r e  a p p a r e c c h i o

f o r m a v a  u n a  d e l l e  a t t r a t t i v e  d e l l a  p r i m a  e s p o s i z i o n e - c o n c o r s o

d i  g i o c a t t o l i  i n d e t t a  a  P a r i g i  d a l  p r e f e t t o  d i  p o l i z i a  L é p in e .

fc  d o v u t o  a l  S i g .  R a i m o n d o  G u i l l o t .  C o n s i s t e  i n  u n  d i s c o  d ’ u n a

m a t e r i a  q u a l u n q u e  :  e b a n i t e ,  z i n c o ,  v e t r o ,  e c c . ,  o m o g e n e a  p i ù

c h e  s i a  p o s s i b i l e ,  c o n  u n  l a r g o  f o r o  n e l  c e n t r o ,  a t t r a v e r s o  a l

q u a le  p a s s a ,  s e n z a  s f i o r a r l o ,  u n  a s s e  d i  l e g n o  o  d i  f e r r o .  11  d i s c o

é  m a n t e n u t o  i n  p o s i z i o n e  p e r p e n d i c o l a r e  a l l ’  a s s e  m e d i a n t e
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f a 15) ChC P888ano 8ulla sua P ^ r l a e
de.  cuscinetti  «  h  r  f  estremit*  dell’ asse.  Questo  ruota  su
in hJl ,,8 e' U parte inferi°re del disco é immersa
■ asinelio d acqua. Questo Apparecchio ruota indeflni-

™ nte C10e....... flno a che vi é acqua nella vaschetta.
Anche qui dunque, niente m o to  p erp e tu o . Passiamo a spie-

gare il moto dell’apparecchio.
Si consideri la flg. 664. Abbiasi un asse X Y  montato su due

cuscinetti a punta. Nel centro un largo manicotto o mozzo

l a s c i a  p a s s a r e ,  s e n z a  t o c c a r l a u n y j ^ agoâ ^
d a  c o r d i c e l l e  d i  c a n a p a .  S e  s .  f a  J“ “ ea f ^ r e  a l l a  s b a r r a  la

q u a ,  l a  c o r d i c e l l a  c o n t r a r r a  e  f a r  L - e q u i l i b r i o  s a r à  d u n -

p o s iz i o n e  s e g n a t a  p u n t e g g i a t a  i n  g  •  l ' e s t r e m i t à A c h e

q u e  r o t t o  e  l a  s b a r r a  o s c i l l e r à  e  a  d ic e u a  . y S K d i s s e c -

v e r - r à  a  p e s c a r e  n e l l ’ a c q u a ;  m e n  b a „ n a t a  e  s i  a c c o r c e r à
c h e r à  e  s i  a l l u n g h e r à ,  1*.a l t r a  s e r a  b a g n a . ^

f a c e n d o  r i s a l i r e  l a  s b a r r o  , n  M a  q u e s ta  d is p o s iz io n e
n u o v a m e n t e  r o t t o ,  e  c o s i  d i segato,  m q
non f u n z i o n e r e b b e  c h e  c o m e  u n

45 — Ghkr s i.  — Matem. dilett.



—  70 6

S e  s i  i m m a g i n a n o  d u e  s b a r r e ,  a n z i c h é  u n a ,  d i s p o s t e  a d  a n -

g o l o  r e t t o  ( f i g .  6 6 5 )  s i  a v r à  u n  m o v i m e n t o  d i  r o t a z i o n e  a s s ic u -

r a t o ,  c h e  s i  p o t r à  r e n d e r e  p i ù  f a c i l e  c o n  u n  n u m e r o  m a g g i o r e

d i  s b a r r e ,  c h e  n e l  l o r o  a s s i e m e  p o t r a n n o  e s s e r e  s o s t i t u i t e  c o n

m a g g i o r  s e m p l i c i t à  d a  u n  d i s c o  c o m e  n e l l a  f l g .  6 6 3 .

S i  h a  u n o  s p o s t a m e n t o  d e l  c e n t r o ,  u n a  e c c e n t r i c i t à  c o s t a n t e ,

c o m e  l o  i n d i c a ,  e s a g e r a n d o l o ,  l a  f l g .  66 6  e  i l  d i s c o  g i r a  s e m p r e

n e l l o  s t e s s o  s e n s o .

L a  v e l o c i t à  é  f u n z i o n e  d e l l a  r a p i d i t à  d ’ e v a p o r a z i o n e  d e l  l i -

q u i d o  s u l l e  c o r d i c e l l e  c h e  e s c o n o  d a l l a  b a c i n e l l a .  S i  p u ò  s o s t i ,

t u i r e  l ’ a c q u a  c o n  a l c o o l  o  c o n  e t e r e ,  c o m e  p u r e  t r o v a r e  a l t r e

s o s t a n z e  c h e  b a g n a t e  s i  c o n t r a g g a n o  m a g g i o r m e n t e  d e l l a  c a -

n a p a  r i t o r t a ,  o  p i ù  r a p i d a m e n t e .  E c c o  t u t t o .



CURVE DI DEFORMAZIONE

N e l l a  t r a z i o n e  e  c o m p r e s s i o n e  d e i c o rp i  o m o g e n e i e  i s o t r o p i

le  t r a c c e  d e l l e  d e f o r m a z i o n i  s u l  c o n t o r n o  e s t e r n o  c o n s is t o n o ,

p r i m a  c o m e  d o p o  i l  l i m i t e  d i  e l a s t i c i t à ,  i n  l i n e e  a v v o l t e  d a  s i -

ra	 a  d e s t r a  o  d a d estra a sinistra, ch e si sviluppano t u t t e

l i  u n  p i a n o  q u a lu n q u e  p a s s a n te  p e r  u n a  d e l le  g e n e r a t r i c i

p e z z o  d i  s a g g i o , s e co n d o r e t t e  q u a l i A B  e  C D ,  inclina te  di

>  s t e s s o  a n g o l o  s u l l a  d i r e z io n e dello  sforzo.
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N e l  c a s o  d ’ u n  c i l i n d r o  c a v o  s o t t o p o s t o  a  p r e s s i o n e  s i a  i n t e r n o

c h e  e s t e r n a  l e  d e f o r m a z i o n i  t a g l i a n o  l e  s e z i o n i  p i o n e  s e c o n d o

spirali logaritmiche c o n i u g a t e ,  q u a l i a b  e  a c  f ì g .  66 7  a v e n t i  i l

p o l o  s u l l ’ a s s e  d e l  c i l i n d r o ,  e  l e  s u p e r f l c i  c i l i n d r i c h e  s e c o n d o  l e

p o r z i o n i  d i  e l i c h e hh e d II ( f ì g .  2 ) .

F i g .  6 6 8 .

L e  l a s t r e  a p p o g g i a t e  s u l  l o r o  c o n t o r n o  e  s o t t o p o s t e  a l l a  p u n -

z o n a t u r a  n e l  c e n t r o ,  d a n n o  p a r i m e n t e  d e l l e  s p i r a l i  l o g a r i t -

m i c h e ef e d e f  ( f i g .  3 )  a v e n t i  p e r  p o l o  i l  c e n t r o  d e l  p u n z o n e .

T a l i  d e f o r m a z i o n i  s ì  m a n i f e s t a n o  i n  i n c a v o  n e l l a  t r a z i o n e  e

i n  r i l i e v o  n e l l a  c o m p r e s s i o n e .

L a  f i g  66 8  o f f r e  a l t r i  e s e m p i  d e l i a  r e g o l a r i t à  d i  t a l i  l i n e e  d i

d e f o r m a z i o n e  n e i  m e t a l l i  ( e s p e r i e n z e  d e l  M a g g i o r e  d ì  a r t i -

g l i e r i a  H a r t m a n n ,  f r a n c e s e ) .
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Disposizioni rettilinee.

In Qu<*nti modi gì possono disporre ipezzi del domino in linea
retta, seguendo le regole del gioco f

L  e l e m e n t o  i n i z i a l e ,  p .  e s . ,  u n  c in q u e ,  d o v r à  e s s e r e  u g u a le

8  <?u e l l o  f i n a l e .  —  C o n s i d e r i a m o  u n a  c o m b in a z io n e  r e t t i l i n e a

q u a l u n q u e .  P o s s ia m o  i m m a g i n a r l a  r i d o t t a  a circolare f a c e n d o

c o m b i n a r e il p r i m o  n u m e r o  c o l l ’ u l t i m o .
i n  u n a  d i  t a l i  c o m b i n a z i o n i  c h e  n o n  c o n te n g a  d o p p i ,  s i  p u ò

i n t e r c a l a r v e n e  u n o  i n  t r e  p u n t i  d i s t i n t i .  Q u in d i  s e C indica il
n u m e r o  d e l l e  c o m b i n a z i o n i  c i r c o l a r i  s e n z a doppi l’aggiunta
del d o p p i o  s e i ,  p e r esempio,  d a r à luogo a 3 C  c o m b i n a z i o n i ;

d e l  p a r i  l ’ a g g i u n t a  d ’ u n  a l t r o doppio t r i p l i c h e r à  i l  n u m e r o  d i

c o m b i n a z i o n i  p r e c e d e n t e ,  c o s ic c h é  i n  d e f i n i t i v a  i l  n u m e r o  t o -

t a l e  d e l l e combinazioni circolari con d o p p i  s a r à  d i :

37 C = 2187 C

S e  o r a  c o n s i d e r i a m o  u n a  q u a ls ia s i  d i  t a l i  c o m b in a z i o n i  d i  28

p e z z i ,  s c e g l i e n d o  s u c c e s s iv a m e n t e  c ia s c u n o  d e i  28  p e z z i  c o m e

i n i z i a l e ,  n e  r i s u l t e r a n n o  28  c o m b i n a z i o n i  r e t t i l i n e e  d is t in t e ,  a

c u i  s i  d e d u c e  c h e  i l  n u m e r o  t o t a le  d i  q u e s te  é 28 * 3  •  • u  o
s i  r i d u c e  d u n q u e  a  t r o v a r e  i l  n u m e r o  d e l le  d is p o s iz io n i  c i  c

l a r i  c h e  n o n  c o n t e n g o n o  a lc u n  d o p p io .

I l  n u m e r o C d e l l e combinazioni circolari 7959229931520
d i  129976320  e  q u e l l o  d e l le  ^  q u a d r a  n o n

Q u e s t i  n u m e r i  d o v r e b b e r o  e s s e r e  d iv  P

s i  t e n e s s e  c o n t o  d e i 9e n s o .
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Problem a generale dei «tre in fila».

N e l  g i o c o  b e n  n o t o  d e l l a Tela s i  t r a t t a  d i  d i s p o r r e  t r e  p e d o n i

s u  d i  u n a  m e d e s i m a  f i l a  o  r e t t a -  V e n n e  p r o p o s t a  u n a  f o r m a  p i ù

g e n e r a l e  p e r  q u e s t o  g i o c a  e n u n c i a b i l e  c o s i : Disporre  n pedoni

su di un piano in modo da formare il maggior numero pos-
sibile di rette , ciascuna delle quali non contenga che tre soli
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gettoni. R ie s c e  f a c i l e  d i s p o r r e  i  p e z z i  s e c o n d o  u n  n u m e r o  d i

r ig h e  u g u a l e  a l l a  p a r t e  i n t e r a  d e l l ’ e s p r e s s io n e  :

8

A b b i a s i  u n  p u n t o M  d ’ u n a  c u b ic a .  S ìa N  i l  p u n t o  n e l  q u a le

la  t a n g e n t e  i n M  s e g a  l a  c u b i c a ;  s ia A i l  p u n t o  n e l  q u a le  la

t a n g e n t e  i n N  s e g a  l a  c u r v a  ;  l a  r e t t a MA  s e g a  la  c u r v a  in B,
NB s e g a  l a  c u r v a  i n  C ; MC  i n D; ND  i n E  e  c o s i  d i  s e g u i t o .

1  p e d o n i  p o s s o n o  v e n i r e  d i s p o s t i  n e i  p u n t i M,N,A,B,C,  •

C o s i c c h é  9  p e z z i  p o s s o n o  e s s e r e  d is p o s t i  s u  8  r i g h e ,  p e z z i

s u 10 r i g h e ; 15 s u 1 2 ; 81 s u 8 0 0 ; 101 s u 1250, e c c .

S y lv e s te r  ha  pe rò
forn isce un num ero
d e ll ’espress io n e  :

d i m o s t r a t o  c h e  la

d i  t e r n e  r e t t i l i n e e

costruzione precedente
uguale alla parte intera

f (—) M
M è u n punto dell’no o r d in e  s u l la cubica. Cosicché si
disporre 9 pedoni in 9 righe (ftg. 069-670-671-672S73-67ii iO

> 12 righe; 15 in 30, ecc., ecc.
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N o n  s i  h a  f i n o r a  u n a  t e o r i a  g e n e r a l e  c h e  p e r m e t t a  d i  s t a b i -

l i r e  i l  n u m e r o  m a s s i m o  d e l l e  r i g h e  d i  t r e  p e d o n i  c h e  s i  p o s -

s o n o  o t t e n e r e  c o n n p e d o n i  d i s p o s t i  s u  u n  p i a n o .

B

S y l v e s t e r  s t e s s o  h a  o s s e r v a t o  c h e  i  n u m e r i  d a t i  d a l l a  f o r -

i n o l a  p r e c e d e n t e  n o n  s o n o  i  l i m i t i  e s t r e m i  c h e  s i  p o s s o n o

r a g g i u n g e r e ,  c o m e  s i  p u ò  v e d e r e  n e l l a  f ì g .  6 7 5  c h e  d à  10  r i g h e
c o n  9  p e d o n i .
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U n  e s a g o n o  r e g o l a r e  ( f lg .  67 6 )  f o r n i r e b b e

g e n e r e  n e l l a  q u a l e  l e  t e r n e  s a r e b b e r o :
u n a  s o l u z io n e  d i  t a l

ABM °°  FCM ao EDMX BCNaa ADNX
FEN oo CDPn BEPM AFPX Maa Nx Px
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F i g .  67 8 .

S00 F  A

£

o



- 717 -

c o n s i d e r a r e  c o m e  d e d o t t a ,  l a  f l g .  679  c h e  c o m p r e n d e  i  6  p u n t i

A , E, O, F, R o o *  S o o .  D a l l a  f l g .  680  s i  p o s s o n o  u g u a l m e n t e  i m -

m a g i n a r e  d e d o t t e  l e  f l g .  681  e  682  s e c o n d o  c h e  s i  c o n s id e r a

p r o i e t t a t o  i l  p u n t o C  a i  f i n i t o  o  i l  p u n t o Z  a l l ’ i n f i n i t o .

A
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In
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G e n e r a l i z z a z i o n e  d e l  p r o b l e m a :  p in fila. —  D a l  p r o b l e m a

d e i  t r e  p e d o n i  i n  l i n e a  r e t t a  s i  p a s s a  a  q u e l l o  g e n e r a l e : Di-
sporre n pedon i sopra un piano, in modo da aeere il massimo
numero di colte p di essi in linea retta.

A

E c c o n e  a l c u n i  e s e m p i»  N e l l a  f lg .  692  i l  p e n t a g o n o  s t e l l a t o

V B'  c > A e , F, G, ir, / , L, f o r n is c e  c o n iù p e d o n i  5  r i g h e

l i  4 .  N e l l a  s t e s s a  f i g u r a abbiamo con 16 p e d o n i 15 r ig h e di i.
N e l l a flg. 693  c o n  19  p e d o n i abbiamo 10  r i g h e  d i  5.  Q u e s ta  f i -

b r a  n o n  é  c h e  u n a  p r o s p e t t i v a  d i quella c h e  s i  o t t e r r e b b e

° n  1 0  r e t t e  d e t e r m i n a t e  d a l le  e q u a z io n i :

x = ± a x = ± à

y  =  ± a  y — ± . b  y  =  ± &

' q u e s t a  f i g u r a  d u e dei p u n t i  s o n o  a l l ’ i n f i n i t o .

46 — G h e h s i H a t e » , d ilett.
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S u l  p e n t a g o n o  s t e l l a t o  s i  p o s s o n o  o t t e n e r e  c o n  7  p e d i n e  *

a l l i n e a m e n t i  d i  t r e ,  i n  4  m o d i  c h e  c o r r i s p o n d o n o  a i  v a r i i  g r u p p i

d i  3  v e r t i c i  p o s s i b i l i  s e n z a  p e d i n e ;  d i  v e r t i c i  s e  n e  h a n n o  5  i n -

t e r n i  e  5  e s t e r n i  ;  m a  b i s o g n a  e s c l u d e r e  i  g r u p p i  c h e  f o r m a n o

d u e coppie s u  d u e  l a t i ,  i l  c h e  o b b l i g h e r e b b e  a d  a v e r e  4  d e i  7

p e d o n i  s u  d i -  u n  s o l o  l a t o .

N o n  r e s t a n o  p e r c i ò  c h e  q u e s t i g r u p p i  :

E s t e r n i  I n t e r n i

—  3 F i g u r a 693

1  2 * 69 4

2  1 » 69 5

3  — » 696

A l l e  f l g .  6 9 4 ,  695  n e  c o r r i s p o n d o n o  p e r ò  a l t r e  d u e  s i m m e t r i c h e .



Allineamenti diversi.

S u i  l a t i  d ’ u n  p e n t a g o n o  s i  p o s s o n o  d i s p o r r e  5  p e d o n i  b i a n c h i

e  a l t r e t t a n t i  n e r i ,  i n  m o d o  c h e  s u  c ia s c u n  l a t o  s e  n e  t r o v in o

d u e  b i a n c h i  e  d u e  n e r i  ( f l g .  698-699 ).



-  724 -

s u l l e  s e i  r e t t e  c h e  9 i  o t t e n g o n o  u n e n d o  i  v e r t i c i  d ’ u n  e s a g o n o

i n  m o d o  d a  f o r m a r e  d u e  t r i a n g o l i  c h e  s i  i n t e r s e c a n o  ( e s a g o n o
a  s t e l l a  f ì g .  7 0 0 ) .

—  i n  u n  o t t a g o n o  s t e l l a t o ,  c o n  l e  d i a g o n a l i ,  s i  p o s s o n o  d i -

s p o r r e  o t t o  p e d o n i  n e r i  e  a l t r e t t a n t i  b i a n c h i  i n  12  r i g h e  c o n -

t e n e n t i  c i a s c u n a  d u e  p e d o n i  b i a n c h i  e  d u e  n e r i  ;  n e l l a  f l g .  701

s i  v e d e  u n a  d e l l e  d i s p o s i z i o n i  p o s s i b i l i .



- 725 -

— Nella flg. 702 costituita dagli ettagoni stellati di prima e
seconda specie si possono disporre 10 pedoni bianchi e li neri
su 14 righe contenenti ciascuna due pedoni neri e due bianchi.

F i g -  7 0 3 .

•  ìn  allineamenti  di  4

botile s, possono « P " * " ”” *'
ni  rrinRouno?  L a  ng-  y
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— Nello stessa poligono, con la disposizione indicata nella
flg. 704, si possono ottenere con 28 pedoni 14 righe di 5 pedoni.

La torre di Hanoi.
Si tratta d’un gioco o rompicapo consistente in un’ assicella

con tre pioli in uno dei quali sono infilati otto dischi di dia-
metro decrescente. Si tratta di ricostruire la torre formata di
tali dischi infilandoli in uno degli altri due pioli, a condizione
di non spostarne che uno alla volta e di non collocarne mai
uno su di un’altro più piccolo.

Aumentando di uno il numero dei dischi il gioco richiede
più che doppio numero di spostamenti ; infatti se lo si sa risol-
vere per otto dischi, per esempio, trasportando la torre dal
primo piolo al secondo si saprà risolverlo per nove. Si traspor-
tano dapprima gli otto dischi superiori sul terzo piolo, poi il
nono sul secondo e poi su questo gli altri otto. Dunque aumen-
tando la torre d’un piano 11 numero dei tratti diventa doppio,
più uno. Occorrono perciò :

Per una torre di 2 piani N. 3 tratti
» * » » 3 » » 7 »
» » » * 4 » » 15 »
» » » » 5 » » 3t »
» > » * 6 » » 63 »
» » » » 7 » » 127 *
» » » » 8 » » 255 »
» » » » 9 » » 511 »
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Supponendo di fare un movimento per secondo occorrono
più di 4 minuti per {spostare la torre di otto piani.

Quando la torre fosse composta di 64 dischi occorrerebbe un
numero di spostamenti dato da :

2« — 1 = 18446744073709551615

numero che corrisponde a quello dei grani di frumento ri-
chiesto al monarca indiano Sheran da Sissa, l ’inventore del
gioco degli scacchi (vedi a pag. 98).

Nel caso del gioco della Torre di Hanoi occorrerebbero, ope-
rando nel modo sopra indicato, più di cinque m iliard i di secoli
per terminare il gioco.....e sarebbe davvero il coso di impie-
garli meglio.

Problema degli otto gettoni.

Ecco otto gettoni disposti in linea retta :

In qual modo occorre spostarne quattro, facendoli saltare
sopra due degli a ltr i per posarli sopra un terzo, in modo da
ottenere in deflnitioa quattro pile di due gettoni ?

Ecco il quadro degli spostamenti successivi da operare, indi-
cando con 0, 1, 2, il numero dei gettoni che si trovano in una
data posizione :

1 1 1 1 1 1 1 1
1 2 1 1 0 1 1 i
1 2 0 1 0 1 2 1
2 2 0 0 0 i 2 1

2 2 0 0 0 0 2 2

Osservazione. — Si può fare lo stesso problema con numero
maggiore di gettoni, purché pari. Infatti collocando il gettone
N. 4 sul primo si può considerare la serie come diminuita di
uno. Con 6 gettoni però il problema è impossibile.

Cosi pure, in luogo di saltare due gettoni si può saltarne tre,
partendo  da  una  riga  di  t2 gettoni e proponendosi di trasfor-
marla in quattro pile di tre pezzi ciascuna.
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Lo svolgimento

spetto : delle operazioni è indicato nel seguente pro-

2
2

0  1
0  0

1 1 i  i
l i t i
1 1 1 2.  •  1  w  l

1 3 1 1 1 0 0 0 1 1 2 1
1 3 1 0 1 0 0 0 1 1 3 1
2 3 0 0 1 0 0 0 1 1 3 1
3 3 0 0 0 0 0 0 1 1 3 1
3 3 0 0 0 0 0 0 1 0 3 2
3  3  0 0 0 0 0 0 0 0 3 3

Quando la linea iniziale contenesse 15, 18, 21, ........gettoni,
si comincerebbe col diminuirla successivamente di tre, for-
mando una pila ad una delle estremità fino a ridurla a non
contenere più che 12 gettoni.

11 metodo indicato è generale, cioè fornisce la soluzione del
problema generale : Dati m n gettoni in linea retta, m non
essendo minore di 4, formare m pile di n gettoni saltando ad
ogni spostamento n gettoni.

in una dama di 16 caselle siano due pedoni bianchi e due
neri situati come nella flg. 706. Immaginiamo la partita cosi

L a dama di 16 caselle.

A)
B)
C)

a 1 —b 2
c 1 - d2
c 1 — h 2

(,  t - a  3  e vince
d 4 _ e 3 e vince
t>  4 - c 3 patta
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Se nel caso C il bianco commettesse l’ errore di giocare
i 4 - a 3  perderebbe la partita. Le stesse considerazioni potrà
fare il Lettore sulla dama di 36 caselle attribuendo a ciascun
giocatore 6 pedoni.

Sul gioco degli scacchi.

La difficoltà somma di uno studio matematico di questo
gioco, per non dire addirittura V impossibilita, si potrà bene
comprendere quando si sappia che le prime quattro mosse
possono effettuarsi in 197299 maniere diverse e che i pezzi pos-
sono occupare sulla scacchiera circa 72000 disposizioni diffe-
renti dopo la quarta mossa (due per ciascun giocatore) delle
quali ben 16556 sono date dai soli movimenti di pedoni.

L’opera del Jaenisch (1), oltreché incompleta, come è facile
comprendere, riesce assai oscura ed ha certamente contri-
buito ben poco alla conoscenza delle intricate combinazioni
del gioco.

Così, ad esempio, un problema di scacchi si dovrebbe poter
risolvere una volta messo, poniamo, sotto questa forma : Dati
i tali pezzi del Bianco e del Nero nelle tali e tali altre posi-
zioni trovare in quale minimo numero di mosse possa il
Bianco, col tratto, vincere, oppure quale o quali pezzi e come
collocati occorra aggiungere al Bianco o togliere al Nero, af-
finchè il Bianco col tratto possa dar matto in un determinato
numero di mosse ; od altrimenti far risaltare V impossibilità
di risolvere il problema.

Non é difficile comprendere la determinatezza che possono
presentare problemi di tal forma, ma le regole per risolverli
non si presentano davvero facili a trovare.

I percorsi sulla scacchiera. — Consideriamo una scacchiera
formata di m x n caselle. Quale è il numero totale di percorsi
che è possibile seguire per passare dall’angolo superiore di
sinistra a quello inferiore di destra, lo spostamento effettuan-
dosi secondo le linee di divisione nel senso verticale dall’alto
in basso e nel senso orizzontale da sinistra a destra?

(1) Applications de l'Analyst Mathèmal. aujeu dee échécs. S. Pétersbourg, 1862-3.



- 731 -

La formola che dà la risposta a tale domanda è questa:

______ 1 - 2 - 3 ......... f f i f r t)_______
1 - 2 - 3 ......... m x  1•2  •  3  •  •  •  •  •n

Se m = n essa diviene:

1  •  2  »  3 .......... 2 m
il • 2 • 3 .......... m)*

Nel caso di m = 8, cioè nella scacchiera usuale, si ha:

1 - 2 - 3 ...........16
( 1 - 2 - 3 ...........8)1 12870

Salto del Cavallo. — Quanti salti di caoallo sono possibili
su di una scacchiera, prendendo successioamente tutte le ca-
selle come punto di partenza ì

Consideriamo il caso generale di una scacchiera rettagolare
di a per b caselle. Si può passare da una delle (b — ì) prime
colonne alla colonna seguente con (a —2) salti discendenti e
con  altrettanti  salti  ascendenti  ossia  con  :

2 ( a - 2 ) 	 (b 	 -  1 )

salti e altrettanti saltando da destro a sinistra. Parimente,
passando alla linea precedente o alla susseguente si ha un
numero di salti uguale al doppio di :

2 (a -  i)  (6 -2 )

Dunque i l numero dei salti del caoaliere è uguale al doppio
di :

(2a - 3) (2 b - 3) - 1

Nel caso della scacchiera comune quadrata, di 8 caselle di
iato, si ha a = 6 = 8 e la formola diventa :

( 2 x 8 	— 	3 ) - 	 i  =  1 6 8

sicché i salti sono in totale 336. .

Mosse di Re. — Si può considerare il Re come l’ insieme di
due cavalieri uno dei passi dei quali è 1 e l’altro zero oppure 1.

Si  ha  cosi  il  doppio  di
i 	 a b - 3	a - 3 b 	 + 	2

Sulla scacchiera normale
4 x 64 —

tale numero diventa:
6 x 8  +  2  =  210
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Mosse di torre. — Possiamo considerare la Torre come l’ in-
sieme di due cavalieri pei quali uno dei passi é nullo e l’altro
è uno qualunque degli intieri minori di a. Si trova cosi che il
numero degli spostamenti della Torre sulla scacchiera di. a*
caselle è il doppio di :

a* (a — t) e per a = 8 64 x 7 = 448

Mosse d’Alfiere. — Si può considerare il sistema di due Al-
fieri come l’insieme di due cavalieri i cui passi, uguali, sono
tutti i numeri intieri minori di a (sulla scacchiera di a* caselle).

Gli spostamenti possibili sono dunque il doppio di:

~ a (a — i) (2a — 1) e per a = 8 4 x 7 x 1 5  =  420

Mosse di Regina. — Si può considerare la Regina come il
complesso d una Torre e di due Alfieri epperò potrà fare un
numero di spostamenti doppio di

a (a — 1) (ha — 1) e per a = 8 4 x 7 x 39 = 1092

Un gioco aritmetico.

Siano I ed F i due giocatori. Uno di essi X  sceglie un certo
numero che non oltrepassi un certo limite, 7 ad esempio; Y  a
sua volta indica un nuovo numero che non oltrepassi il 7, il
quale viene aggiunto al numero già scelto da X\ questi ag-
giunge alla somma un terzo numero, sempre rispondente alla
condizione indicata, e cosi via alternativamente, fino a che il
giocatore che riesce a raggiungere un certo numero, 57 ad es.
fissato in precedenza, vince la partita.

È evidente che se il giocatore X, per esempio, arriva primo
alla somma 49 vincerà poiché qualunque sia il numero aggiunto
dall’avversario, non potrà ottenere, al più, che la somma 56 e
X  vincerà aggiungendo 1. Cosi pure se X  arriva primo al 44, Y
non può impedirgli d’arrivare per primo al 52. Sicché la chiave
del gioco consiste nel raggiungere per primo uno dei termini
della progressione aritmetica :

—r-  49  .  41  .  33  .  25  .  17  .  9  .  1
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N e  s e g u e  c h e  c h i  a p r e  i l  g i o c o  p u ò  s e m p r e  v i n c e r e ,

r n  g e n e r a l e  s e  i l  n u m e r o  l i m i t e  é m, e M  i l  n u m e r o  c h e  s i

d e v e  r a g g i u n g e r e  p e r  v i n c e r e ,  i numeri-chiare c o s t i t u i s c o n o

u n a  p r o g r e s s . o n e  a r i t m e t i c a  d i  r a g io n e  m  +  t  e  i l  c u i  t e r m in e
m i n i m o  s i  o t t i e n e  d i v i d e n d o M  p e r m +  i .

Q u e s t o  g i o c o  s i  p u ò  g i o c a r e  a n c h e  c o s i .  S i  d i s p o n g o n o  s u  u n

a v o l o M  o g g e t t i  q u a lu n q u e .  I  d u e  g io c a t o r i  n e  t o l g o n o ,  p e r

t u r n o ,  u n  c e r t o  n u m e r o  s e n z a  o l t r e p a s s a r e m, e  c h i  p r e n d e

u l t i m o  o g g e t t o  v i n c e .  È  c h i a r o  c h e  d e v e  v i n c e r e  i l  g i o c a t o r e

c h e  p e r  p r i m o  h a  l a  p o s s ib i l i t à  d i  l a s c ia r e  s u l  t a v o lo  u n  n u -

m e r o  d i  o g g e t t i  m u l t i p l o  d i m - f - 1 ,  c i o è  c o r r i s p o n d e n t e  a d  u n o

d e i  t e r m i n i  d e l l a  p r o g r e s s io n e .

U n ’ a l t r a  m o d i f i c a z i o n e  d e l  g i o c o  c o n s is t e  n e l  d i s p o r r e  A / o g -

g e t t i  i n  c e r c h i o  e  i n v i t a r e  i  d u e  g io c a t o r i  a  r i t i r a r n e ,  c ia s c u n o

a  s u a  v o l t a ,  u n  c e r t o  n u m e r o m f i s s a t o  p r im a ,  m a g g io r e  d i  i .

c o n  l a  c o n d i z i o n e  c h e  g l i  o g g e t t i  v e n g a n o  r i t i r a t i  d i  s e g u i t o ,

s e n z a  l a s c i a r e  v u o t i .  I n  t a l i  c o n d i z i o n i  i l  s e c o n d o  d e i  g i o c a t o r i

p u ò  v i n c e r e  s e m p r e .

L ’ a n a l i s i  d e i  g i o c h i  s u e s p o s t i ,  a s s a i  s e m p l i c i  q u a n d o  l e  c o n -

d i z i o n i  s o n o  q u e l l e  a c c e n n a t e ,  r ie s c e  m e n o  f a c i l e  q u a n d o  s i

a g g i u n g a ,  a d  e s e m p io ,  l a  r e s t r i z i o n e  c h e  c ia s c u n o  d e i  g i o c a -

t o r i  n o n  p o s s a  a g g i u n g e r e  p i ù  d i  t r e  v o l t e  l o  s te s s o  n u m e r o ,

e  r i e s c e  d i f f i c i l e  d i r e  s e  s i  a b b ia  o  m e n o  v a n t a g g io  a  c o m in -

c i a r e  i l  g i o c o .
I l Ball p r e s e n t a  i n  q u e s t o  m o d o  la  s u a  g e n e r a l i z z a z io n e  .

«  S u p p o n ia m o  c h e  c i a s c u n  g i o c a t o r e  a b b ia  18  c a r t e ,  c h e  p e r

g r u p p i  d i  t r e  p o r t i n o  i  n u m e r i  1,  2,  3 ,  4,  5  e  6.  I l  g i o c a t o r e X
c o m i n c i a  a  p o s a r e  u n a  d e l l e  s u e  c a r t e , Y  u n a  d e l l e  s u e  e  c o s

v ia .  I l  p r i m o  c h e  p o s a  u n a  c a r t a  t a l e  c h e  l a  s o m m a  e i  P u n  1

d i  t u t t e  l e  c o r t e  p o s a t e  s ia  u g u a le  a  50  v in c e  l a  p a r  *  a  ’  " ,

q u e s t a  è  p e r d u t a  q u a n d o  p o s a n d o  u n a  c a r ^®’  a  801

d i  t u t t i  i  p u n t i  a l t r e p a s s a  i l  n u m e r o  l i m i t e  50.  n i n u -
«  S i  p u ò  f a r e  i l  g i o c o  c o n t a n d o  m e n t a lm e n t e  o  n o t a n d o  i n u

m e r i ,  p e r  c u i  l e  c a r t e  n o n  s o n o  i n d i s p e n s a b i l i .

«  S u p p o n ia m o  c h e X  e d Yg io c h i n o  c o s i .

8 17 25 34 43

.  4  _  1  —  3  —  4  -  4  —  5

X

i i 21 30 38
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«Il gioco é pervenuto a 43; Y ora può vincere poiché può
giocare un tre, méntre X  non he poi un altro quattro da gio-
care, mentre d’altra parte se A' gioca un numero inferiore al 4,
Y vince al trotto successivo.

« Ecco un’ altra partita :

10 19 25 31 38 45

X  - 6  -  1  - -  3  - -  2  — 1  — 2  - i

Y  - 3  -  6  - -  4  --  5  - -  5  - •  5  - ■ 3

9 16 23 3 0 36 43 48

X è allora obbligato a giocare 1 ed K vince giocando io stesso
numero i ».

Invece di tre si possono dare a ciascun giocatore due carte
portanti lo stesso numero.
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