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| PROBLEMI-TRANELLI

Il gatto e i topi.

Un gatto e mezzo mangiano un topo e mezzo in un minuto e
mezzo. Quanti gatti occorrono per.mangiare 60 topi in 30
minuti ? (1).

Il ragionamento che molti faranno sara questo: se 1 gatto
e V» mangiano i topo e V, in t minuto e V» un gatto mangia
un topo in 1 minuto, con relative conseguenze. L’errore con-
siste nel far variare oltre che il numero dei felini e quello dei
rosicanti rosicati anche il tempo impiegato a rosicarli il quale
evidentemente non deve variare.

La risposta € dunque. 3 gatti, che a quei molti di cui sopra
sarebbero sembrati troppo pochi per mangiare i 60 topi, per-
che la condizione dei 3 minuti concessi si fa passare facil-
mente in seconda linea.

E poi, trattandosi d’'un problema di matematica, non é il
caso di scendere alle volgari considerazioni di capacita sto-
macale, ecc., dalle quali la scienza pura astrae.

La cordicella.
Una cordicella é lunga 28 metri; ogni giorno se ne tagliano
2 metri; in quanti giorni si sarafinito di tagliare %

In 13 evidentemente, ma... 13su Mrisponderanno invece : In 141

(1) Questo problema si trova nel periodico <Omnia» fascicolo dell’ 11 giugno
1910, Insieme ad altri beu noti e indicati piu oltre In questo volume, e ad uno
(quello della ruota) basato suUa supposizione d’nna ignoranza che svisa I’ In-
dole dello scherzo geometrico.



La lumaca viaggiatrice.

Una lumaca, per affari suoi particolari, cuoi trasferirsi da
un orto in un altro, valicando il muro di separazione,
alto 7 metri; essa sale lungo il muro (sempre vertical-
mente) percorrendo ogni giorno 4 metri in ascesa, e ridi-
scendendo (capricci di lumacal) ogni notte di 3 metri, co-
sicché ogni giorno percorre effettivamente 1 metro del suo
viaggio. In quanti giorni arrivera essa in cima al murot

Risposta.... in coro: in 7 giorni! No, signori, in quattro so-
lamente....

L ’orologio reumatizzato.

Un orologio, a motivo delle variazioni della temperatura, an-
ticipa di 30" durante il giorno e ritarda di 20 durante la
notte. Supponiamo che segni l'ora esatta al mattino del
1° maggio. In qual momento avra un anticipo di 5 minuti $

Si fa presto il calcolo : I'anticipo nelle 24 ore ¢ di

30" —20" = 10"= 45 di minuto

dunque :

ossia, al mattino del 3L maggio I'anticipo sarebbe di 5 minuti....
ma.... osserviamo che al mattino del 28 maggio I'anticipo sara

di minuti 27 X. -(E:]L-= -3-e quindi alla sera di detto giorno sara

appunto di 5 minuti. Cosicché?!

Un passatempo marinaresco.

Fra due citta di mare A e B esiste un regolare servizio di
battelli a. vapore ; il tragitto richiede otto giorni. Ogni
giorno, alla medesima ora, parte un battello da ciascuna
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delle due cittd. Si domanda, uno dei battelli partiti da A
per es,, quanti ne incontrera sul percorso, supponendo na-
turalmente che il seroizio funzioni da tempo.

La risposta « otto * che qualcuno potesse dare, troppo affret-
tamente, non é esatta poiché il battello non incontrera sola-
mente i battelli partiti contemporaneamente ad esso e dopo
di esso, ma anche quelli partiti nella settimana che ha prece-
duto la sua partenza ; cioé in totale 16e non otto.

L ’eredita dell’arabo.

Un arabo morendo lascio 17 cammelli ai suoi tre figli da ri-
partirsi per meta al primo, per un terzo al secondo e per
un nono al terzo.

Siccome la spartizione presentava difficolto, gli eredi si ri-
volsero al cadi (giudice) che risolse la questione nel modo se-
guente. Si fece prestare un cammello e fece la spartizione sui
18 cammelli, in modo che ne toccarono 9 al primo, 6 al se-
condo e 2 al terzo. Il cammello preso ad imprestito venne re-
stituito « i tre figli furono lietissimi dell’opera del loro giudice,
poiohé ognuno di essi aveva ricevuto in piu di quanto il loro

padre aveva stabilito, rispettivamente C o ed y di cani-

mello.
Questo curioso risultato che a tutta prima sembra parados-
sale deriva dall’essere la somma :

7
2 18

dimodoché qualora la spartizione fosse stata fatta secondo il
testamento sarebbe rimasto dell’eredita, cioé di cam-

mello non ripartiti.

Un problema da osti.

Due recipienti A e B, contengono quantita eguali, il primo
di vino, il secondo d’acqua. Si preleva da A una certa quantita

di vino, e si versa in B; poi si preleva da B la stessa
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guantita di miscela e si versa in A. Si domanda se la quantita
di vino cosi tolta dal recipiente A sia maggiore o minore della
quantita di acqua tolta da B.

In generale verra affermato che la quantita di vino prelevata
€ maggiore di quella dell’ acqua, naentre le due quantita sono
eguali.

Sia infatti m il contenuto tanto di A che di B ed ~ la quan-
tita prelevata. In A rimarra una quantita di vino espressa da

m . m 1
m—— -fT—
n n n+ 1

e in B una quantita d'acqua espressa da

m .. n
m— -- X

n n+i
che sono quantita eguali.

Le teste capellute.

Dimostrare che ci sono sulla Terra molti uomini che hanno
lo stesso numero di capelli.

Un uomo paziente e sfaccendato ha contato o calcolato che
una testa umana contiene, in media, 164 capelli per cmq. Es-
sendo la superficie della testa all’ incirca di cmq. 780 sara prov-
vista di circa 127920 capelli. Dunque ogni individuo dovra avere
da un minimo di i ad un massimo di 130000 capelli in cifra tonda.
Ogni 130000 individui dovra dungue ripetersi uno stesso numero
di capelli per una nuova testa....

Si pud naturalmente estendere una simile considerazione a
generi diversi dai capelli, come le penne degli uccelli, le foglie

degli alberi, i fiori, i frutti, i caratteri delle pagine di un
libro, ecc.

U testamento del Nabab.

Un Nabab lascia in eredita ai tuoiJlgli, tra altro, un certo
numero di diamanti di ugual calore, a queste condizioni:

Che il primo prenda un diamante e-j- di cid cherimane;

il secondo due diamanti e ~ di cid che rimane, e cosi di



seguito. Fatta la spartizione si troca che ciascunfiglio ha
acuto lo stesso numero di diamanti. Quanti erano i dia-
manti e quanti i figlii

La soluzione algebrica del problema non presenta alcuna
difficolta, ma un modo di soluzione piu semplice e piu affer-
rabile & quello che indicheremo e che probabilmente, secondo
Lucas, fu seguito in origine, cioé in India.

00000
00000
000
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0000
0000
0000

O00000
000000
eo]ele)

000000
000000
000000
HHEH S

Fig. 1 Fig. 2

Reppresentiamo i diamanti con pedoni bianchi o neri, a se-
conda dell’opportunita, e partiamo da un quadrato di 6 di lato
come nella flg. i. Disponiamo la colonna nera al disotto
del rettangolo bianco, come vedesi nella fig. 2 Si vede che
sottraendo il pedone nero eccedente a destra ne rimangono 5
che sono appunto la settima parte del totale rimanente. 11 primo

OO0O0O0iI
JOO

(ol e)
(ol e)
(ol o)
(ol e)

i
Fig. 3 Fig. 4

figlio avrebbe dunque avuto 6 diamanti e ne rimarrebbero 30.
Ripetendo le stesse manovre su questo rettangolo di 30, si
hanno le flg. 3 e 4; sicché togliendo i due diamanti spor-
genti ne rimangono quattro che sono la settima parte dei re-
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stanti e cosl via (fig. 5 - 6, ecc). Cosicché i figli sono 6 e a
ciascuno toccarono 6 diamanti.

It procedimento non cambia se in luogo di un settimo si
abbia nel problema un’altra frazione, cioé un ennesimo; il
numero dei figli sara n — 1 e quello dei diamanti (n — ).

Fig. 5. Fig. 6.

Questo metodo, che si puo chiamare graflco, ha pero il di-
fetto di cominciare con la soluzione..... . anziché finire con
essa; si parte da un quadrato di 36 pezzi...... perché si sa
gia che tanti debhono essere, mentre alla soluzione per via
algebrica si perviene in modo normale procedendo dal noto
all’ignoto. Si pudé nondimeno accettarlo come un artiftzio
utile e pratico.

I pani condivisi.

Due viaggiatori arabi, uno dei quali ha 5 pani e l'altro 3, ne
incontrano un terzo ricco ed affamato. Pranizano insieme
e il ricco vlaggiatore da loro come retribuzione 8 monete
d’oro uguali. Come dooranno farne la dioisione tra loro
[ due compagni ?

La spartizione da luogo a diverbio, pretendendo, il viaggia-
tore dai 5 pani di avere 5 monete, mentre l'altro vorrebbe
averne 4 e rimbhorsare al compagno il prezzo d’un pane.

Il cadi risolvette la divergenza con queste parole: « Avete
« torto entrambi. Si puo anrmettere che abbiate diviso ciascuno
«dei vostri pani in tre psrti uguali, ossia 24 parti in tutto, e
«che ne abbiate mangiate 8 per ciascuno. Colui che aveva 5
< pani, ossia 15 parti, ne ha dunque ceduto 7 al terzo viaggia-
«tore, mentre I'altro non gliene ha ceduto che una. Le mo-
«nete debbono quindi essere divise in ragione di 7 ed 4 ».
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I tre gioielli.

Disponete su di un tavolo tre oggetti (per esempio: un anello,
un orologio, un portamonete) e una pila di 24 gettoni.

Pregate tre persone di prendere ciascuna uno degli oggetti,
senza che voi sappiate qualg abbiano preso. Consegnate alla
persona A un gettone, alla B due e alla terza tre e lasciate
sul tavolo gli altri 18 Passate pol in altra sala dalla quale or-
dinerete alla persona che si trova in possesso dell’anello df
prendere tanti gettoni quanti ne ha; a quella dell’orologio di
prenderne il doppio di quelli che ha ricevuato, e a quella del
portamonete quattro volte quanti ne ha avuto.

Rientrando allora nella sala contate quanti gettoni restano
dei 18 e allora potrete indovinare in questo modo chi abbia
preso l'uno o 'altro oggetto:

Se ne restano La i* persona A La 2* B La terza

avra: avra® avra:

1 Anello Orologio Portamonete

2 Orologio Anello Portamonete

3 Anello Portamonete Orologio

5 QOrologio Portamonete Anello

6 Portamonete Anello Orologio

7 Portamonete Qrologio Anello.

E impossibile che restino ¢ gettoni come vedesi dal seguente
prospetto, nel quale sono indicati i 6 casi possibili di riparti-
zione dei primi 6 gettoni fra le tre persone:

Anello Orologio  Portamonete

1 2 3
i 3 2
2 1 3
2 3 1
3 1 2
3 2 1
1 gettoni presi dai 18 saranno rispettivamente:
1 4 12 totale 17
1 6 8 » 15
2 2 12 » 16
2 6 4 » 12
3 2 8 » 13
3 4 4 » 1t
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Il cacciatore e |I’amico.

Un cacciatore va a caccia con un amico e pattuiscono che
per ogni colpo mancato, lI'amico ricevera 5 lire, mentre per
ogni colpo buono ne dovra pagare 4. Dopo 12 colpi I'amico deve
pagare 12 lire; quanti colpi ha mancato il cacciatore?

Risposta. Assai facile: 4

Quante pecore P

Lisippo chiese al pastore Numidio quante pecore possedesse.

Rispose il pastore: non lo so esattamente, ma se le conto per
due, per tre, per quattro, per cinque o per sei, sempre nhe
avanza una, mentre se le conto per sette nessuna ne avanza.

Al che Lisippo tosto rispose: Ebbene, Numidio, tu hai 72
pecore.

Infatti il numero delle pecore doveva essere il prodotto di
2x3x4x5x6 aumentato di una unita.

Il traghetto.

Un contadino cuoi traversare un fiume portando con sé un
lupo, una capra ed un grosso cavolo, ma non dispone che
d’'una barchetta cosi piccola da non poter contenere che
lui ed una sola di tali cose. Come dovra fare per evitare
che il lupo mangi la capra o questa il cavoloi

Dovra cominciare col traghettare la capra ; indi ritornera a
prendere il lupo e lo lascera sull’altra sponda, riportandosi
indietro la capra; lascera questa e traghettera il cavolo la-
sciandolo col lupo, ed infine ritornera per traghettare la capra.
In tal modo questa non sara mai stata lasciata sola col cavolo
ne col lupo. Oh, i contadini hanno cervello fino, e cosi doveva
essere fin da tempi assai remoti, poiché di questo problema si
trova indicazione in libri antichissimi.

I tre mariti gelosi.

Tre mariti gelosi si trovano con le rispettive mogli sulla-
sponda d’un fiume che vogliono attraversare. Non dispon-
gono che di una piccola imbarcazione senza barcaiolo,
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nella quale non pongono trovar posto che due persone alla
volta. Siccome nessuno dei'tre vuol lasciare la propria

moglie in compagnia degli altri due., come effettuare la
traversatai

Questo antichissimo problema non é che lo generalizzazione
di quello del lupo, della capra e del cavolo trattato preceden-
temente-

Rappresentiamo con due tratti verticali le sponde del fiume,
con A-B - Ci tre mariti, con a~b~c le loro mogli. La si-
nistra sia la sponda di partenza- Ecco in qual modo si do-
vranno fare i successivi passaggi:

A a
B b Passano dapprima due mogli.
C
c
- - A a
Una di esse ritorna e passa ¢ n
con la terza. _ ;
C A o .
g Una delle mogli ritorna e ri-
mane con suo_marito; gli
c % altri due mariti passano.
B A
- - n
Una moglie britorna con suo
marito B e sbarca. 0 a
c
b A
& 1 due mariti attraversano il
C fiume.
a

La moglie a, la sola che si trova sulla riva opposta, va a tra-
ghettare successivamente le altre due, oppure dopo averne
condotto una, cede la barca al marito della terza, che va a
traghettarla.
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I quattro mariti gelosi.

Questo problema, nelle condizioni del problema precedente,
non é possibile. Tartaglia, il celebre matematico bresciano
(1510-1557) lo aveva ritenuto possibile, in causa d'una svista.

Si puo dimostrarne I'impossibilita nel seguente modo. In
primo luogo ad ogni successivo passaggio il numero delle per-
sone traghettate non pud aumentare che di un’'unita.

Ammettiamo dunque che siano passate due, poi tre, poi quat-
tro persone, col procedimento gia indicato, e vediamo se sia
possibile traghettarne cinque.

Queste cinque persone potrebbero passare in una delle se-
guenti combinazioni :

4 donne Il 3 donne | 2donne | 1 donna
S5uomini ! 2 uomini 3 uomini 4 uomini

Ma i primi due casi sono impossibili stando all’enunciato
poiché si troverebbe qualche donna con un uomo senza il
proprio marito; lo stesso dicasi per il terzo caso. Quanto al-
I'ultimo caso esso non pud aver luogo se non ammettendo che
nell’ultimo passaggio siano stati traghettati due uomini op-
pure un uomo ed una donna. Ora, non si potevano traghettare
due uomini perché sulla prima sponda sarebbero rimasti due

Prima sponda j Seconda sponda

A B C D
Y la b ¢ d .
li | A C D
L [ ] d a b C L]
I A B ¢ D . . . .
) . . a b ¢ d
D A B C
v
[ ] d a b C L
- - A B C D
\Y
e o d a b C o
VI. * . g A B C D
o a b c d
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uomini e tre donne ;e neppure si potevano traghettare un
uomo ed una donna poiché si sarebbero avuti sulla prima
sponda un uomo e quattro donne. Dunque non si possono far
passare cinque persone per le esigenze dell’enunciato del pro-
blema, epperd questo non si puo risolvere.

Non & piu lo stesso quando si ammetta di poter traghettare
non due ma tre persone nella barchetta. Il precedente pro-
spetto indica le successive posizioni degli uomini e delle donne
sulle due sponde, indicando con A, B, C, D i mariti e con
a, b, c, d, le rispettive mogli.

Il mercante di montoni.

Un mercante compra il montoni a 35 lire per capo. Ne perde
un certo numero erioende i restanti aumentando il prezzo
d’acquisto di tante oolte 5 lire quanti sono | montoni per-
duti. Cosi operando egli non ha guadagnato né perduto.
Quanti montoni ha perduto ?

La spesa fatta dal negoziante ¢ di il x 3= 3% lire, pari al
ricavo dalla vendita dei montoni restanti; il numero di questi
e un divisore di 35 ed effettuando la divisione si trova per
guoziente un numero uguale a 3 aumentato di tante volte 5
guante sono le unita del numero di montoni venduti. Ora 3%
non contiene che un solo fattore 5 Dunque il divisore di 386
che rappresenta il numero dei montoni restanti non contiene
guesto fattore 5, ossia tale divisore € uno dei numeri 1, 7, il
o 77. Dovendosi escludere IMI e il 77, sara necessariamente il 7,
dungue il negoziante ha perduto 4 montoni. Infatti-.

7 X 5= 35
Il problema dei buoi di Newton.

I. — Sapendo che 75 buoiahanno pascolato I'erba di un prato di
60 are (1) in 12 giorni, e che 81 buoi hanno pascolato quella
d’un prato di 72 are in 15 giorni, si domanda quanti buoi
occorreranno per mangiare in 18 giorni Perba cPun prato
di 96 are. Si suppone che nei tre prati Perba sia alla me-
desima altezza al momento dell’entrata dei buoi, e che
continui a crescere dipoi uniformemente.

(1) Per semplicita, ho sostituito l’ara alle antiche misure di superficie.
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L'erba che cresce in un giorno su di un’ara equivale alla
guantita d’'erba che ricopre attualmente una certa superficie
che per ora possiamo indicare con ». Secondo il problema, B
buoi hanno pascolato in 12 giorni I'erba d'un prato di & are*
e, in piu, 12x 60 volte I'erba che copre la superficie ».

Cosi pure, 8L buoi hanno pascolato in 15 giorni lI'erba dun
prato di 72 are, e, in piu 15x 72 volte l'erba che ricopre la.
detta superficie ».

Dalla prima condizione risulta che un bue mangia in un
. . 60 . .. 60
giorno l'erba d'un prato di —+— — are, e, in piu — dell’ erba
12X 75 75
contenuta nella superficie ».
Ma queste due quantita d'erba sono evidentemente uguali;
. a0 pz . .
—_— > -N— 1
inoltre Tox¥s > Texadt © ® differenza raperesenta I'erba di
un prato di are:

a0 2 1
12x75 15x81 9x15

50] 2 . .
anece - < —>8<{- e la differenza:

2 & 4
8 7 " 9x5

4
rappresenta I’erba contenuta in una frazione disuguale a yx 5
Affinché vi sia compensazione, occorre dunque chei d i »
valgano ™ ~ di ara, donde la conclusione che la superficie

s € uguale a:

1 4 1
9x15 9x5 12 d° ar8.

Le quantita d'erba che crescono nei tre prati durante il sog-
giorno dei buoi sono dunque rispettivamente uguali alle quan-
tita d'erba attualmente contenute nelle superfici di are:

12x60 _ 0 15x72 0 18x96
12 12 12

Il problema propostd rinviene percio a quest'altro:
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H* — Una mandra di 75 buoi pascola in 12 giorni I’'erba di
un prato di 120 are; un’altra mandra di 8l buoi pascola
in 15 giorni l'erba di un prato di 162 are; si domanda
quanti buoi occorreranno, a tale stregua, per mangiare
I’erba d’un prato di 240 are in 18giorni, sapendo che I’'erba
e inizialmente alla stessa altezza net tre prati e che non
cresce durante il soggiorno dei buoi.

Le due condizioni enunciate rientrano I'una nell’altra. Con-
siderando solamente la prima, diremo che;

Se 75 buoi mangiano in 12 giorni l'erba d'un prato di 120
are, I'erba d'un prato della medesima estensione sara pasco-
lata in un sol giorno da una mandra di 75x12 buoi e in 18

giorni da una mandra di ox 2 buoi- Se I'erba d’'un prato di

120 are € mangiata in 18 giorni da una mandra di— ?65— buoi,
J'erba d’'un prato di un’ara sara pascolata nello stesso tempo
da una mandra d|—-78— X 120 buoi, e, infine per mangiare,

nello stesso tempo, l'erba d'un prato di 240 are, occorrera un
numero di buoi dato da:

che é la risposta al problema proposto.

La pecora al pascolo, in vincoli.

Si lega una pecora ad un palo in un prato con una corda di
lunghezza tale che essa possa nutrirsi per un giorno.

Quale lunghezza occorrera dare alla corda il secondo
giorno, il terzo, ecc., supponendo che I'erba non cresca né
germogli ?

Se R ¢é il raggio del circolo che ha potuto tondere la pecora
nel primo giorno, ¢ facile vedere che nei giorni successivi do-
vra poter tondere fino a raggi rappresentati da:
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Le fatiche del facchino

Un facchino dece distribuire 6 oggetti a6inquilini d’'unacasa
che abitano a ciascuno dei 6 piani. Egli non puo portare
che un oggetto alla coita. Tra un piano e Vdltro ci € una
scala di 21 gradini e tra la strada e il piano del portico
ci sono altri 7 gradini. Quanti gradini dorra in tutto sa-
lire quel facchino per portare tutti gli oggetti a destina-
zione i

Soluzione. — Per portare il primo oggetto il facchino sale 7
gradini; pel secondo 7+ 21; pel terzo 7+ 21 + 21, ecc.

Egli sale dunque in totale un numero di gradini dato dalla
somma dei termini d’'una progressione aritmetica di 6 termini

dei quali il primo & 7 e l'ultimo 7+ 5x 2l=m112e la ragione 2L
ossia:

~7:y 12 6= 37 gradini.

I. Osservazione. —Questo problema pud mettersi sotto altre
forme, per esempio questa:

Jn un tratto di strada ci sono, da un lato, 15paracarri;
la distanza fra due successici € di 10 metri. Appiedi del
primo paracarro ci sono 15 oggetti uguali che si tratta
di collocare, uno sopra ciascuno dei paracarri, non aspor-
tandone che uno alla colta. Quanti metri si saranno per-
corsi in tutto, quando tutti gli oggetti saranno al posto

indicato ?
Dall'origine al 1.° oggetto metri 0
» » 2.° » » 10
» » 3.° » » 10+ 10
» » 4A® » » 3x10
» » 14® * » 13x10
> » 15® » »  14x10

In totale dunque :

10+2-10+43 ej0o+ .. eee1410
ossia :
D504 = 1

Aggiungendone altrettanti per le corse di ritorno, meno gli
ultimi 14x10, si ha:

1080 + 1080— 140= 1980 metri.
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N

Il. Osservazione. — Analogo ai precedenti é il problema se-
guente :

Si ha un paniere e 100 ciottoli in linea retta, distanti
un metro l'uno dall’altro, il paniere essendo ad un metro
dal primo ciottolo. Due persone scommettono fra loro che
una raccogliera i ciottoli uno dopo l'altro e |li portera
nel paniere; I'altra nel frattempo andra dalla porta della
propria abitazione alla porta della chiesa e tornera ai
punto di partenza. Quella che aora terminato prima acra
cinto. Supponendo che le due persone camminino con
uguale oelocita, quale vincera la scommessa sapendo che
la distanza fra le due porte e di circa 5050 metri ?

Il ragionamento ¢ analogo a quello dei problemi precedenti.
La distanza che deve percorrere la prima persona e data da;

IL£J®2L x 100= 10100 metri

cioé tanti quanti deve percorrerne la seconda. Ma occorre
notare che la prima deve perdere del tempo per raccattare i
ciottoli........

Gli otri di vino.

Un facchino e un contadino portavano ciascuno degli otri di
vino. Siccome il primo si lagnaca del soverchio carico, il
secondo lo redargui dicendogli: Di che mai ti lagnii Se
io prendessi uno de’ tuoi otri avrei doppio carico di te,
mentre se tu ne prendessi uno dai miei avremmo carico
uguale. Quanti otri portava dunque ciascuno di essif

E evidente che la differenza tra i due numeri di otri deve
essere 2, per la seconda condizione del problema. Per la prima
invece la differenza dei due nuovi numeri sara 4; ma allora il
contadino ha carico doppio del facchino, per cui 4rappresenta
il numero attuale degli otri che porta il facchino; quando
avra ripreso il suo otre ne avra 5; dunque il contadino ne ha 7.

2 — Ghkrsi. — 3Satem. dilett.



Le botti del vignaiuolo.

Un vignaiuolo lascio, morendo, ai suoi tre figli SI botti della
stessa capacita, ? delle quali piene di oino, 7 semipiene e
7 vuote. Come si potranno ripartire egualmente fra i tre
figli quel oino e quelle botti, senza far uso di alcuna mi-
sura t

In mancanza di misure si procede per ragionamento. Le 7
botti piene e le 7 semipiene equivalgono a 2L botti semipiene.
Ciascun fratello deve dunque avere 7 botti semipiene, ossia:

1 piena e 5 semipiene
oppure :

2 piene e 3 semipiene
od anche:

3 piene e 1 semipiena
Aggiungendo la considerazione che ciascun fratello deve

avere 7 botti (piene o vuote) é facile vedere che il problema
ammette le due soluzioni seguenti:

Piene semipiene Vuote
A 3 1 3
B 2 3 2
C 2 3 2
A 3 1 3
B 1 5 1
C 3 t 3
Osservazione. — In modo analogo si ripartirebbero 24 botti,

delle quali 8 piene, 8 semipiene e 8 vuote, in 4 modi; 27 botti
in 3 modi, ecc.

L’eremita e la grazia del santo.

Un pellegrino capita ad un eremitaggio. L’eremita gli rac-
conta come abbia in esso tre immagini di santi miracolose,
che fanno la grazia di raddoppiare i denari che ifedeli
hanno in tasca; ma occorre pregarli con una certa prc-



- 19-

ghiera che l'eremita oen.de per procurarsi di che otoere,
e la oen.de contro la retribuzione di 10lire per ogni grazia
che oerrd concessa. Accettato.

IJ pellegrino recita la preghiera alla prima immagine e vede
raddoppiarsi il proprio peculio; paga le 10 lire all’eremita e
ricomincia con la seconda immagine; avuta la grazia paga le
altre 10 lire; poi prega la terza, ha ancora la grazia e paga
le ultime 10 lire come d'accordo e ....... resta senza un soldo !

Troppa graziai

E facile trovare che il pellegrino possedeva sole L. 875*eee
e che I'eremita doveva essere riuscito a saperlo.

H benefattore ricompensato.

Un dinoto entra in una chiesa con una certa somma in tante
pezze da due lire; egli da ai pooeri tanti soldi quante sono
le sue monete da due tire. Dio gli cambia le monete che gli
rimangono in altrettanti scudi. Di questi il dinoto ne
spende 7 e se ne torna a casa col doppio di quello che pos-
sedeva entrando in chiesa. Quanto possedeva egli allora t

1
Quel divoto ha distribuito in tanti soldi della somma che

: : - 2,
aveva al suo entrare in chiesa, per cui gliene restano

Questo resto € composto di monete da 2 lire che vengono tra-
sformate in iscudi, ossia rese due volte e mezza piu grandi;

. . - A °) 5 A
cio che gli restava diviene quindi i X -y ossia |—'%?— della

somma primitivamente posseduta.
11 divoto spende allora 3 lire e gli resta il doppio del suo

avere iniziale, ossia i di esso. Cosicché 3H lire rappresen—
- 7 - -y =
tano i B della somma primitiva, onde segue che la somma

cercata € X 16 =80 lire.
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Un furterello di vino.

Tre soci rubano un piccolo fusto contenente 24 litri di oino ;
essi non dispongono c)\e di tre misure le cui capacita sono
di 5 11 e 13 litri. Come dovranno fare le misurazioni per
spartirsi il oino in parti uguali ?

Essendo il problema indeterminato, si procede per tentativi;
ecco due tra le varie soluzioni che ammette il problema; la
seconda € alquanto pia semplice.

litri
1» - Capienza del fusto e delle tre
MISUFE...iviiiiiieiieeieeenaenen 24 13 n 5
Quantita di vino contenute in
Origine . .ocvveviiiiieeeeens 24 0 0 0

Si riempiono 2 misure e parte

della terza......cooceeenennenn. 0 8 n 5
Si versano 16 litri nel fusto 6 8 0o O
Si opera un traverso . . . . 16 0 8 0
Si riempie la misura di 13litri 3 13 8 0
Si riempie la misura di 5 litri 3 8 8 5
Si ottiene infine................... 8 8 8 0
Si riempiono due misure 0 n
Si fa un travaso.......c..cee...... 8 li 0
Si finisce di riempire la mi-

sura di 13 litri coi 5, e I'a-

vanzo si versa in quella da

(I U o DUV 8 13 3 0

Si riempie di nuovo la mi-
sura di S5litri.................. 8 8 3 5

Si travasSa....ccceeveeiiieiiiiniaenen. 8 8 8



Un problema di Leonardo da Pisa.

Due torri A e B alte, una 30paesi, e lI'altra 40, sono distanti 50
passi; fra esse si trova unafontana F verso la quale due
uccelli scendendo dalle sommita delle due torri si dirigono

Fig. 7

con velocita uguali e pervengono ad un tempo; quali sono
le distanze orizzontali dal centro della fontana alle due
torril (Leonardo da Pisa, Liber abaci, 1202

La soluzione, assai facile, ci da:

FN =32 FM= 18

Indovinare |’ora pensata,

I. — Siinviti una persona apensare un'ora a, e a designarne,
sul quadrante dell’ orologio, un’altra b. Partendo allora da
guest’'ultima ora la persona dovra, procedendo in senso con-
trario a quello delle sfere, toccare successivamente le ore con-
tando mentalmente a,a+ l,a+i,... fino a 6+ 12; l'ora
sulla quale verra in tal modo a fermarsi sara appunto I'ora
pensata.
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Se, per es., I'ora pensata é la Vili, la persona che |I' ha pen-
sata dovra designarne un'altra, per es. V, e contare 8-9-10
-11-12 ... fino a V-f 2= 17, toccando successivamente le
oreV-IV-1Il-1l-1—=XIl-XlI-K-1IX-Vili; quando avra
contato fino a 1I7sara giunta precisamente sull’'ora pensata, Vili.

La spiegazione di tale regola é facile.

Contando mentalmente si perviene in ultimo alla (6 + 12—o0)
esima ora ; ma, poiché si procede a rovescio delle sfere, si deve
passare su (6 —a) ore per arrivare all’ora o e |I'aumentare
tale differenza (6 —a) di 12, non ha altro effetto che di far
fare un giro completo del quadrante.

Essendo poi I'espressione 6 + 12—a sempre positiva, poiché
a < 12, facendo puntare alla persona le ore fino alla (6 + 12—a)
esima, si da alla regola una forma generale per tutti i casi,
cioé tanto per b>a come per 6<a.

11. — Una persona A pensa un’ora, per esempio IX, e cont
mentalmente a partire dall’'ora pensata, fino a 20, nel mentre
la persona 8 che deve indovinare I’ ora pensata punta le ore
sul quadrante a partire da una fissa VII, e procedendo in senso
contrario al movimento delle sfere. Cosicché quando A dira 10
8 puntera sul VU e cosi via. Quando A arriva al 20, 8 si tro-
vera a puntare sull’'ora pensata IX.

Sia infatti x l'ora pensata, '8 puntata sara fatta sull'ora
Xll e viene contata mentalmente da A come la (« + 8)nf ora;
la puntata (x + 9"* viene fatta sull’ora Xl e in generale la
puntata contata come la (@?-f-p)nt ora é fatta sull’ora 20—op.
Quindi se si fap = 2—x, quando A ¢ alla 20'» ora, B segna
I’ora pensata x.

Quando si voglia ripetere con le stesse persone questa ri-
creazione conviene cambiare l'ora fissata (che era VII nel no-
stro esempio) ma occorre cambiare in pari tempo il numero
N fino al quale A deve contare ; esso si stabilisce cosi, chia-
mando H l'ora di partenza prescelta :

N—f/+ 12+ 1,

Cosi se si sceglie come ora da cui partire, puntando sul qua-
drante la V, si dovra far contare fino a 18

Nota. — Questo gioco pud applicarsi ad un numero qualsiasi
m<20 di oggetti, come carte, domino, ecc. Supponiamoli in-
fatti disposti su di un tavolo in un certo ordine numerico e
che una persona A ne scelga uno di posto n.
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Se, partendo dall’ oggetto che occupa il posto 19— m si ri-
sale in senso contrario a quello primitivamente seguito, di
20— m posti, si ricade alla fine sull’emmesimo oggetto ; di
modo che se in pari tempo B tocca lI'oggetto di posto 19— m,
A conta «.-fi; quando B tocca l'oggetto di posto m (proce-
dendo in senso inverso) A contera mentalmente (n-f 20—m) e
infine I'oggetto di posto n, cioe quello scelto da 4, sara toc-
cato da B quando avra contato fino ad (n -f 20—n) ossia
fino a 20.

L ’evasione del pretendente.

In una cella O d’'una prigione ¢ rinchiuso un nuovo Luigi Na-
poleone. Le celle di questa prigione, d'un genere un po’ singo-
lare se si vuole, comunicano I’ una coll’ altra per mezzo di
porte che si possono aprire net senso indicato dalla flg. 8 e
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sono semplicemente chiuse a saliscendi; ma vi sono poi k
porte A, B, C, D, E, F, le cui chiavi sono rispettivamente nelle
celle, a, 6, ¢, d, e, f. Il prigioniero & riuscito a procurarsi la
chiave che apre le tre porte della sua cella: quale percorso
dovra seguire per riuscire ad evadere per la porta esterna Gl

Egli comincera coll’ uscire per la porta 1 e seguira I'itine-
rario che indichiamo nella figura, prendendo gradatamente
nelle varie celle le chiavi per aprire le porte A, B, ecc.

Avra dunque dovuto passare per 84 porte prima di giungere
a quella della libertd, e prepararsi prima per bene alla fuga
con un accurato studio sulla pianta della prigione, fornitagli
naturalmente da un amico.

Decimazione.

Ecco un antico problema presentato sotto forme diverse, in
generale troppo ingenue per i nostri tempi.

Cosi Egesippo narra che il biblico Giuseppe salvd la propria
vita con questo strattagemma. Presa dai Romani la citta di
Jotopat, Giuseppe con 40 de’ suoi correligionari cerco rifugio in
una caverna. Con sua grande sorpresa, Giuseppe dovette consta-
tare che, nonostante le sue esortazioni, tutti i suoi compagni,
uno eccettuato, erano decisi a darsi la morte per non cadere
in mano ai vincitori. Temendo d’ eccitare la loro collera insi-
stendo oltre nel tentativo di dissuaderli dal compiere un tale
atto di disperazione, finse di condividerne le intenzioni, ma li
esortd a procedere con ordine. Fu quindi deciso che tutta la
comitiva si disporrebbe in circolo e che ogni terzo uomo sa-
rebbe ucciso fino a che non ne restasse piu che uno solo che
si sarebbe ucciso da sé. Secondo la leggenda, Giuseppe e il
suo compagno si sarebbero collocati al 3Ino e 1600 posto e sa-
rebbero quindi rimasti salvi dopo I’ecatombe dei compagni,
come é facile rilevare eseguendo un apposito diagramma.

Daremo la forma sotto la quale i problemi di questo genere
sono piu generalmente noti: Una nave trasportava 15 passeg-
geri turchi e 25 cristiani quando venne a trovarsi in un
grande tempesta, tale che il capitano dichiard non potersi sai-
vare la nave se non gettando a mare meta dei passeggeri.
Eer fare la scelta delle vittime venne deciso che, disposti i
passeggeri in circolo (con quel tempaccio?!) e contandoli a
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partire da un punto determinato, ogni uomo occupante il nono
posto sarebbe stato precipitato a mare. Si tratta di disporre i
passeggeri in tale ordine da saivari i 15 cristiani.

Non si puo formulare una regola per la soluzione dei pro-
blemi di questo genere. Nel caso indicato i cristiani debbono
occupare i posti 1,2 3 4, 10 It. 13 14 15 17, 20, 21, 25, 28, 29;
per ricordarli Bachet ha indicato questa frase nella quale I'or-
dine da seguire (cominciando coi cristiani) € dato dalia vocale
contenuta nella parola convenendo di far contare a per 1,
e per 2 i per 3 0 per quattro ed u per 5

4 5 2 131 1
Mori tu ne failliras pas

2 2 A 2 2!
En me liorant le trépas

Sicché la disposizione sarebbe, la seguente (1 ;
CCCCTTTTTCCTGCGTGTTCCTTTCTTCCT

I ponti di Koenigsberg.

Siamo in Pomerania nel 1759 e precisamente a Koenigsberg.

Il fiume si divide in due rami formando un’isola che é colle-
gata alle sponde con sette ponti a, b, c, d, e f, g.

Da tempo @ stato posto questo problema : E possibile fare una
passeggiata attraversando non piu d'una volta tutti i ponti ?

Non siamo in grado di precisare quanto questa grave qui-
stione abbia preoccupato finora gli abitanti di Koenigsberg;
ma in compenso possiamo dire che molto se ne sono occupati
diversi matematici i quali hanno finito col concludere che occor-
rerebbe fare un altro ponte per rendere possibile il problema.

Un abitante di quella cittd s'era proposto di risolverlo pra-

ticamente percorrendo in tutte le maniere possibili i sette
ponti, ma siccome sul percorso si trova un manicomio pare
che si sia dovuto rinchiudervi il perseverante pomeranese,

dopo che aveva giad percorso un numero strabiliante di chi-
lometri. Evidentemente non era quella la maniera da seguire
non solo sul terreno, ma neanche sulla carta da scrivere.
Non ci sarebbe un metodo semplice per giudicare senz'altro
della possibilita o impossibilita di risolvere il problema i Qui

li) La <nella parolafaillira» deve essere computata una sola volta anziché due.
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calza un’osservazione d’Eulero, che & applicabile ad un gran
numero di problemi nella geometria di situazione : essere
cioe, in generale, piu facile scorgerne |’ impossibilita che la
possibilita.

Molto dipende dalla pit o0 meno felice scelta delle notazioni
che si adottano per lo studio del problema.

Nel nostro caso abbiamo quattro zone territoriali A, B, C,D,
e chiameremo A B il percorso per recarsi dalla regione A olla
5, sia per il ponte a che per quello b; la prima lettera indi-

Fig. 9.

chera la regione di partenza. La notazione indichera tanto il
percorso Ab B f D come quello A a B f D.

La lettera intermedia B denota dunque, in questo caso, tanto
regione d'arrivo che di partenza. Analogamente dicasi per un
percorso A B C, ecc. In generale, se il viaggiatore attraversa
n ponti, il suo percorso conterra n -f1 lettere, e la soluzione
nel nostro caso dovra contenerne otto, beninteso di regionU
senza contare quelle che designano i ponti. In tali notazioni
essendovi tra A e B come tra A e C due ponti, si dovranno
trovare vicine due volte le lettere A e B ed A e C, mentre
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dovranno trovarsi vicine una sola volta C, D e B, D poiché le
rispettive regioni non sono unite che da un solo ponte.

Tutto si riduce dunque a formare con le quattro lettere A B
C D una serie di otto lettere nella quale appariscano tante
volte quanto si & detto le coppie necessarie. E possibile tale
combinazione ? Studiamoci di dimostrare in primo luogo tale
possibilita.

Consideriamo la regione A ; se essa € unita a B con un ponte
a il viaggiatore che lo attraversa o sitrovava gia in A o vi si
trovera dopo, quindi, in un caso come nell'altro, la lettera A
dovra figurare una sola volta nella combinazione. Se tra A e B
vi sono tre ponti a, b, c, e il viaggiatore li attraversa tutti, la
lettera A figurera due volte nella notazione, sia che il viag-
giatore sia partito da A o da un’altra qualsiasi. Con cinque
ponti, A dovra figurare tre volte, e in generale con numero
dispari di ponti, 2/i + |, A apparira un numero di volte meta

del numero dei ponti, aumentato di uno, cioé 2n 2 - ossia

n-fi volte.

Nel caso particolare del ponte di Kcenigsberg in A fanno
capo cinque ponti e tre in ciascuna delle regioni B C D, per
cui A dovra figurare tre volte nella combinazione e le altre
tre lettere due volte ciascuna. Segue da cio che tale combi-
nazione dovrebbe contenere noce lettere e non otto eppero la
soluzione del nostro problema non & possibile. Il nostro ra-
gionamento ci ha dunque evitato la.... fermata del solitario di

Kcenigsberg.

Lo stesso ragionamento €& applicabile a tutti quei casi nei
guali il numero dei ponti che fanno capo alle diverse regioni
sia sempre dispari. Quando il numero totale delle apparizioni
di tutte le lettere non uguaglia il numero totale dei ponti au-
mentati di uno, la soluzione é impossibile.

Quando il numero dei ponti in A é pari, bisogna considerare
due casi, secondo che il viaggiatore é partito da A o da una
altra regione. Se due ponti conducono in A e se il viaggiatore
e partito da A, questa lettera dev’ essere ripetuta due volte ;
ma se il viaggiatore é partito da un’altra regione la lettera A

figurera una sola volta.
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Se in A fanno capo quattro ponti e da essa parte il viag-
giatore, la lettera A figurera tre volte, ma se egli € partito
da un’'altra regione, A sara ripetuta due sole volte. In gene-
rale, quando il numero dei ponti che fanno capo ad una re-
gione ¢ pari, la notazione corrispondente contiene la lettera

corrispondente -y-+'l volte se il viaggiatore é partito da

tale regione ed volte se é partito da un’altra regione.

Siccome la partenza non puo effettuarsi che da una regione,
si prendora sempre come numero delle ripetizioni di una let-
tera la meta del numero dei ponti per una regione pari, e la
meta del numero dei ponti aumentata d'una unita se la re-
gione & impari.

Nel caso in cui la partenza abbia luogo da una regione di-
spari il problema sara impossibile se il numero totale delle
ripetizioni delle lettere non eccede di un’unita il numero to-
tale dei ponti Nel caso di partenza da una regione pari il pro-
blema sara impossibile se il numero totale delle ripetizioni
delle lettere non é eguale al numero dei ponti, poiché si dovra
aumentare d’'una unita per lo regione pari di partenza, e per
esso soltanto, il numero delle ripetizioni della lettera che ad
essa corrisponde.

Begola pratica. — Consideriamo il caso di sette ponti, come
nella figura relativa alla citta di Koenigsberg. Si pud disporre
uno specchietto nel seguente modo, indicando con m il nu

Regioni I Pontim
-T+*
A i 5 3
B 3 2
C i 3 2
D | 3 2
i 9

mero dei ponti che fanno capo ad una data regione e con ft
il numero totale dei ponti. Il totale dell’ultima colonna & s
periore ad n -f 1cioé ad 8, sicché il problema & impossibile.
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La fig. 10si riferisce al caso di due isole e di 15 ponti. For-
mando il quadro secondo la regola stabilita avremo:

m

Regioni Ponti m ey-4-1

TMgOW>
o whho

Abbiamo n § 1= 16 sicché la somma delle due ultime co-
lonne essendo uguale a tale numero, il problema é possibile e
precisamente in questo modo:

DIJEgBpANEMAATrDICfcAfIfC
fFeAdFcBfeFakE.

Fig. 10
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Osseroazione. — La somma della prima colonna é precisa?
mente il doppio del numero dei ponti, perché ciascuno di essi
e stato contato due volte, e tale somma dovra dunque essere
sempre pari. Percio non é possibile che ii numero delle regioni
dispari sia dispari”, nelle due ultime colonne avremo dungue
sempre un numero pari di numeri dispari ossia il numero delle
regioni dispari &€ necessariamente zero od un numero pari.

11 problema é dunque possibile se tutte le regioni sono pari,
nel qual caso tutti i numeri delle due ultime colonne sono
pari e la loro somma corrisponde al numero dei ponti.

Se il numero delle regioni dispari fosse pari, la somma dei
numeri delle due ultime colonne sorpasserebbe di due, tre,
guattro....unita il numero totale dei ponti eppero il problema
sarebbe impossibile.

Concludendo, data una disposizione qualsiasi di regioni e di
ponti, si dedurra la possibilita del problema in questo modo:
esso € impossibile quando le regioni dispari sono piu di due;
E possibile : t* quando tutte le regioni sono pari, nel qual caso
si pud partire arbitrariamente da una regione qualsiasi; 2
quando non vi sono che due regioni dispari, e allora il per-
corso deve cominciare da una di esse e terminare all’altra.

Quando si e constatata la possibilita del problema si stabi-
lisce il percorso con la seguente regola : si sopprimono men-
talmente quante volte ¢ possibile le coppie di ponti che con-*
ducono da una regione ad un’altra, per modo che il numero
dei ponti riesce notevolmente ridotto, e su questo numero s
stabilisce il percorso. Cio fatto si ristabiliscono i ponti al nu-
mero primitivo, con un po’ d'attenzione.

Tale &, sommariamente, lo studio fatto da Eulero sul pro-
blema dei ponti e delle isole.

| tracciati continui.

Il problema dei ponti di Koenigsberg, trattato precedente-
mente, si puo ridurre schematicamente alla fig. li.

Se una figura di tal genere si puo descrivere d'un sol tratto
percorrendone tutti i tratti ma ciascuno una sola volta, il pro-
blema dei ponti & possibile; non lo & nel caso contrario.

In tali figure chiameremo nodi i punti come A, fi, dai quali
partono i tratti, i quali percid vanno da un nodo ad un’altro.
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L'ordine d’un nodo & dato dal numero dei tratti che vi fanno
capo ; cosi l'ordine del nodo D é 3, quello del nodo A ¢ 5

Fig. 1L

Se in una figura geometrico di rette e di curve, sia nel piano
che nello spazio, riusciamo a percorrerle tutte ma una sola
volta, ritornando al punto di partenza, avremo percorso un
circuito chiuso. La possibilita di potere effettuare tale percorso
nelle condizioni indicate & soggetta alle seguenti leggi.

Fig. 12

Le figure che non hanno nodi dispari si possono tracciare
con tratto continuo partendo da un nodo qualsiasi (flgg 13,16,18).
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E noto il teorema che le curve nelle quali il numero dei nod
uguaglia il grado si possono tracciare con moto continuo.

Fig. 13

Quando una figura ha dei nodi dispari, ma due soltanto, di
pud descrivere con tratto continuo partendo da uno di es.

Cosi la ftg. 12 si pud descrivere in qualsiasi senso purché g

parta da uno dei due nodi dispari B 0 D. La ftg. 14 € nelle stess«
condizioni.
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Le figure aventi piu di due nodi dispari non possono essere
descritte con tratto continuo. Si pud aggiungere che una fi-

mente in n percorsi distinti.
Le ftg. 15 e 17 olirono il caso d’'impossibilitd testé indicato;
la flg. 15 si pud descrivere in due percorsi e la fig. 17in quattro.

3 — Omessi. — Matem. diUtt.
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La scacchiera usuale, di otto caselle di lato, contiene 23nodi
dispari e non si pud quindi tracciarla in meno di M4 tratti con-
tinui, e quella detta francese di dieci caselle di lato richiede
18 tratti continui.

E facile dimostrare che si possono descrivere con tratto con*
tinuo tutti i poligoni, di numero dispari di lati, con le relative
diagonali, mentre il problema e impossibile per quelli di nu-
mero pari di iati.



Fig. 2



La flg- 18 rappresenta la cosidetta sigla di Maometto che iif
tradizione dice tracciata dal Profeta con la punta della sdra-j;
tarra sulla sabbia, in un sol tratto. Infatti tale figura non prer
senta che nodi pari epperd si pud tracciarla in modo continuai
partendo da uno qualunque di essi.

La flg. 9 non ha che due nodi dispari in A e Z, epperosj;
pud tracciarla in un sol tratto partendo da uno di essi e ta9
minando all’altro.

Cosi dicasi per le flgg. 20- 21 - 2

Dividendo i lati d'un triangolo in un cento numero di p&t]
uguali e conducendo per essi le parallele ai suoi lati s’ottten(]
un reticolato a nodi esclusivamente pari e quindi tracciatoti®
in modo continuo (flg. 23. i

In modo analogo si potrebbe studiare il problema rispetto®
allo spazio, cioé per figure solide (lati e diagonali dei poliedri.
Cosi, ad esempio, si puo tracciare in un sol tratto IMnsiet*|
delle costole dell'ottaedro regolare, il che non puo farsi P
gli altri quattro poliedri regolari (tetraedro, cubo, dodecaedri-
icosaedro).

Si pud anche considerare il problema correlatioo per le @
gure del piano e delio spazio. Si puo, ad esempio, con un trafr
ciato continuo attraversare una sola volta tutte le costole s
cubo, ma non altrettanto puo farsi con gli altri poliedri.
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Il problema della coloritura delle carte geografiche.

Questo problema, che praticamente dovette essere risolto
dai cartografi da molto tempo, si pud ridurre a questa propo-
sizione:

Quattro colori sono sufficienti per colorire u,nacarta geogra-
fica dioisa in tante regioni, in modo che due regioni con*
tigue non siano del medesimo colore.

In mancanza della dimostrazione rigorosa, che presenta
ravi difficolta e che ancora non fu data, si pud accertarsi
ell’esattezza della proposizione col seguente ragionamento.
Siano A, B, C, tre regioni contigue ed una terza M contigua
con A, B e C. La regione M non puo avere che due posizioni,
cioé : o completamente esterna al perimetro esterno della
figura A -f B - C, o completamente interna al perimetro in-
terno di tale figura, posizione questa che indicheremo con A/.

Fig. 24.

In entrambi i casi, ogni porzione libera della superficie del
piano della figura € compresa nei contorni di tre regioni sola-
mente e quindi non & possibile tracciare una nuova regione
N contigua con A, B, Ced M. Il che vale quanto dire che &
sempre possibile disegnare sul piano quattro regioni contigue

N

ma che é impossibile disegnarne cinque.
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Se A, B, C, non sono contigue una con l'altra, o se M nom
contigua con A, B, C, non & necessario colorirle tutte in nod
diverso, onde ne segue che quello considerato ¢ il caso [?
sfavorevole. D'altronde il ragionamento fatto sussiste adt
quando s immagini una delle regioni ridotta ad un punto.

Devesi inoltre considerare che sono rimasti infruttuosi i tei
tativi fatti finora per tracciare una carta sul piano per la q#4i
sia necessario usare piu di quattro colori, il che costituisci
un altro argomento favorevole all’esattezza della proposizioni
in questione.

Il cantiniere infedele.

Il sig. Candido ha fatto fare nella propria cantina ufi caiet
lario per bottiglie, costituito da noce caselle- formanti w
guadrato; la centrale é destinata a ricevere le bottig
ruote provenienti dal consumo delle 60 piene ch'egli te
collocato nelle altre caselle, sei in ciascun angolo, e n»
nelle caselle di mezzo, si che sapeva di avere 21 bottiQm
per ogni lato del quadrato. Senonché il cantiniere i#
fedele vendette 4 delle bottiglie e dispose le rimanenti
in modo che la somma su ciascun lato risultava senpr<
di 21, riuscendo cosi a trarre in inganno il sig. Conditér
che credette in una semplice trasposizione delle sue M-
tiglie. Visto che il tiro passava liscio, il cantiniere pen
di asportare altre 4 bottiglie, e ripeté il gioco tante volti
fino a che non gli fu piu possibile il ripeterlo senza che
numero delle bottiglie su ciascun lato risultasse inferiori
a2l

Come dispose egli le bottiglie a ciascuna nuova sottra*

zione e di quante bottiglie riusci a defraudare il propr
padrone «

Indicando con a il numero delle bottiglie situate in angolt

e con b quello delle bottiglie situate nelle caselle medie, do-
vremo avere:

2 a-fe=21

Il numero delle bottiglie € N = £+ 2b, evidentemente.

Nel nostro caso si ha N = &, per cui b= 9ed a —86, dispo-
sizione data dal sig. Candido alle sue bottiglie. Bastera far*
successivamente V=56, 52 48 44, e trovare i corrisponde”
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valori di a e b, notando che b non puo essere pari. Essi risul-
tano come dal seguente prospetto.

N a b
1
5% 7 7
5% 8 5
48 9 3
4 10 1

Per valori di N inferiori al 44 si avrebbe per b un valore ne-
gativo. Dunque in totale il furto ammonto a 16 bottiglie e le
disposizioni date alle rimanenti, volta per volta, furono quelle
indicate nelle figure seguenti:

Fig. 5 Fig. 26 Fig. 27.
9 3 9 j io « 10
3 3 i 1
9 3 9 10 1 io

Fig. 28 Fig. 29.



Un problema analogo si potrebhe risolvere, per 26 bhottiglie,
ridotte a 24 nei modi seguenti:

3 4 2 4 4 | 3 3 3
, : —

s g o4 i 4 3 3.
- —

2 5 3 1 4 § 3 3 3 i
L —

Fig. 30. Fig. 31. Fig. 32.

Prima del furto (ig. 30 o 31). Dopo il furto (fig. 32).

11 tiro delle suore.

In un dormitorio quadrato composto Ui otto celle si trovan
delle suore distribuite in modo che oe ne gono tre in cio
scuna cella. La badessd, cieca, fa la sua oisita e conl
nooe suore in ciascuna fila di celle. Fa una seconda o0isili
e trooa ancora lo stesso numero di persone in ciascun
flla, sebbene siano entrate quattro sercenti, Infine in uni
terza visita, trova ancora nooce persone per flla benchél
seroenti siano uscite cun quattro suore.

Quali spostamenti hanno fatto le suore e le seroenti?

Le flgure seguenti forniscono la spiegazione dell’enigma:

3 3 3 2 5 2 4 1 4
3 3 5 5 [ 1
3 3 3 2 5 9 i | 4
. ol
Totale 24, Totale 28. Totale 20.

Fig. 33. Fig. 34. Fig. 35,
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Le serventi entrate potrebbero essere otto anziché quattro,
nel quale caso la seconda figura sarebbe cosi modificata :

1 7 1

i 7

1 7 1
Fig. &

e dopo la seconda visitale otto serventi uscirebbero con quat-
tro suore, cosicché il totale da 2 persone si ridurrebbe sem-
pre a 20.

Si puo fare il gioco anche su altra base, per esempio 7, nel
modo qui indicato:

Somma 16. Somma 24 Somma 0.

Fig. 37. Fig. 38 Fig. 3.

La croce di brillanti.

TJna signora, moito ingenua, consegna al suo gioielliere una
croce in brillanti (rappresentata nella fig. 40 facendogli
notare come conosca il numero dei brillanti in essa in-
castonati poiché contandoli da una delle tre estremita su-
periorifino al basso della croce ne trooa sempre noce ; ma
il gioielliere, poco scrupoloso, si appropria due dei bril-
lanti e restituisce la croce modificata in modo che la si-
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gnhora ingenua fatta la sua verifica trova sempre il s
conto. Quafé il trucco usato dal gioielliere?

1 1

2 2

3 3

4 4

S 5

6 6

7 7

8 8

9 9
Fig. 40 Fig. 41

Ce lo dice la fig. 41 che da una somma totale di 13 brillanti
anziché di 15 Si pud modificare la croce in altro modo pu
soddisfacendo alla condizione del problema cioé abbassandom
d’uno spazio i due bracci e aggiungendo a ciascuno di essiul
brillante; in tal modo la croce riesce a quattro bracci uguali
e i brillanti sommano in tutto a 17.. ragione per cui il gioiel
liere si attenne all’altra modificazione.

Salti di gettoni.

le — Abbiansi 10 gettoni disposti in linea retta, equidistanti'-

12 3 456 7 89 10

formarne 5 file equidistanti, sequendo la regola che u

pedone possa saltare, tanto a destra che asinistra, i dtu
adiacenti.

Dovremo considerare due casi, quello cioé in cui due getton

sovrapposti sono considerati come due, e quello in cui son
considerati come uno,
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Ecco due soluzioni relative al primo caso:
5 1 4 3 7

2 4 6 8 10
4 8 2 10 fi

1 3 5 7 9

ed una relativa al secondo caso *
5 0 1 3 7

2 4 6 8 10
Il. — Se cinque gettoni rappresentano cinque maiuscole R S
T U V ed altri cinque le corrispondenti minuscole, in
guale ordine si dooranno disporre,in linea retta, affinché
sia possibile soorapporre ciascuna maiuscola alla relatiea
minuscola, saltando sempre una sola coppia costituita di
una maiuscola e di una minuscolai

Ecco una soluzione del problema :
rUsRTuSVto
la cui teoria non é tanto semplice come potrebbe credersi.
Nella soluzione indicata gli spostamenti si fanno nell’ordine
alfabetico, R sur, S su s, ecc.

Problemi ferroviarii.

I. — Un treno N, in una stazione munita di un binario morto
che non pud contenerlo tutto, dece lasciar passale oltre
un altro treno M che oiaggia nella medesima direzione.

Quali manocre sono da farsii

MN
Fig. 42

Questo problema, ben noto e di continuo risolto special-
mente nelle stazioni italiane cosi scarse di risorse d'ogni ge-
nere, si potrebbe risolvere in un modo spicciativo seguendo il
consiglio che é dato in una nota molto candida d' un libro
(d’altronde ottimo) del genere di questo ; e tale consiglio sa-
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rebbe di mandare semplicemente il treno N a riposarsi nell»
stazione successiva provvista di tutte le comodita !

Non volendo correre il rischio d’una bocciatura in tema d

movimento, daremo la soluzione genuina del problema, d
resto abbastanza facile.

I.° L trenc N viene immesso per una parte N21sul binario
morto, mentre la rimanente N" rimane sul binario, oltre lo
scambio.

N*
MNII

Fig. 43

2SIl treno M oltrepassa lo scambio, prende la sezione N
dell’altro e la immette sulla linea principale (flg. 44) e I'atra
Nll
N M
Fig. 44

sezione N" con la macchina andra ad occupare il binario morto.
3° Il treno M parte e non resta che ricomporre il treno N

N’ tN*M
Fig. 45.

>* — Un treno composto d'una locomotiva L di vetture merci
M e di vetture viaggiatori V si trova in una stazione
provvista rtun binario di scambio S e d'un binarlo morto
Z, sul quale trovanti dei vagoni m. Manovrare in nopdo

che i vagoni m ed M prendano il posto gli uni degli altri
senza che abbia mai a trovarsi, alcun vagone sulla via
principale P scompagnato dalia macchina.
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Soluzione. — Il treno prende m e li porta su S; ripassa per
P e riprende m. La locomotiva ripassa per P e si colloca a
sinistra di m, poi il tutto spinge V ed M su Z\ L ed m ritor-
nano su S; L facendo il giro per A va a riprendere V che
unisce ad m e facendo ancora il giro, sola, viene a fissarsi in
avanti ad m.

Passeggiate di educande.

I. — Le educande di un conoitto, in numero pari, canno ogn>
giorno a passeggio a due per due. Come si dorranno di-
sporre colendo che ogni ragazza si trooi successioamente
in compagnia di tutte le altre, ma una sola coltat

Supponiamo che siano M4 le educande. Dividiamo una circonfe-
renza in 13parti uguali e mettiamo una delle lettere (P) al cen-
tro e le altre nei punti di divisione della circonferenza in un
ordine qualunque ; tracciamo poi le rette della flg. 47. La di-
sposizione delle ragazze per la prima passeggiata sara :

AP - BO-CN - DM - EL - FI - GH.



- 46 -

Considereremo il reticolato rettilineo come un solo pezzo e
lo immagineremo rotato d'una divisione della circonferenza
nel senso delle sfere dell'orologio, rimanendo fisse le lettere
sulla circonferenza Cosi procedendo avremo per le successive
passeggiate le combinazioni seguenti:

OP - AN -BM -CL - DI - EH - FG;
NP - OM - AL - Bl - CH - DG - EF;
MP - NL - 01 - AH - BG - CF - DE;
LP - Ml - NH - OG - AF - BE - CD;

IP-LH-MG-NF- OE - AD - BC;

Osserviamo ora che si presenteranno due casi da conside-
rare, secondo che una delle lettere occupa il centro, ovvero
una delle divisioni della circonferenza. Affinché la lettera che
e nel centro si trovi in gruppo con un'altra, occorre che il
diametro dell't'ndiee passi per quest’ altra, il che non avviene
che una volta con le rotazioni indicate. Parimente, perche due
lettere della periferia siano nello stesso gruppo, & necessario
e sufficiente che la retta che le unisce sia perpendicolare al-
I'asse dell’indice, e nelle rotazioni considerate sono sempre
differenti le direzioni dell’asse o quelle delle perpendicolari.

Resta cosi dimostrato che le tredici posizioni dell’ indice
danno tutte le soluzioni volute.

Il. — Le educande passeggiano ogni giorno per due, come ne
problema precedente, meno una che funge da monitrice.
Quali dovranno essere in questo caso le disposistoni delle
signorine per ciascuna passeggiata affinché ognuna di esse

si troci una sola colta in compagnia di tutte le altre ed
una sola colta monitrice ?

ai disporra tutto come, nell’esempio precedente (flg. 47) omet-
tendo soltanto la lettera del centro. A ciascuna rotazione la
monitrice si trovera in corrispondenza dell’ estremita del dia-
metro dell'indice, e le compagne saranno per gruppi all’estre-
mita delle corde perpendicolari ad esso.
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L’un I’altro seguendo.

Abbiasi una flla di bambini in passeggiata l’uno dietro Ualtro.
Come si deoono disporre le flle nelle oarie passeggiate
percheé ogni bimbo 3i trooi una eolta, sola, vicino a ciascun
altro?

. n . . . . N
Si dovranno avere 5 {n — 1) avvicinamenti poiché ognuno

degli n bambini deve essere vicino a tutti gii altri, il che cor-
risponde alle combinazioni di n cose prese a due a due. Ma
ad ogni nuova fila si hanno n — { avvicinamenti, epperd il nu-
n

g mero delle file possibili € —-, cioé pari deve essere il numero

dei bambini.

Per ottenere tuite le permutazioni rettilinee giova ricorrere
all’artifizio d’introdurre una lettera supplementare oltre quelle
che designano i bimbi; si formano cosi tutti i turni pari di
n + 1 lettere; poi si apre la filla in corrispondenza della let-
¥tera supplementare, e si sopprime detta lettera.

oo g

I1 gioco del giro tondo.

ke — Un certo numero di bambini danzano in tondo tenendost
per mano, Come 3i dooranno disporre affinché ognuno di
e33i s trooi successioamente oicino a tutti gli altri sia a
destra che a ginistra, ma una sola volta?

Cominciamo coll’osservare che il numero totale dei bambini
dovra essere dispari. Infatti in qualsiasi disposizione eircolare
di essi, un bambino ha due vicini uno a destra e !’altro a si-
nistra, che in un’altra disposizione non potranno piu essere
gli stessi per 1’ultima condizione del problema; dunque tale
bambino si trovera a contatto con un certo numero n di
coppie di bambini e il numero totale di questi sara percio:

2n 4+ 1.

Designiamo ora i bambini con le lettere dell’ alfabeto ; divi-
liamo la circonferenza del circolo in 2 o parti uguali, collo-
thiamo 2 n lettere ai vertici del poligono regolare e la let-
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tera A sul diametro. Stabiliamo come prima disposizione
bambini una qualsiasi delle permutazioni circolari di 2n¢
lettere:

ABCDEFGHILMA

E G
1
K ¢
1 :
J B
FF—~""H
Fig. 48. :

§

Per ottenerne una seconds consideriamo 1’insieme del%‘
linee rette della figura come un’indice mobile che faremo .
rare d’'una divisione nel senso delle sfere dell’ orologio, ¥%
sportando la lettera A mentre le altre resteranno immo'
sulla periferia. Avremo cosi, seguendo la spezzata descrit
dall’ago, la seconda disposizione :

ACEBGDIFMHLA. z
&L

.Facendo rotare I’ago nello stesso senso, di due, tre, ecc. &

visioni, si hanno le altre disposizioni -

AEGCIBMDLFHA
AGIEMCLBHDFA
AIMGLEHCFBDA

- .

B
3
'(
£
»
N
L
&
&

Nt P =

Lol w]

er v




=
¥
:
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In generale avremo cosi formato n permutazioni circolari
delle 2 n 4 1 lettere, tali che due lettere vicine in una di esse
non lo sono pit in alcun’altra. Infatti non si avranno a con-
siderare che due casi cioé quello in cui una delle due lettere
e situata all'interno e quello in cui occupa uno dei punti di
divisione della circonferenza.

.o Affinché due lettere, una delle quali é A, siano vicine,
é necessario e sufticiente che il diametro dell’ago mobile passi
per l’altra, il che non ha luogo che una sola volta.

2.0 Affinché due lettere della periferia siano vicine, é ne-
cessario e sufficiente che la lettera che le unisce sia parallela
ad uno dei lati del poligono dell’ago mobile; ora, tutte le di-
rezioni dei lati di tale poligono, nelle n posizioni dell’ago,
sono differenti.

k. — Bambini e bambine danzano in tondo dandosi la mano;
come 8 doecranno disporre i turni successict colendo che
ognuno dei maschi sia vicino, una 3ola vvlta, a ciascuna
delle bambine e che ognuna di queste sta oicina una 3ola
oolta a ciascuno dei maschi?

Siano A,B,C, « « -+« gli nmaschi ed %, 3,7+ -+ - -len fem-
mine. Dovendo ognuno dei maschi trovarsi una volta vicino ad
una bambina si avranno nt® di tali avvicinamenti; ma in cia-

scun turno se ne hanno 2 n, dunque il numero totale dei turni
2
deve essere uguaale al quoziente

n . n . .
5 ossi4 a ——; sicche il
2n 2
numero dei maschi deve essere pari.

Se ora dividiamo in n parti la circonferenza e congiungiamo

i punti a due a due otteniamo due poligoni regolari di—’zL lati.

Disponiamo i maschi all’esterno e le femmine all’interno. Come

prima disposizione avremo per esempio:
AxBBCyDJdE:F ¢

Facciamo rotare la stella di due divisioni a modo d’indice,
cosl da ottenere lo spOstamento delle lettere greche, ossia delle
bambine, restando fissi i maschi; se prima la bambina x si
trovava tra i due bimbi A e B, ora si trovera tra i due Ce D

4 — GHERSIL. — Malem. dilett.
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n . .
e cosl di seguito, per modo che dopo 5 rotazioni si trovera |

nella posizione primitiva dopo essere stata vicina, una sols
volta, a tutti i maschiett.

D

1l giuoco si puo fare anche con un numero dispari di maschi,
ma in tal caso si fa rotare l'indice d’un solo intervallo; allora

ogni bambina si trova due volte vicina allo stesso bimibo, una
volta a destra ed una a sinistra.

ML — Disporre i primi noce numeri interi ai oertici e 8ui
lati d’un triangolo, in modo che la somma del quadrati
del quatiro numer{ situati su un lato sia costante, qua-
lunque sia il lato considerato.

Reppresentiamo con a, b, ¢, d, e, f, g, h, i, i nove primi nu-
meri disposti sul perimetro d'un triangolo e ai vertici, in modo
da soddisfare alle condizioni dell’enunciato; si ha per ipotesi:

a4 L et dd =

a4 9'=8 (1)
g+t tar=8
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essendo S la somma costante incognita. Sommando membro
a membro si trova:

P+ @O A P AR =3 S

Ora, la quantitd in parentesi eguaglia:

99+ D@R>I4 1)
T = 285

dunque:
at+ dr 4 g* = 3 (S —95)

Risulta da cio che la somma dei quedrati dei tre numeri
situati ai vertici del triangolo deve essere divisibile per 3, e
che, per conseguenza, questi quadrati sono della forma:

Mult. di3 o Mult. di 341

Le sole ipotesi ammissibili sul numeri a, d, g, sonc dunque:

a=13 ad=6 g=29
oppure :

a=1 d=+4 g =17
od ancora:

a=2 d=25 g =28

La prima ipotesi é inammissibile, poiché darebbe:
a' 4 d' 4 9% = 126 = 3(S — 95)
da cui:
S =137
La prima delle eguaglianze (I) diviene allora:
Bt+Ad=S—@+ad)=92
da cui
b+cP=92—-2bc
(b + o) = Mult. di &
La somma p + ¢ essendo pari, b e ¢ sarebbe della stessa pa-
ritad. Ora, combinando in tutti i modi possibili i numeri parl

2-4-8 oi numeri dispari {-5-7 non si puod otlenere come
somma dei quadrati di due qualunque tra essi, il numero 92.



Anche la seconda ipotesi & ugualmente da scartare poi
che da:

a*+ d' + 9X= 66= 3{S—H
da cui:
S= 17
La prima delle uguaglianze (1) divine allora:
6*+ c*=S—(@+ d)= 120
od ancora:
(b-fc)y = Mult. di 4

La parita di b é la stessa di quella di c, mala somma dei
quadrati di due qualunque dei numeri interi 3, 5 9, non puo
uguagliare 120, e lo stesso € della somma dei quadrati di due
qualunque dei numeri pari 2, 6 od 8. Ci restano dunque i valori :

a—2 d=5 g—8
dai quali deducesi-.
3 S—9H=B S= 1%
quindi :
0+ cs= 97
el -\-* —37
h*+ is= B3

D altra parte i sei numeri rimanenti 1, 3, 4, 6, 7¢e 9 sono
tutti della forma :

Mult. di 3 o Mult. di 3+ 1
i loro quadrati sono per conseguenza di una delle forme:
Mult. di 3 o Mult. di 3+ 1
e siccome la somma S é divisibile per 3, ne risulta, poiché:
a*=4 e d"=235
che uno dei quadrati 6», e* & della forma: Multiplo di 3+1, e

laltro della fo.HMa Mult. di 3 La stessa osservazione si applica
ai quadrati e\ /* ed h\ iK
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Inoltre, la somma * 4 c* essendo dispari, uno di questi nu-
meri é pari e 1'altro dispari. Non 8i puo dunque avere che:

b=1 o 7 3 oY 4 o 6
con:

c=6 0 4 3 o9 7o0d 1
e ’esame di queste varie ipotesi ci fa vedere che si ha:
b=9 con c=4% o] b=4 con con ec¢=9

Gli stessi tentativi fatti per €%, f® con i numeri che restano
1, 3, 6 e 7 ¢ci danno:

oppure:

e=6 con [f=|
infine:

i=3 ¢con h=7
oppure:

i=7 con h=3

1l problema ammette dunque la soluzione in figura.

5

Fig. 50.

Si pu6 anche notare che si ha in pari tempo:

at+btec+d = dtetf+g9g = gthtita = 2.
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1 gioco dei nove pedoni.

Disporre in quadrato nooe numeri in prog tessione aritmetica,
per modo che un numero d’angolo addizionato coi due nu-
meri oicim {perimetrali) formi una somma costante.

Il problema & di facile soluziorie applicandovi I'analisi inde-
terminata. Si pud renderlo piu difficile, precisando quale ki
nume'ri dati n debba occupare la casella centrale. Siano dun

que i numeri disposti nel modo indicato algebricamente in
figura:

a b (o
a n e
r g h

soddisfacente al problema proposto. E facile vedere che con-
siderando, per semplicita, i primi ntfve numeri naturali interi:

L° a+lJi=c-ff
somma che indicheremo con A.

2° ANS AN 1

3 ®A ed n sono di parita differente.

Infatti, indicando con S la somma costante a *+b f
c+ b+e..... , Si ha:

A+ 2S=I-f-2 + 3-f........ + 9—n

Sia ora n = 7. Si dovranno esaminare i cinque .casi A = 6*t

-10-12-14 da cui derivano le sette ipotesi seguenti per i va
lori di a, h. c, f.

1, 524- 2635—1928
1, 946- 2846- 3948- 59¢638
La prima pud scriversi :
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I numeri che restano essendo 3 6, 8 9si vede che occorre
scrivere :

f=9 e=8 6= 6 g=3

Si iianno altre soluzioni dalle altre ipotesi, la terza eccet-
tuata. Procedendo analogamente per n = 5 6, 8 e 9si trovano
rispettivamente 1, 4, 4, 6 soluzioni.

Si pud osservare che ogni soluzione relativa, per esempio,
ad n —7, ne fornisce una relativa ad n = 3; prendendo in tutti
i casi i complementi al 10 se ne deduce che il problema am-
mette 42 soluzioni.

Del resto sarebbe facile fare tutti i terni possibili con i nove
numeri, cioe:

9X8X7

X3 = &Aterni

e combinare quelli di ugual somma dei numeri che li com-
pongono, con ripetizione d’'uno dei numeri stessi, come vedesi
da questa catena:
7 19 386
953 6147

cui corrisponde la disposizione :

8 3 5
6 2 9
4 7 1



I LABIRINTI

La teggenda ha attribuito ai labirinti dell’antichitéf una ine
stricabilita paurosa che deve intendersi in modo assai relativo,
I labirinti dei quali le opere antiche ci danno moltepli.ci e par-
ticolareggiate descrizioni erano costruzioni a gallerie nume-
rose, le cui innumerevoli ramificazioni costituivano una grande
difficoltd ad uscirne per chi vi si avventurava alla cieca. In
generale servivano come sepolcri, ed oggi non ce ne restano
piu che poche tracce.

Sono celebri quelli che esistevano in Egitto; uno, detto lo-
birinto di Mendes si trovava nell’isola del lago di Meris; 1'altro
a sud-est dello stesso lago, detto dei Dodici-Signori, costruilo
da Psammetico circa il 700 a C., era consacrato al sole e con-
Sisteva in una serie di tempii congiunti tra lorc o sovx‘app(){u
che occupavano un’enorme estensione; le vie di intercomunt-
cazione costituivano un aggrovigliamento inestricabile. '

1l pia noto dei labirinti antichi é pero quello di Creta ohe il
re Minosse fece costruire per imprigionarvi il Minotauro e del
quale cosl canta Ovidio nella Metamorfosi (libro VIII):

Multiplicique domo, ceecisque includere tectis.
Deedalus, ingenio fabree celeberrimus artis,
Ponit opus ; turbatque notas, et lumina flexum
Ducit in errorem variarum ambage viarum.
Non secus ac liquidus Phrygiis Meeandros in arvis
Ludit; et ambiguo lapso refluitque fluitque;
Occurrensque sibi venturas adspicit undas;
Et nunc ad fontes, nunc in mare versus apertum,
Incertas exercet aquas; ita Deedalus implet
Innumeras errore vias; vixque ipse reverti
Ad limen potuit; tenta est fallacia tectit

__em
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La cui traduzione sarebbe:

.......................... e in un recinta
Di mille e ciechi muri imprigionarla.
Lo costruisce Dedalo, famoso
Per inventiva mente architettore ;
E similianti I'un all’altro i calli
V'apre, illudendo le pupille e il piede
Con tortuosi error. Come trastulla
Seco il Meandro nelle Frigie lande
Che incerto vassi e torna e la corrente
Mira venirsi incontro, e sta pensoso
Se alle fonti risalga o cerchi pace
Nell’'ampiezza del mar; non altrimenti
Fece il maestro serpeggiar le vie
Dell’edificio ; si fallaci e tante
Ch'egli stesso ebbe impaccio e lunga briga
A trovarne l'uscita........coceevveeeinnnnnn.

Realta o leggenda? Fin dai tempi di Diodoro e di Plinio non
se ne trovavano piu vesligia di sorta, il che farebbe credere
piuttosto alla leggenda sebbene i Cretesi vogliano ritenere
come resti del labirinto ove si smarri la bella Arianna, figlia
di Minosse, certe caverne a gallerie coperte'che trovansi nella
loro isola rocciosa.

Il laberinto di Creta era rappresentato in varii modi e, tra
altri, in quello indicato nella flg. 51, sulle monete della citta di
Gnosse ; tale disegno corrisponde a quello della flg. 8 disposto
in cerchio anziché in rettangolo.

La flg. 51 yenne d’ altronde interpretata anche come la ma-
niera in cui un certo numero di persone danzanti dovevano
tenere in mano una certa corda.

Disegni analoghi, ma pia complicati, si trovano in molti mo-
saici e gioielli romani, come pure ricamati su varii manti di
gala degli imperatoti romani.

Esistono pero realmente rovine di altri labirinti a Lemno,
Agrigento, Clusio. Quest’ ultimo edificio fu sepoltura di Por-
8nna secondo Varrone, citato da Piinio, il quale lo dice un
monumento della follia e della vanita umana.

Le complicazioni geometriche del laberinto passarono nel
Medio Evo nei pavimenti delle chiese gotiche ; in alcuni casi
la Via Crucis era posta appunto sotto forma di complicati ri-
giri che .conducevano alle varie Stazioni terminando al Cai-
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vario. In Francia sono di tal genere i pavimenti delle catte.
drali di Reims, Chartres, Sens, Amiens. Bayeux, eco. Quelli

R S L o

Fig. 51.
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Fig. 52.
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gl (;{hal"trgs e di Bayeux esistono ancora, come pure quelli di;
.Q aria in Trastevere a Roma e di S. Vitale a Ravenna. N
t’k‘lgxiesit,edripmduz\onl Piu 0 meno complicate di lahirinti ani
81 devono probabilmente alle applicazioni che se ne fé:
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cero, come si é detto,-sotto I'lmpero romano. Decorazioni di
tal genere, costituite da una specie di nastro senza fine si
trovano pure sui muri nel Duomo di Lucca, d'Aix (Provenza)
e di Poitiers.

In Inghilterra si tracciavano sentieri di tal genere in mezzo
a prati confinanti con Conventi e probabilmente i frati dove-
vano percorrerli per esercizio religioso. Se ne possono vedere
ancora alcuni, per esempio, a Rockliff Marshes (Cumberland),
Asemby (Yorkshire), Alkborough (Lincolnshire), Wing (Rutlan-
dshire), Boughton-green (Northnmptonshire), Comberion (Cam-
bridgeshire) SafTron Walden (Cantone d’ Essex), Chilcombe
presso Winchester.

Fig. 53

I labirinti pit moderni, introdotti in Inghilterra dall’ Italia
durante il Rinascimento, erano annessi ai palazzi od ai grandi
castelli costrutti sotto i regni dei Tudor e degli Stuardi. Quello
unito al castello di Hampton Court presso Londra (soggiorno
prediletto di Guglielmo Ill) & abbastanza complicato (fig. 53
ma siccome non contiene nodi d’' ordine superiore al 3, si pud
percorrerlo abbastanza facilmente: tenendo sempre la destra,
per esempio.

I laberinti, se anche non se ne conosca la pianta, si possono
percorrere senza smarrirsi tenendosi sempre vicino ad uno
stesso lato, destro o sinistro, della via, galleria, nastro, ecc.,
che li costituisce.

Passiamo ora a dare la dimostrazione di tale possibilita.
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La teoria dei labirinti rientra in quella dei percorsi continui
studiata in un 8§ precedente, poiché possiamo considerare i cro-
cicchi di un labirinto come nodi d'una figura geometrica le
cui linee sarebbero le congiungenti di tali nodi ossia le vie,
gallerie, ecc. del labirinto.

Immaginando di percorrere due colte ciascuna delle vie del
labirinto, ogni nodo della figura geometrica ad esso corri-
spondente risultera pari eppero, per la regola gia enunciata,
sara sempre possibile percorrerlo tutto quanto, da qualsiasi
punto si parta. In questa supposizione non si segue certamente
la piu breve via per percorrer il labirinto, ma si é certi di rag-
giungerne il centro ad un dato momento e di non smarrirsi.

Sempre in base alla teoria dei percorsi continui, diremo che
un labirinto si pud sempre percorrere tutto quanto in un sol
trattg quando non presenti altri nodi d’' ordine dispari che
I’entrata ed il centro.

Le regole trovate da Trémaux per percorrere i labirinti s
possono cosi riassumere, chiamando crocicchi oecchi, quelli

che furono gia percorsi una volta e nuoci quelli che ancora
non furono mai seguiti.

1 ° Quando si perviene ad un crocicchio nuovo si puo
guire una via qualsiasi.
2 ° Quando si perviene per una via nuova ad un crocicc

vecchio od all’estremita cieca d’un corridoio si retrocede se-
guendo la via gia percorsa.

3 ° Quando si perviene per una via vecchia ad un crocicc
vecchio, bisogna avviarsi per una via nuova se esiste, e in caso
contrario si deve seguire una via antica.

i ° Ogni via gia percorsa due volte deve lasciarsi da parte.

Si pud osservare ancora che, giunti ad un crocicchio qual-
siasi di tutte le vie che le regole enunciate permettono di se-
guire, & da preferirsi la piu prossima sia a destra che a sini-
stra, il che corrisponde al percorso piu semplice.



PERCORSI MINIMI

Linee geodetiche.
R

: Ecco un esempio semplice di ricerca dilinee geodetiche cioé
- linee di minimo percorso fra due punti su di una data super-
i ficie. Nel nostro caso si tratta di superfici piane e quindi il

problema non offre alcuna difficolta. Eccolo sotto una forma
piuttosto puerile.

In una stanza di forma parallelepipeda il paoimento ¢ un
rettangolo di metri 5 per 7 e laltezza € di m. 4. Sulla oer-
ticale del mezzo d’'una delle pareti minori, a 50 cmn. dal
sofflito, sta un ragno che ha preso di mira una mosca 8i-
tuata sulla parete opposta, sulla verticale nel mezzo di
essa e distante em. 50 dal papimento. Quale ¢ la pia pitl

brepe che possa seguire il ragno per raggiungere la mosca
supposta immobilizzata dal terrore?

o reire i A

p:;sﬂmﬂ&g- 54 ?appresenta 10 soiluppo in piano delle facce del
batett ri:)osm'ue.nt,e l.a stanza. Siano Z il pavimento, Ye W le
trovasi 138{’;101'1, X il soffitto ed U la parete sulla quale, in M,
sv“uppsa mosca. La parete ‘opposm ad U potra avere, nello :
R indica' [una dfslle quattro disposizioni (1) (2) {3) (4) nelle quali }
avere unaa golsxziqne del ragno. Parimente, la parete U potra {
dungue conde le quattro posizioni I-11-1l-1V. S1 potranno ‘
16 rette oy urre da M a R nelle varie posizioni 4 X 4 cioé |
rappresenteranno i possibili percorsi del ragno.

s e PRERNTIRS

s RV T
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Fra questi si tratta di determinare quale sia il minimo. Nonsi
puo stabilire per questo una regola generale, come vedremo.

Indichiamo, in generale con a la distanza del ragno dal sof-
fitto, cioé Rt S e con c quella della mosca del pavimento MxG
e, per semplificare, supponiamoli entrambi sulla verticale del

Fig. 54

mezzo della parete rispettiva, come € indicato nel problem

Siano b la lunghezza GH della stanza, m la larghezza Di
n I'altezza CD.

Potremo cosi esprimere nel modo seguente le lunghe”l

delle 16 congiungenti di M con R, che indicheremo rispettivi
mente con Ut) - 1(2),....11(i) - H(?...... ecc.
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1) (~’—"z—- + b+c)’+ (a+n +l2"l)'= ke

1@ (a+o+or+mtn)==k

) m+d+@+m+n—or=kd

e (a+b+ )+ (F4n -_c)"= ket

1 @3) m+bt+n—-—a—cP==k!

) (n-a+b+1§-)'+ (%L+c)’= o

A

e (G4orn—c)+ (a+—%)'= X

9

- e n—ctbta=lky

L W (%«p btn— c)’+ (-"j}- + a)'= ky?

M (—atbtrn—cr+on+np=ky

: IV (I) (m + b)i + (n —_— — a), = k;s’

e
o T

o (a +04 —'5_7‘,—)'4— (n —ct if})'= e

:’V B Mt ur Lt (a—ctmtar=ky

' Iv (4)(n-a+b,+ %)i+ (2n—-c+§—;ﬁ)'=kw’

k.

Valori di k®

2330

1600

1658

1764

2340

1658

1864

2258

2258

1764

2258

3280

1864

1658

2340

3830

l
I
!

2969

1873

1961

1849

2845

1845

2197

2501

2385

3385

2197

1845

2845

4547
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Ora, a seconda dei valori di a, b, ¢, m, n, risulta minimo uno
piuttosto che un altro dei 16 percorsi. Basteranno due esempti:

per: a=1 b=130 c=1 m=12 n =12

si hanno per k i valori indicati nella prima colonna, e per:
a=1 b=30 c=1 m =16 n=1{2

si hanno quelli della seconda colonna; da essi risulta che, nel

primo caso, il percorso minimo & la k,= I(2) = \/EEO =40¢

nel secondo & invece k,,= I11(2) = \/;6T81 = 41,

Si dioldano i lati d’un quadrato in n parti uguali e 8t con
ducano per i punti di dicisione alirettante parallele o
lati del quadrato, che risulterda cosi scomposto in n* qua-
drelli uguali. Per passare da un ocertice del quadrato dat
a quello opposto, 8i possono seguire su tali parallele po

recchie linee speaaate differenti, fra le quali ve ne sonodl
minime ed eguali fra loro; quante?

Questi percorsi minimi sono tutti uguali alla somma di due
lati del quadrato dato cioé di 2 n piccole divisioni. Inoltre ess
comprendono tutti n divisioni orizzontali ed n verticali. Il pro-
blema rinviene dunque a trovare il numero delle permutazioni

con ripetizione, di due sorta di linee ripetute ciascuna n volte
Tale numero & dato dalla formula :

Py, _C,.__2n(2n--1)(2n—2) ..... (n+1)
Pn'Pﬂ— m

10203 cescee 1}

Questo quoziente, é appunto uguale alla somma dei quadrat!

dei coefficienti del binomio di Newton e si puo anche scriverlo
sotto questa forms:

1t
Partendo da x (fig. 55) per andare in ¥, toccando i punti 8,
¢ 4, e, ¢ percorrendoy 3oltanto delle diagonali, quale é il
percorso minimo ? Quale é il massimo ?
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f. — Notando che dai punti x, b, e, ¥, le diagonali possibili
sono 5, e da a, ¢, d sono 6, si trova che i percorsi che soddi-

-
X Y
: 7
/
d
b
[/ T~
C
a
Fig. 55.
X s
[~

Jol 7
|

Fig. 56.

sfan izioni i
D e xoeﬂlle condizioni stabilite sono 7¢ e fra essi il minimo
c %D, d yeil massimoé x.¢, b, d, e a, y.
g 5~ Guewnt, — Matem. dilett.
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H. — Nella fig. 57 per andare da x in y per sole diagonali il
percorso minimop é x,a,e,d,¢,b, ¥ ed il massimo é x,¢,a,d,b,e,y.




PROBLEMI DIVERSI
SULLA SCACCHIERA

s

Regine.

Y. — Disporre otto regine sulla scacchiera in modo da eo-
mandare il minor numero possibile di caselle.

Una soluzione del problema sarebbe la seguente, nella quale
abbiamo undici caselle che non sono sotto scacco. Si puod ot-

F;ig. 58.

tenere lo stesso risultato con altre disposizioni. Non si ha fi-
gf)m una soluzione che lasci pil di {4 caselle libere, né una
Imostrazione che cio sia o no possihile.
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. — Disporre su di una scacchiera n regine (n <3 in modo
da comandare il maggior numero possibile di caselle.

Esempio. — Si possono disporre quattro regine in varie ms-
niere, in modo da comandare 58 caselle oltre quelle che occu-
pano, sicché non ne restino che due sole che non siano sott
scacco. Ecco le disposizioni:

Fig. 60

D?tie?‘c;yebbe Proporre un problema analogo in questi termini:
tnare il numero minimo di regine e le posizioni it

cuf occorrerebbe disporie 1
, 8u di una scacchi s casell
berche tutte le caselle risultassero oe tera at m

! cupate.
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Problems delle otto regine.

Su di una scacchiera comune, cioé di 64 caselle, 8l tratta di
collocare otto regine in modo che nessuna di esse possa
esser presa da una delle altre, {l che corrisponde a di-
sporle in modo che due qualsiasi non 3¢ trooino mai gu di
una stessa retta parallela ad uno del lati della scacchiera
né ad una sua diagonale,

Questo problema venne proposto la prima volta da Nauck;
fu risolto nel 1850 da Gauss che ne trovd tutte le 92 soluzioni.
Molti sltri matematici se ne occuparono, e il Prof. Glaisher
dell’Universita di Cambridge ne fece l'estensione al caso di 6-7
regine per scacchiere quadrate di 36 o 49 caselle.

Nel 1874 il Dr. Ganther ne diede una soluzione basata sulla
teoria dei determinanti. Censideriamo, per semplicita, una
scacchiera di 25 caselle. Otterremo le posizioni possibili delle
cinque regine sviluppando il determinante:

a; by ¢ dy &
Bs as by ¢ ds
Ya é4 as bs &

6¢ v Bs a7 by

& O v PBs Oy
nel quale ciascun elemento rappresenta la corrispondente ca-
sella della scacchiera e lasciando da parte tutti i termini nei
quali, sia una stessa lettera, sia 1o stesso indice, figura piu di
una volta.

Infatti ciascun termine del determinante contiene soltanto
un elemento preso in ciascuna linea orizzontale & in ciascuna
col.onna verticale eppero indicheranno posizioni sulla scac-
chiera nelle quali le regine non possono essere prese Puna
dall’altra, limitandone i movimenti a quelli della torre. Inoltre
nel determinante le lettere e gli indici sono disposti in modo
che la medesima lettera e il medesimo indice figurano nel
Senso delle diagonali, cioé nel senso del movimento dell’alflere;
{)::010 se non 'c.onserviamo che i termini nei quali tutte le let-
seue e tutti gli indici siano differenti, essi rappresentano le ca-

e della scacchiera sulle quali le regine non potranno esser
Prese tra loro con movimenti uguali a quelli dell’alflere.
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Il determinante indicato contiene 120 termini,

ma uno dj
8 ordine ne contiene 12 :3

..... 8 ossia 40320; ne segue che
metodo di Gunther non & praticamente applicabile alla solu-1

zione del problema delle otto regine a meno di trovare uiw!

maniera semplice, rapida, di riconoscere i
termini da conservare nello sviluppo del
determinante.

Daremo alcune soluzioni,
cifre

indicando eoa
la posizione delle regine sulla scac-
chiera ; cosi per una scacchiera di quattro
caselle di lato, 2413 indichera che la prima
regina si trova nella seconda casella della
prima colonna, la seconda nella quarta ca-
Fig. 6L sella delia seconda colonna, ecc., come va
desi nella flg. 61.
Le soluzioni fondamentali possono dar luogo a due, quattaj
od otto soluzioni, come vedesi nel seguente prospetto:

Caselle Soluzioni fondamentali
della

scacchiera 45 2soluzioni da 4soluzioni da 8 soluzioni

a4 3U2 I —

5 25314 J 14253

6 : : 246135

” 5724613 1357246
— 2574136 3572461 -4613572
- — 3162574

8 35081746 46152837 - 61528374

35841726 - 58417263

72631485 - 57263148

16837425-48157263
| 51468273-42751863
; 51863724

Il problema delle otto regine consiste nello scegliere fr® *1

soluzioni delle otto torri (v, oltre) le permutazioni nelle qud

la differenza assoluta di due cifre gualsiansi non sia ugu®"!

alla differenza dei posti occupati da queste due cifre nella p*rl

mutazione considerata ; il che rinviene a tener conto del aiQj

violento dell’alfiere unitamente a quello della torre.
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Tutto si riduce dunque a trovare i numeri di otto cifre for-
mati delle otto prime cifre, tutte diverse ma in un ordine qua-
lunque, per modo die la differenza di due tra esse sia diversa
dalla differenza dei posti che essi occupano.

Tali numeri, o soluzioni, in numero di 92, trovate separata-
mente da Gunther e Gloisher e da Bella\itis, sono riuniti nel
seeuente quadro, che si pud costruire con un metodo assai

semplice, dovuto a Gauss.

176

" BoowoohowNn=

3

BRNRBBBRBEEREBRS

1746

176
814
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5724
475
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6717
6318

NI

3 of §

BLE8BBIBARRBIBRBIA

841
853
8316
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Si colloca dapprima una regina nella prima casella nella
prima colonna a sinistra ; se ne colloca poi una nella seconda
oonna nella casella meno alta che sia possibile, e cosi di se-
gui o, cercando sempre di collocare una regina in una nuova
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colonna a destra il piu basso possibile, tenendo sempre presente
la regola del gioco riguardo alla presa possibile da parte
delle regine gia collocate.

Quando non si puo piu collocare nessuna regina nella sa
colonna, si alza quella della colonna precedente di una, dwe
caselle e si continua sempre, secondo lo stesso metodo a ron
alzare una regina che quando non vi sono piu posizioni am
missibili per P insieme delle regine da collocare a destra.

Ogni volta che una soluzione é trovata la si scrive secondo
la notazione convenuta, e le soluzioni risultano in tal modo
allineate nell’ordine numerico della notazione.

Se ne puo fare una verifica riunendo in uno stesso gruppo
tutte le soluzioni che si possono dedurre da una prima, me-
diante la rotazione o il rovesciamento della scacchiera o re-
gli altri modi precedentemente indicati.

Fig. .

9. & Fig. 63
r/lt'Tuege?2“ °" fondamentali e ad altre
far rotare la w,', !ICeSiniJ dedurre da quelle immaginanti
al molTmeato™ | e ' " , N ? I e »
da;.. . 1.p,6 pai:;: “ s s s r«daua sotol

dur'ren~rfir*™alireirirfi®rrn 63241753 ® 26174385 Si Puo
della scacchiera d'nn & da* 8 Blmediante nuove rotaz

possono ottenere dalle due"™-** ?ir° ' |le relative notazioi
le cifre in ordine inverso« PFnne in questo «lodo. Scriviana

63241753

2617485
3B714286

53347162
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prendiamo il complemento di ciascuna cifra al 9
64285713 46152837
e queste saranno le notazioni delle flg. 64 e 65

&4 Fig. &b

La flg. 66 rappresenta una soluzione che da luogo ad una
sola soluzione derivata, poiché facendo rotare la scacchiera

Fig. 66.

d un mezzo giro si
rotazione sommata
numero di soli 9.

ritrova la stessa disposizione. La relativa
col numero rooesciato da per somma un

46827135
53172864

919 99i9~9
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Abbiamo veduto clie si possono avere soluzioni die rm
diano luogo a nuove soluzioni derivate quando si faccia ro-
tare d'uno o piu quarti di giro la scacchiera Questa soluzione
singolare non puo presentarsi che quando il lato dello scac
chiera contieme un numero di caselle multiplo di 4 o di 4+1
Questa regola soffre perdo eccezione per la scacchiera di ato
caselle di lato.

Sono esempi di queste soluzioni la 2413 per la scacchiera d
16caselle e la 5314 per quella di 25 caselle.

Si puo notare che ancora una qualsiasi delle disposizioni cor
siderate si puo invertire come se se ne considerasse I’ immagine

in uno specchio, il che corrisponde allo scriverne la notazione
a rovescio.

Cavalli.

Qual€ il numero massimo di caoalli che si possono disporci
su di una scacchiera di m* caselle, in modo che tutte e

caselle siano -occupate o cedute, senza che due caoalieri
siano in mutua presa ?

1. numero richiesto sara nel caso che m sia pari, ed-"-y-"
nel caso in «ui sia dispari.

Venne pure proposto di : Trooare il minimo numero dicfr
calti che si possono disporre su di una scacchiera di n* &

selle in modo che tutte siano occupate o cedute, senza che dg
caoalli siano in mutua presa.

a C d
D C
c

Fig. 62 1 1 A

rroDiema di Guarini. — Abbiasi una scacchiera di 9 G3x

e si dispongano nelle caselle (ftg. 67) perimetrali dei cavalli cH
gioco di scacchi nel modo seguente :

ned due cavalli bianchi
bec » > neri-
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Si tratta di spostarli in modo che i caml'h' bi‘anchi vengano
ad occupare le caselle b, c e viceversa quelli neri le'caselle a, d.
La soluzione ¢ ossai semplice. Si portano i pezzi da a {n A,
da 0 in B,da ¢ in C ¢ da d in D. Poida A in d, da B in q,
da Cin b e da D in c. Si ottiene cosl lo stesso effetto cc?me
con una rotazione della scacchiera di un quadrante. Si ripe-

tono allora i movimenti, ossia si spostano successivam'ent.e i
pezzi da ain A,da b in B,dacin Ce dadin D;,poida A
ind,da Bina,da Cin b e da D in ¢, e si ottiene cosi la so-
luzione cercata.

L'insieme dei percorsi-dei cuvalieri
costituisce un ottagono stellato (fig. 68)
una meta del quale é descritta da cia-
scuno dei cavalieri. V\AC4

Il salto di cavallo. — E ben noto %@;é

uesto problema geometrico che con-~ )<7\
giste nell’ occupare successivamente & A
una sola volta tutte le caselle della
scacchiera facendo muovere un solo Fig. 68.
pezzo, il cavallo,

Numerosissime ricerche furono fatte in proposito, le quali
stanno ad affermare quanto sia arduo lo studio matematico
del gioco di scacchi tentato dal russo Jaenisch; difficilmente
la mente nostra puo afferrare il complesso déll’intricata rete
di'movimenti possibili nella cerchia delle regole di gioco,
col 32 pezzi della scacchiera.

Indichero alcune fra le tante soluzioni del problema propo-
ste dai molti cha se ne occuparono (Eulero - De-Moivre - Warn-
sdorff - Roget, ecc.).

Se .la scacchiera ha numero pari di caselle, il percorso da
seg“}"? Pud essere rientrante o no, ma se tale numero & di-
Sparl il percorso non pud essere rientrante perché l'uitima.

) ;I;gssgldel caval.lo lo porta su di una casella dello stesso co-
¢ di quella di partenza e quindi nessun movimento di salto
Potra riunire tali due caselle.
c;:)?i;ea 12253;{ soluzioni di De Montmort e De Moivre,
lere &’

appli-

un numero qualsiasi di caselle, si suppone

n un quadrato centrale di 16 lle ci

da 1 raa caselle cinto

sopr:limi;asua di 2 caselle. Se all’origine. il cavallo si trova

6 sem rea Casella della fascia, esso si sposta lungo tale fascia
Pre nello stesso senso, in modo da toccare ciascuna ca=

la 8cacchiera divisa i



sella, non penetrando nel quadrato centrale che in caso di
assoluta necessitd. Quando le caselle della fascia sond state

<
.
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Fig. 69. WO

>
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occupate tutte € facile proseguire nel salto sino alla fine. S

il caval}o era all’origine su di una casella del quadrato cen-
trale, si procede in senso contrario.
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La fig. 69 corrisponde ad una soluzione per scacchiera di 64
caselle. La fig. 70 rappresenta una soluzione a percorso rien-
trante, di Eulero, per scacchiera di‘ 36 ceselle.
~ La regola data da Eulero, che é applicata nella fig. 71 ad

uno dei casi piu difficili, consiste in questo. Si comircia 8 muo-
vere il cavallo comunque, fino a che esso non possa piu spo-
starsi; 8ia 1 -2 ¢ 3 «eecee- 60 il percorso cost effettuato, in modo
che non restino piu da occupare che quattro caselle a, b, e d

55 |58 | 20 | 40 | 27 | 44 [ 19| 22

6013915643130 ;21264

57 {56159 {28 | 411812320

351 | 42]31] 812646 17

53132137 a [ 47146 9 |24

50 3 (521331367 (12115

i1 134 51481 D )14 10

{
|
{449235611a13

Fig. 71.

Si comincia col rendere rientrante il percorsoda { a 690. La
_ Casella | comanda una casella p che sara 32,52 0 2; la casella
% 60 comanda una casella q che sara 29, 59 o 51. Se due di tali
valori di p e ¢ differiscono tra loro d’una unita, come nel no-
stro caso avviene per i valori p =52 q =51, la via puod essere

. TeSd rientrante. Cosi le caselle 1+2-3 +eer 512 60+ 59 avve 52
. formano un percoso rientrante di 60 movimenti. Quindi so-
. 8tituendo i numeri 60 . 59 -«+. 523 con 52 +53 -+.- 60, i salti sa-
P Sﬁﬂno humerizzati consecutivamente. Si tratta ora d’'intro-
A d‘i“;‘(']e nel percorso le caselle a, b, d. Nel nuovo diagramma
Ll 51'95835’936 ;g’r;nast(; r;elEmpdq indicato, la casella @ comanda
L unalteg di, o J . md.lﬁ‘arent.e la scelta di una o di
E Pultimo ot &; scegliamo il 51 esso deve essere niesso al-
tremo pl‘gs:g(:; i:l:lcg?r&orsp dell'e 60 caselle, in modo che po-
: ovimenti a, b, d. Per conseguenza, se
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si aggiunge 9=60—51 a ciascun numero del diagramma co-
strutto, sostituendo 61 - 62 - 63 ... 69 con{ + 2+ 3 ... 9si ottiene
un percorso partente dalla casella occupata primitivamente
dal 60, il sessantesitno mavimento si fa sulla casella occupata
all’origine dal 51 e i movimenti 6ime 62me §3me ¢i conducono ri-
spettivamente alie caselle a, b, d.

Passiamo ora ad introdurre la casella ¢. Poiché ¢ comanda
la casella che attualmente porta il n.° 25, e che 63 comanda
la 24, si pud operare come precedentemente si & fatto per ot-

AL SR L/ 307
LEUR TR
X ~
AR
ISR N
VAN

N
A

AN

N

ISR

.

L
va

(A

(o
RS

Fig. 72,

tenere una via rientrante. Infatti le coselle 1 -2 -3 ..-e0 2h
22 . 653 ?5, ¢ costituiscono un salto di cavallo ; sostituiamo
Sgi.hﬁ.2 “”125 con 25 - 26 +... 63 e allora il 64 cadra sulla casellac

o) 8 cosl un percorso che copre senza lacune la scacchiers.
uop(i)c?:re lnlultnmo rendere questo percorso rientrante. A tal
o oid caselle 1 e 64 debbono essere situate una presso 1'altre

Ci0 puo Ottenersi nel seguente modo : Prendiamo una delle

ceselle comandate da 1, la 2
manda § e 27, ! 8 p. es.. la quale a sua volta co-

e 27 cost Per conseguenza le caselle 64 - 63 .... 28;1.2-3
sta dilspo:izlit:r‘)seconlo Un percorso e potremo rappresentare queé-
con 27 - 26 .... 1.Su diagramma sostituendo i numeri 1 -2 «+++ ¥
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Ora, la casella occupata da 1 comanda le caselle 26, 38, bdy
12, 2, 14, 16 e 28 e ia casella 64 comanda le 13, 43, 63, 55. Le cA-
aelle 13 e 14 essendo consecutive, ne segue che le caselle
64 63+ee- 143 1-2-3--413 formano un percorso. Quindi sosti-
tuendoinumerif-2-3..--13con 13- 12 ... {'si ottiene un per-
corso rientrante che copre la scacchiera e che é rappresen-
tato dalla fig. 72.

Eulero dimostro la possibilita di dedurre da un percorso
rientrante qualsiasi, altri sette percorsi rientranti.

Va

X7
et
\sz lr
%)

’i>]<7\

Fig. 73.
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Si , . .
temfrl:gcznem;e far cominciare il percorso da una casella de-
o moai;:;(;i(t}ex:mmare ad una casella pure determinata
C ni '
. a questo suo metodo furono studiste da

ulero per adatt
arlo a easi i ; ;
live, quale ag esempio, as1t comprendenti condizioni restrit-

il segu i
ifx?;:(;n?ﬁfﬁettuursi senzaginev!:‘;e;l: ! 1?;::: . P"“me la soac.
o meta della scac-
’L‘ordine delle 32 mosse
casl;l:ro. Aggiungendo 32
oy € percorse nelle pri
Pondente ¢j mosse da

puo. essere determinato col metodo
8 ciascuno dei numeri iscritti nelle
me 32 mosse, si ottiene una serie cor-
33 a 84 che coprono I'altra meta della



scacchiera. Ma generalmente, la 33 non é comandata dalla2
quindi non da il passo al cavallo, come pure la 64 non e @
mandata dalla 1

Nondimeno Eulero dimostro la possibilita di effettuare le
prime 2 mosse in modo tale che facendo rotare di due angdi
retti la metd della scacchiera contenente i movimenti da2
a &, i due percorsi non ne formano pit che uno solo rientrante.

Se indichiamo con x ed y le coordinate di una casella qa-
siasi rispetto a due lati consecutivi della scacchiera, possiano
chiamare complementare quella le cui distanze dai lati goo-

candoTaS a !. T nte Ug?ali ad * ey. Cosi x edy ind-
e 9—x 9_ oftpo 8 riga d' una casella, le due caselle & if

di Eulero dui N JomPlementari Quindi nella soluzione
inr compierne

mentane della P10,la ca8ella (7, 3) & compi*
1 metodo di da 2Z7e 0= 27+ *

chiere rettangole o a forma di crocT” 0 8PpliCQblle 8 8C8*

sivo di percorsi”si'mmetr*0L1'01 " e1173 & basata sull’uso esclu-
sella iniziale, ma riuniti Yncciati senza vincolo con la &
" 18 rumtl ,n u,ti™ in modo da rendere possi-
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bile al cavallo di partire da tale casella. Questa soluzione servi
di base ai metodi moderni fra i quali quello del Dr. Roget e
uno dei migliori.

Si divide il percorso in quattro circuiti da potersi combinare
in modo da permettere al cavallo di partire da una casella
qualunque per arrivare ad altra casella qualunque, di diverso
colore. Si ha dunque un percorso rientrante se si sceglie Ia
casella d'arcivo fra quelle comandate dalla casella d'origine.
La regola di Roget & applicabile solamente alle scacchiere di

{4 n)* caselle.

an
£2s

o TR,
2
ﬁ ‘
A

l

V- QAN Y. Y ¢/

| b/(>§>
\SEE——

Fig. 75,

f

)
§
)
5
% Nel. caso della scacchiera.comune di 64 caselle, si comincia
%@; c?l dmdgrla in quattro quadrati di 16 caselle ciascuno; ognuno
}é di que_stx.quadrati pud a sua volta essere scomposto in quattro
? 8ruppi di quattro caselle ciascuno formanti un pereorso di ca-
% vallo; nella fig. 74 le caselle dello stesso gruppo sono indicate

zzn lettere uguali, due vocali e due consonanti. Le 16 caselle
g gnate con le stesse lettere possono essere disposte in modo

$> da costituire un circuito a salto di cavallo. Se la scelta della

2 ca ~ . :
¢ n;ella finale non ¢ fissata il percorso potra essere rientrante,

- vanoq“iil ;aﬁso si potra fare in modo che il percorso dei ca-
 Slessg - o lscun gruppp di quattro caselle omonime sia lo
3 » COSL, per esempio, nella fig. 75 tutti i gruppi che com-
}% 8 — Gumnet — Matem. aitert.

B
y
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prendono la lettera f sono disposti in modo da formare un
circuito s salto di cavallo: cosl pure quelli corrispondenti alle
iettere g, a, €.
Il problema consiste nel formare, coi quattro circuiti, un
percorso di salto di cavallo da una casella data ad altra pure
data (ma di diverso colore) coprendo tutia la scacchiera.
Si puo risolverlo seguendo queste regole:
{.° Se le caselle di partenza e d’arrivo sono designate l'una
con una consonante e l'altrs con una vocale, si sgguono alter-
natamente-circuiti rappresentati da consonanti e da vocali,

B at!
et

Fig. 76.

comincianda da quello di 16 caselle contraddistinto con la lét-

tera della casella inizial i i
. e e terminando con traddi-
stinto con la lettera della casella finale. quetlo conts

Laz ? % 76 da un esempio di tale soluzione.
signf.ite Z:: t;‘:cl:g?e le caselle df partenza e d’arrivo sono dé
sella M che a a;t 0 consonanti, si sceglie dspprima una ¢&
Z e 8d un rnol\)rli)me e{l ge 3“_0 stesso circuito della casella finalé
poi una casella Nn 0 di distanza di questa casella; si scegli¢
della casella Z opperténente a specie differente da quelld
e 8 un movimento di distonza di M, doppit
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operazione che é sempre possibile. Lasciando allora in disparte
le due caselle Z ed M si puo, seguendo la regola gia indicata,
passare dalla casella iniziale alla N in 62 tratti e da Na Z
in due,

Bisogna perd evitare che nei primi tre circuiti il percorso
non termini né ad una casella d’angolo né, possibilmente, ad
una di perimetro. & pure preferibile, tenendo calcolo di tali
indicazioni, di seguire percorsi rientranti e di prendere cia-
scuno di essi 0 ciascu-
no dei gruppi di quat-

tro caselle, netlo stesso ! |
senso di rotazione, VAN N A7
Ja®y.
| \_/
/ VY
! S
X \ NS
\‘\\f
INNENE s
ERNCERNE L
A 7
Fig. 77. Fig. 78.

Nella fig. 77 sono indicate con A la casella di partenza, con
Z quella d’arrivo, ecc.

La fig. 78 indica una delle soluzioni possibili.

Ql{apbo al numero dei possibili percorsi tra due caselle pre-~
Sthabl_lxte: non fu precisato finora in modo assoluto, ma si trovo
(Iiie e pid grande di 31054144 e minore del numero delle com-

nazioni di 168 oggetti presi 63 alla volta, il primo numero é
quello dei percorsi rientranti d’uno speciale tipo.
diLe fig. 79-80-81 rappresentano vari modi di percorrere a salto

cavallo tutte le caselle d’una scacchiera di3>< 4 quadrelli.

Le fig..82 e 83 ra : . .
S ppresentano percorsi anal
dovuti gd Eulero, p aloghi su due croci,






Problemi delle Torri ¢ degli Alfieri.

Come si ha un prohiema delle otto Regine, ce ne possiamo
proporre uno delie otto Torri ed uno degli otto Alfieri; da
questi due si potra poi dedurre la soluzione del primo poiché
i movimenti della Regina non sono che quellf della Torre e
dell’Alflere combinati.

Torri.

Si riduce a trovare le permutazioni degli otto primi numeri
naturali, che sono:

EXZXIX4EX5X6X7X8=40320

Alfieri.

Questo problema e piil complesso poiché se ne possano col-
locare fino a 14 sulla scacchiera senza che siano in presa l'uno
coll’altro, cioé per esempio, otto nella prima colonna e sei
nell’ultima, sopprimendo le due caselle estreme.
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SUI NUMERI

Gli animali ealcolatori.

Come si pud accertarsi che un dato. animale sappia contare
Ano ad un certo numero?

Leroy procedette in questo modo per i corvi. Egli aveva no-
tato che essi non fanno ritorno al loro nido fino a che qualche
persona vi rimane vicino. ) )

Fatta dunque costruire una capanna in prossimita d’l‘m mdo_
di corvi, Leroy vi mondo un uomo e constato difatti che i
corvi non tornavano al nido ino a che 1'uomo non fosse uscitg
dalla capanna per allontanarsi. Il giorno dopo egli vi mando
due uomini; ne fece uscire uno solo, e i corvi non tornarono
al nido; lo fecero solamente dopo aver veduto uscire anche il
secondo; e cosl accadde con tre fino a cinque uomini; con

sei uomini i corvi cominciarono a confondersij sembra quindi
che essi possano contare fino a cinque.
Uno seim

panzé del giardino zoologico di Londra sapeva con-
tere fino a cinque: infatti portava a chi ne lo richiedeva un
numero di fuscel}

i di puglia del suo giaciglio corrispondente
al numerg pronunziato.

Con le gatline venne fatta quest’
tone vennerg in

altra prova. Su di un car-
chicehi liberj ¢

collati dei chicchi ¢ di frumento alternati con
nei modi seguenti, progressivamente :

leleleleleleon..
lecelecleeleel o ..
1ccc,lccclcccl-
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Nel primo caso ia gallina imparo ben presto come fosse ing-
tile occuparsi.dei chicchi No2 - 4-6-. .., vale a dire becg
solamente quelli d’ordine dispari; sapeva dunqu_e contan? e
uno. Nel secondo caso impard a beccare un chicco ogni dut
e cos! fino al quattro. . ... ma poi dovette procedere a len

toni. Del resto non é poco per una gallina - - + - come si vedn
nel § seguente,

La numerazione dei selvaggi.

I selvaggi, per quanto bassi nella scala etr}ologica, contant
tutti sulle dita entro limiti pit o meno estesi.

Ecco ad esempio la maniera di contare dei selvaggi austre
lianiz:

uno

due

tre

due e due
meta delle dita
cinque e uno
cinque e due

le due mani e metq dei piedd.
Degli Zuli:

5 meta delle mani
6  prendere il Dollice,
2 uno sulla mano d'un altro uomo.

In sostanza il sistema decimate deve essere stato il prim
ad usarsi come quello che si presenta naturale, e not 1? ol
biamo adottato, si puo dire, per atavismo, sebbene non sia ¢
modo come o sarebbero quelli a base di 6, 42 o 24.

1l modo di contare dei Be
asperti calcolatori, ¢ basato sul fatto che ciascun dito (mew
il pollice) contiene tr i d una estremita; essi CO¥
tano fino e 16 con le dita d’una sola mano. Essi contano ""c:
cando successivamente ciascuna giuntura coll’estremitd de
Pollice della stessy mano, partendo da quells inferiore del 0
gnolo e passando ordinstamente alle successive. Con la lung
Pratica essi sanno, per €s., che la punta dell’anulare corrispondt
818, la base del’indice a1 43 ecc., per cui il loro calcolo riestt
8ssai rapido, o

IS . T T U

——
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Forse questa meniera di contare deriva gt}ll;:()sg gil;? !::'(i]::a

razione binaria che esisteva In Cina piu di

' istiana. ) .
dellrll E;i.siaczlsin Palestina & ancora o.ggi in uso u? altra rrtx'gr;leltl‘a
di calcolo digitale. Immaginiamo di conoscere 1 proTiot. i de dg
Tavola-pitagorica fino al 25 e non olbre.. Quando si tratta di
fare il prodotto d’un numero minore di 5 od uguale a 5 per
uno maggiore di 5 che possiamo indicare con 5+ m, si dovra
fare una moltiplicazione per 5 ed un’altra per m e.addizionare
i due prodotti. Ma quando i due fattori sono maggiori di 5ecco
come si calcola in Palestina. La mano aperta, con le dita rav-
vicinate rappresenta il cinque: abbassando il mignolo si ha il
se(; abbassando 'anulare e il mignolo si ha il gette; si abbas-
sano tre dita per avere 1’ofto e quattro per il nooe. Si rappre-
sentano i due fattori con le due mani e si fa la moltiplicazione
con questa regola:

1.2 Addizionare le dita abbassate e contarle come decine.

29 Moltiplicare le dita alzate e aggiungere il prodotto con-
tato come unita al numero delle decine gia ottenuto.

Per esempio vogliasi moltiplicare:

sette due dita abbassate e tre aslzate

per nooe quattro dita abbassate e uno alzato
Fatto cio:
o quattro e due dita abbassate 60
2. uno per tre dita alzate e o, 3
63

8i potra scrivere in generale, per due numeri quatunque a e b:

CHAGHO=10@ + b)+(5— ay5 — b
ideatita che i s )
dicato, contiene lg glustificazione del procedimento in-

I grandi numeri,

Gli esponentj o
modo, numerj gry
Tine assai righpet

18 grandezza senza limiti; ma, 6ltr
un Concettq
o esatt

e un ter~-
;0‘,]:11 nost.ra mente non riesce piu a formarsi
significato de] nymero coej Fappresep-



Dal selvaggio australiano che comincis a confondersi quandg
deve esprimere un numero superiore sl venti e non sa ik
dire altro che molti, salendo per gradi si pud arrivare adm
insigne matematico che sapra formarsi un certo concet.toé’.
numeri straordinariamente grandi; ma tale concett.q <8ra 1t
cessariamente tanto piu nebbioso, confuso, quanto piu ci allow
taneremo ds quei numeri che siamo soliti ad assumere Com
termini di confronto, come unita per passare ad unita dot
dine superiore. .

Cosi, ad esempio, I'unitd anno di luce adottata in estrqnomu
potra fornire all’astronomo una tal quale idea della distan
d’una stella da noi, ma per il profano costituisce quaiche s
di cosl vago, di cosl indeterminato da perdere interamente}
significato di misura e da confondersi col molto dell'aush’
liano. Le onde luminose percorrono in cifra tonda 300 X
chilometri al minuto secondo. . ... e che distanza é quells cht
la luce impiega un anno a percorrere con tale velocita?

I miliardo presenta giaé qualche difficolta in tal senso e mol¥
persone. anche colte, leggeranno con sorpresa i numeri seguent

Immaginiamo il miliardo di lire, in oro (pezze da 20) 1 st
peso sarebbe di 322,580 chilogrammi, con un volume corrispo
dente a circa 17000 litri.

Le monete, disposte una di seguito all’altra, a contatto, ®
cuperebbero 1050 km. in linea retta, e ammonticchiate ci dared

bero una pila di 33000 metri, ossia circa 8 volte il Monte-Bign®
Seimila uomini

occorrerebhero, per sollevare I’ enorm
bloceco d'oro!

E un fonditore potrebbe foggiare con esso 22 statue umank
di grandezza naturale.

Pv=

In biglietti da 1000 lire il-miliardo formerebbe 2000 volumi &
500 fogli (mille pagine) ciascuno..... i
Possiamo ora ricordare alcune curiosita relative a grad

numeri dovute a varii matematici (Bernouilli, Legendre, Eulé!
Thoman, ece.).

81

Il massimo numero esprimibile con tre cifre & (1): a

9
9

9

i
(11 8t noti bepe cheoqueata espressione non devesi confondere con gt e
rappresenta invece 9(9

rese ma questa parentesi dell’esponente non & necessstd
perche l'esponente 81 non potrebbe scriversi 99 bensi 9 X9
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ed ¢ composto di 369693100 cifre. Scritto con cat"attere (;(::munet
w sopra una sola riga avrebbe la lunghezza di 924 chllom'etn
lt:mpmo con cifre di questa dimensione (11 cifre in un centim.)
’ misurerebbe circa 336 chilometri. ‘

E per scrivere il numero 9° con 10 ore di lavoro al giorno
(anno di 365 giorni di lavoro), in ragione di una cifra al rpmth
secondo, occorrerebbero 28 anni e 48 giorni. La prima cifra di
questo numero & 4 e P'ultima, 9: magro conforto rispetto alla
ignoranza in cui vi lascio circa le altre 369693098 !

1l numero 10%"° scritto con cifre larghe 4=/= richiederebbe
una striscia di carta lunga quanto la circonferenza dell’equa-
tore terrestre.

11 prodotto dei 100000 primi numeri interi ¢ un numero di
458572 cifre.

Il numero 30! ha trentatre cifre; (10™)! ne ha circa n 10%.

1 numero 2” ha piti di venti milioni di cifre.

La somma delle decime potenze dei primi 1000 numeri interi
¢ un numero di 32 cifre.

I pit piccoli numeri interi che soddisfano alla relazione:

o' =991 y* + 1
hanno trenta cifre ciascuno,
Le pitr piccole soluzioni delle equazioni
=154 F1 e 2= 1621 yr+1
;hunno rispettivamente 72 e 75 cifre (1).

Il venticinquesimo termine dell i
aserie2«4.16-256.¢...
quale cisscun ter ¥ e i

mine ¢é i
080445 cifre. e il quadrato del precedente, ha
 Sard facile pisc

ontrare i i ’ i
'nella serie di o quanto sia rapido Paccrescimento

meri cosi costituiti:
V=g
Il piu piccolg p
um c isori
W e pogors ero che ammetta 100 divisori ha 31 cifre e la

moltiplicata ! i
o Lar per la quart
ifre darebbe i Bl plocolo anaerg - quarta d'un altro di nove

- vente un milione di divisori,
' 10 2% ha venti cifre; in gen

aa=b l,b::c.

LI Y

—-—

erale 2” ha circa 4 n ¢cifre.
—_— 3

o Questi dati 11
Aw“' atl Y

i dob
biamo alla cortesia del matematico francese prof. A
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Per ottenere 2«, si ha 2>= 1024 e si trova :

14 = n
1PA00 = 100 n
2480= 0n=n'
B = -N-n'
2°= 10486

Per ottenere 2» faro:
~n 2n=n allora 2"= 1sn+ n'H_1 e

tiplicato™op 9 ,CI° rapidissima dno a 29 si trova, dopo nol-
Per 2, u*numero: 24073709B651616.

Tre problemi di Ozanam.

coro “ T °ttO cflierici Possono cambiare di posto in
" 8ldafre is i disposti in modo sempre diverto)

stamentT«Sfacessero "i <032°* E ag”™ un«e che se detti 80
Messa e ai Vesnrii tre Volte al giorno (a Mattutino, alla

anni per avertetti eslJirHi~6™ 13U° 8I0rnl 0OSSla qua9l *

primo, Ges”™Hilluh r ~ endO0 aisPutato chi di essi fosseH
8ere il primo sarebbe r?,che Colui che avrebbe coluto es
primo. Supponiamo h Ultimo e che I'ultimo diverrebbe

volesse cedere il orini  dOP° }a”elezione d’umilta, ognuno
compagno, e che acen® P°3*0' ~ secondo e il terzo al proprio
insieme in una n\prit"° O&1 stat>iHto di non trovarsi mai
quanti modi aorebbem *ma disP°sizione, si domanda ~

>-e r'8posta di 0z, M[1 . di po.lo.

primo nfASt°U aves*ero sem!!?01600 Se sisuPP°ne che glialty

in 3318VD m& $' Pietro» avrebbe 8VUt° riguardo di lasciare H
3D maniere differenu er® potuto cambiare di post

‘La N Prolifica della tr =

Chi credera che le =~ °la*
capaci di nutrir indite del

ivesse figliato 2 mesvhr- anni la ~ e n rf 19" non sare*
8 « * famminafdenza d’'una troia,
Eppure é la verita,
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che nella supposizione che la discendenza si produca sempre
nei medesimi termini, cioé 2 maschi e 4 femmine per 12 anni.

Ozanam da come soluzione, cioé come numero totale dei
maiali nel periodo di tempo indicato: 3354230 mentre esso €
3B 0 3XBM3L con la troia capostipite.

La soluzione si ottiene addizionando le somme dei 12 termini
delle due progressioni geometriche, per i maschi e per le
femmine :

ossia:

Diversi.

*» —In quanti modi si possono disporre 12 sbarre uguali, di'
Densamente colorate, per formarne l'ossatura d’un cubo i

La risposta e: 19.9584Q0.

*e —|n quanti modi si possono distribuire le 52 carte al
gioco di Whist?

Risposta: 53.644.737.765.488.792.839.237.440.000, come risulta dalla
formola :

1 e2e3e4 ......... 5
@.234........... 13y
IH. —in quanti modi & possibile disporre i 28 pezzi del do-

mino secondo la regola del giocoi

Questo problema fu risolto dal Dr. Reiss di Francoforte s/M
e la soluzione fu pubblicata, dopo la sua morte, negli Annali
di matematica, a Milano, nel 1871

Ne daremo soltanto il risultato finale facendo notare che in
esso sono computate come soluzioni distinte le disposizioni
rettilinee uguali da destra a sinistra e da sinistra a destra:

79022003150 = 21S. 28.5 . 7. 42431

sicché le disposizioni veramente differenti sarebbero sola-
mente la meta, ossia

3.979.614.965.760
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Un accordo di lunga durata.

Otto banchettanti, nella piena dell'entusiasmo per I'ottime
riuscita dell’amichevole simposio, stebiliscono di ripeterlo ogni
giorno, fino ad aver esaurito tutte le possihili maniere di di-
sporsi a tavola gli uni rispetto agli altri. AfAdato perd il cal
colo ad un matematico, risultava che i giorni di banchett
avrebbero dovuto essere nientemenoche1.2.3.4.5.6.7=54#
corrispondenti a quasi 14 annil.,...

E notisi che in tale calcolo si considera che ciascuna persons
abhia da occupare posizione diversa, rispetto alle altre, com
vedesi della seguente figura, relativa a 4 soli commensali:

b b c c d
—_— o r ) BS !
A e a‘\ B ‘d all C \b all D id ali E ‘” “E
| L ) )
d c d b c
Fig. 84

Che se poi si volesse proprio che ognuno dei banchenanﬁ_
dovesse occupare tutte le possibili posizioni anche rispettod

lati della tavola, si avrebbero, per la sola disposizione A delt
fig. 85 queste quattro varianti:

b a d c
a8y A cd”A bc{ A la h\ A J|d
d C h a

Fig. 85.

e gli 8 a,rnici dovrebbero in tal caso fare 1.2.3-4.5-6.7.8 = 40,3
pl'&n’ZI, il che durerebbe ben 110 anni € mezzo!
Nei caso di 12 banchettanti si avrebbe 1-2-3.4+...12 = 47900160

Le 321 lettere delY’alfabeto.

Il calcolo del numero di
combinazione delle 21 let
vgndosi tener calcolo dell
binazioni compatibili con

parole possibili ad ottenersi con !
tere dell’alfabeto, non é facile, 4
e ripetizioni ammissibili e delle cO%
la pronunzia.




|
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Si puo essere pero certi che non occorrera mai' d’iptrodurre
nuove lettere nell’aifabeto per foggiare neologismi. Eppure,
con tanta varietad possibile, abbiamo (e i francesi ci superano
d'assai in questo) un buon numero di vocaboli a significato
multiplo, come oste, senso, verso, ecc.

Archimede e la Leva.

Si dice che Archimede affermssse in presenza di [Gerione
tiranno di Siracusa, che gli sarebhe stato possibile sollevare
il mondo qualora glf si fosse dato un punto d’appoggio.

Le parole d’Archimede sarebbero state queste: Dammi ove
posi, e la Terra solleverd; tali almeno sono quelle citate da
Pappo nei suoi capitoli sulla meccanica.

Si puo arzigugolare sull’argomento.

Montucla calcolo il peso della Terra e considerando di kg. t5
per secondo il lavoro giornaliero d’'un uomo (valore assai ele-
vato) trovo che occorrerebhero circa tre miliardi di secold, cioé
3 X10* anni, per sollevare di tre centimetri la massa terrestire.

Per ispostarla su di un pano orizzontale occorrerebbero
74000 secoli.

Afntpesso che la Terra sia un elissolde di rivoluzione con gli
assl di metri 12754796 o 12712160, il suo volume sara:

4 12754796 _, 127121608
T X ) X 7 =mc. 1079224648425130163855

Suil‘?sase;do poi la densita media della Terra 5,5, il suo peso ri-
1:

Kg. 5.935.735.566.338.215.901.202.500
che, per semplicita di calcolo, consideremo come espresso da:

5335 X 102t

‘. 1alr;nmagmiamo ora che il punto 4’
N fi_a)nte ad 1 metro dalla Terra e
23 media d'un womo

alla cyj estremica egli deve’

appoggio della leva sia so-
attribuiamo ad Archimede
Kg. 75; se & é il braccio di leva
agire, si avra:
2 = L5995 X 10n

75 = m. 79.133.333.333.333.333.333.333

T~ Guggry, Matem, ailect.

¥,
13
i



La distanza del Sole dalla Terra essendo di m. 15349.2t5.06,
si trova che x vale 515 miliardi di volte tale distanza.
Se poi Archimede avesse voluto spostare la Terra dun soo

millimetro avrebbe dovuto spostare I'estremita del braccio d
leva di 79133.333.338.333.333 chilometri.

La richiesta di Sissa-Nassir, Tinventore degli scacchi, e i
grani di sabbia di Archimede.

Narrasi che Sissa (detto anche Nassir), sapiente indiano,
invento il gioco degli Scacchi per diletto ed istruzione di wn
principe, il quale tanto se ne compiacque e lo ammiro, che, in
premio dell’'ingegnoso trovato, si disse pronto a dargli quella
ricompenso, per quanto grandefosse, che I'inventore gli chie-
desse. L’indiano rispose prontamente che si sarebbe conten-
tato di avere un chicco, di grano per la prima casella della
scacchiera, due per la seconda, quattro per la terza e o=
continuando i raddoppiamenti fino alla 64* Sogghigno il fa
stoso principe nel sentirsi chiedere un premio che gli pane
tanto modesto e ordind che fosse dato senz’altro ; ma dovette
rimanere poi sbalordito quando, fatti i conti, il suo ministro
del tesoro ebbe ad annunziargli come, per soddisfare quella
domanda, non potessero bastare i magazzini di tutto il nondo
allora conosciuto, e come, volendo pagare il valore del grano,
occorresse una somma equivalente a molti miliardi delle no-
stre lire. Non solo la potenza, ma la stessa immaginativa dd-
lorientai signore era cosi di gran lunga superata. La leggendo
non aggiunge che cosa egli facesse allora.

Il numero dei chicchi si puo ottenere facilmente facendo lo

sommo delle potenze di 2dallo zero al che ¢ data da
cui corrisponde il numero :

18446 744.073,700.551.615

Per soddisfare col raccolto d'una annata la richiesta di Sesso
sarebbe occorsa una Terra di superficie ottupla di quella della
nos ra, supponendola tutta quanta coltivata a frumento ; ir*

. suPP°nend0 CX un metro cubo contenga 20 milioni d
¢ uccia di frumento (ossia 20 per cnw.), si avrebbero:

P2337.20868 metri cubici.

d» _r ° v Pr°sressiOni geometriche riferiro qualche cosa
cio che ne diceva Archimede, che ne ha dato la teoria in
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sieme a quella delle aritmetiche, nel libro immortale « ’Are-
naria » nel quale egli intravvede gia la numerazione decimale.
Egli scriveva al re di Stracusa: « Molti pensano, o re Gerione,
«che il numero dei grani di sabbia sia infinito; non solo di
« quella che 8i trova presso Siracusa e su tutta la Sicilia, ma
« di quella ancora che é sparsa per tutte le parti della Terra,
« abitate e disabitate. Altri, benché non considerino tale nu-
« mero come infinito, pensano che non esiste grandezzs, che
« non si pud esprimere il nome d’una grandezza, che ecceda la
« molteplicita di tali grani. Da cid risulta ad evidenza che le
« persone di tale opinione, quando pure immaginassero un muc-
« chio di sabbia capace di riempire e di livellare tutte le pro-
« fonditd del mare e tutte le cavita della Terra sino alle vette
« delle pitt alte montagne, sosterrebbero ugualmente non essere
« possibile assegnare un numero superiore ai grani di un tal
« mucchic. Ma io proverd ora di far vedere il contrario con di-
« mostrazioni irrecusabhili, per mezzo delle gquali tu potrai rico-
« noscere che taluni dei numeri da me indicati nei miei libri a
« Zeauxippo (1) sorpassano non solamente il numero dei grani di
« gabbia che possono riempire tutta la Terra, ma ancora la
« massa di sabbia uguale al volume di tutto 1’Universo ».

Archimede intendeva per Universo la sfera dei pianeti, ossia il
sist‘ema solare. Con osservazioni nelle quali rifulge il suo genio,
eg‘h' caleolo il diametro di tale sfera trovandolo minore di 10
mxhopi di stadii (180 mila miriametri) il che corrisponde con
sufficiente approssimazione alla distanza tra il Sole e Saturno.
in“{:g(f;}m(;‘geometra .trov() pure chie un seme di papavero ha,
di miuim, tmmetro minore d’un _quarantesimo di dito (458/1000
quello g;e‘ol;)%e che il volulpe di questo granellino equivale a
stanno fra 1o granellini d_l sgbbia. Dimostrato che le sfere
rapporto frar(i) :‘;{n?n; (éu;)lx dei loro diametri, egit ottgnne il
vero mOItiplicand: o ella sfera solare e del seme di papa-
Mero dei grani di Sabb?arziior:&rge}' ié);))oo ne dedusse il m}-
" Planetario, ed ecco in qual modo cex?é;edi o :ut.to ° spaz;g
" Greci era in uso Ig Umeranioco corco d esprimerlo. Presso i
- hominazioni: uynijta decina .ec.lmae. p'aljlata c_or.x e de-

€sprimevano le unit:ii 8 con -centu.wzo, n?zg.hal.o e. rfnn.ade; o
miriadi, mille miriads nlll_0<}63§1;g dicendo: dieci miriadi, cento
&li stessi vocaboli E;si 1;’13 idi miru}dx..ecc., .npet.endo sempre
e . gnoravano i miiiardi.

) Libri disgraziatamente perduti.
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Archimede considero la progressione decimale, ma seni
far uso né dello zero né degli esponenti:

£ 400 - 107 o 108 - o o 408100 . - - RN TVLUIE (R

e chiamd ottade l'insieme di otto termini consecuti\{i- G}l Ti-
sultd che il numero dei grani di sabbia di cui sopra € qn‘nore
dell’ultimo termine deli’ottava ottade (10%) ossia dell’(}mm 8-
guita da 63 zeri. Egli conclude: « [o 8o bene, o re Gerione. che
« questi risultati sembreranno incredibili al volgo, ﬂ.tum co-
« loro che non hanno pratica delle scenze matematiche; ms
« ¢cio sembrera abbastanza credibile, stante e prove, 8 coloro
« che vi sono esercitati e che hanno fatto delle ricerche sulle
« distanze dei corpi celesti, sulla grandezza della Terré del
« Sole, della Luna e dell’Universo intero; gli ¢ percio che ho

« creduto conveniente consacrare a tale oggetto alcune medr
« tazioni » (1).

11 centesimo ad interesse composto.

£ dovuta ad Archimede I'osservazione che i termini d'un
progressione geometrica la cui ragione-supera I’ unitad &' “na.
quantita piccola qusnto si vuole possono superare i terr}lim
corrispondenti di una progressione aritmetica di ragioné
grande quanto si voglia.

Supponiamo che al principio dell’Era Cristiana sia stato iﬂ"‘
piegato un centesimo ad interesse composto, al tasso del 5%
all’anno; capitslizzando anche gli interessi a quale somms
ammonterebbe ora quel misero capitale iniziale ¥ 1l calcold
consiste nel trovare il 1910 termine di una progressione geo
metrica che comincia con L. 0,01 e la cui ragione € 1,05.

Si trova un numero composto di 38 cifre. . . . . trascurand®
i decimali. Vediamo di formarci in qualche modo un’idea dél
valore enorme che esso rappresenterebbe. Assumerema und
unitd adeguata . ..., cioé une Terra d’oro massiccio. Se und
sfera di tal genere avesse comincisto a cadere ad ogni mi-
nuto, dalla nascita di Cristo fino ad ora, dovrebbe continuaré
8 cadere ancora per tre seculi per riuscire ad uguagliare

W B pure dovuts ad Archimede 1'osservazione che {i prodotto di dve ter
minl d’una progressione geometrica il cui primo termine ® 'unith si obtied®

spmmando | poati che occupano a partire dall’ unitd, osservazione che e B
base della teoria dei logaritmi, nati duemila annt dipol.
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valore odierno dell’umile centesimo capitalizzato, percheé di
gfere d’oro di quella mole ne occorrerebbero pitt d’un miliardo!

il lettore ci sara grato d'avergli indicato un mezzo sempli-
cissimo per diventare un Re all’americana, sia pure, accon-
tentandosi del modesto tasso delle nostre banche, e. ... chi
ha tempo non aspetti tempo.

Le moderate protese di Nureddin.

Nureddin era un povero diavolo, indiano, che a tempo perso
si occupava di calcoli matematici e cabalistici. Avendo il Mah-
rajah di Bassora voluto tenerlo presso di se, gli chiese quale
stipendio avrebbe dovuto corrispondergli e Nureddin dichiaro
di accontentarsi di una piccola moneta del valore di circa un
centesimo pel primo giorno, del doppio il secondo giorno e
cos! via sino alla fine del mese ; ricominciando ad ogni primo
del mese con un centesimo, ecc.

Accettate queste condizioni il tesoriere del Mahrajah dovette
fare rispettosamente osservare al suo signore, alla chiusura
dei conti del primo mese, di 31 giorni, d’aver gia dovuto pa~
gare o0 Nureddin la bella sommetta di centesimi:

‘ 2.147.483.647
pari a lire italiane:

21.474.836,47

¢ dalle Cronache di Bassora risulta che Nureddin rimase in
Servizio del suo Mahrajah precisamente 31 giorni, avendogli

guesti dichiarato d’essere stato da lui servito abbastanza bene
In quel breve tempo'!

Se il Mahrajah avesse saputo fare questo piccolo calcolo:
t+2 4204284 .... .. 4230 = 98 .4
8vrebbe certamente rifl

be fot usto la firma del contratto e non
atto la brutta figura di rescinderlo d’autorita.

Un pe gj roulette.

Considerig

Montecaply “111(1) :::I _Serie di 25 numeri rossi alla roulette di
N . ila si giocano cols i i
ciaseuna roulette ossia cola 500 colpi al giorno per

180000 all’anno
La probabiljt; i abbi '
ossia . 1ta che si abbia una serie di 25 rossi e di1:2%,

avreh

11 33.554.432



Essa non dovrebbe dunque prodursi, norma mente, che ua
volta su 3355443 colpi, ossia una volta in 177 anni.

La probabilita che si produca una serie di 50 rossi, ad es,
e data da una frazione, di numeratore 1, col denominatore 9+
periore all'unita seguita da 150 zeri.

Supponendo che il globo terrestre non sia che una vesta
casa di gioco. m»u» mmi» i« »-———- I 1-J3-" —
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Numerazione binaria.

In questa numerazione la base € il numero due e si possonc
scrivere tutti i numeri con le cifre | e 0, adottando questa sole
convenzione, analoga a quella del sistema decimale, che ogni
cifra posta immediatamente a sinistra rappresenta unita due
volte maggiori. Ecco il modo di scrivere i numeri nella nume:
razione binaria:

1 . ) o0 i 17 0001 i 25 ; Itool
2 10 10 1010 18 , 10010 i ofi 1 hoto
3 ]l n on 9 i 181 . 27 | non
4 100 12 113 j 20 + 10100 j 28 | 100
6 10) i 13 noi | 21 1 1001 29 i inoi
6 110 14 [lio =~ 2 1 10110 1 30 | mio
7 Il i 15 ini j 23 : ioni '3 | imi
8 1000 16 10000 § 24 | nooo ; 32 i 100000

E facile continuare quanto si voglia questo quadro ; si vode
subito che un numero qualunque pud essere ottenuto dall'ad-
dizione dei numeri t-2-4-16-32 che rappresentano, con
I'unita in piu, tutte le potenze di 2

In altri termini, un numero intero qualunque € una somma
di potenze di 2 tutte diverse, ammet’'endo l'unitd come po-
tenza di esponente zero.

Un modo pratico di rappresentare i numeri nella numera-
zione binaria lo abbiamo nelle tavolette che qui riproduciamo :

Fig. 8.



Le tavolette misteriose.

Trattando della numerazione binaria abbiamo dato un qua-
dretto dei primi 32 numeri interi scritti su tale base (v. pag. 1B.
criviamo ora gli uni sotto gli altri in una prima colonna a
es ra tutti i numeri tali che la loro ultima cifra nel sistema
mano sia lunitd; scriviamo in una seconda colonna tuttii
numeri tali che la loro seconda cifra, a partire da destra, rel
8 s ema-binario sia l'unitda ; in una terza colonna tutti i nu
numeri tali che la loro terza cifra, a partire da destra, sia I'"F
ni a e cosi di seguito. Potremo fermarci ad una colonna qual-
siasi, per esempio, alla quinta ; i numeri scritti saranno in tal
caso e, in generale, per nn colonna saranno 2" — 1
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Si potra proporre ad una persona di nei,.»..
Il al 3L e di indicare in quali colonne esso siawrmo.Tii
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vinern facilmente il numero pensato scrivendo di seguito, da

destra a sinistra, 1 per ciascuna delle colonne in cui il nu-

mero pensato si trova scritto e zero per le altre; si avra cosi

1 aumero Pen8ato, scritto nel sistema di numerazione binario.
Ma si semplifica il calcolo scrivendo in calce a ciascuna co-

lonna le potenze corrispondenti del 2 Per indovinare il nu-

mero bastera sommare le potenze di 2 scritte in calce alle co-
nile nelle quali si trova il numero pensato,

I puo rendere pitu complesso il gioco con numero maggiore
di colonne o ricorrendo alle potenze di 3

comaUralmente’ S pUO dare al gioco magE£iore estensione,

n.. ” 68’ O 'e tallee seguenti, o con altre comprendenti
potenze pari del 2 di grado superiore:

&5
0
IN
N
P

BRRBIPIFHRBILSBRIISHRBOABBBUBHRE
BBRBEBIFHALIILBEHREBRNBHRBNRBBER
BREBBPLHISHRE/ASRBBBNBHRFRBRRB©
BREBHATBRBISHRBBYERBBBBRNRBGERER wo o
BRVEBATABRSBIBBHRRREBNBBNBBEGERRBwow
BREBIABEBRAGHABURBRBNRBRBRFE= 0 ~mw
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Come e facile vedere, queste tabelle si possono costruir®in
dipendentemente dalla considerazione della numerazione -
naria, in questo modo :

I numeri i, 2, 4, 8, 16,.......... non potranno esser oconterutd
che nelln rispettiva colonna.

I 3 nelle colonne 1e 2

5 » » 2e 3
I 6 » » 204
I 7 » » 1 2e4
€ cosi di seguito, sino al n°
2n— i

se n e il numero delle tavolette. Cosi, per 6 tavolette si ptra
arrivare al numero

2—1= 63

Sui quadrati dei numeri interi. (

mer~fl orrnare con facilita una tavola dei quadrati dei¢*
cni, nella serie naturale, seguendo questa norriw

dall’'uno 8 Polonna 8i scrive la serie dei numeri a partim

dal tre Rn«t r- erfj <fUe™8 dei numeri dispari a cominciam
era addizionare il quadrato d'un certo nume

Numero Quadrato  Num. dispari
n Z d

©O~NOOUAWNR
RLEEBEB 0 » =
BREBE 0o v o w

per esempio di 6, col numero dispari 13 che gli corrispomtc
per avere 49 che ¢ il quadrato del numero successivo 7.
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Questa regola si rileva, a prescindere da altre considerazioni
teoriche, dallo studio grafico dei numeri quadrati (vedi numeri
triangolari, quadrati, ecc.).

II. - La somma dei primi numeri dispari della serie natu-
rale, a partire da 1é uguale al quadrato del loro numero.

Esempio: 14-3 + 5+ 7+ 9= 5= 5

HI. — La somma dei quadrati di tre numeri dispari conse-
cutioi x, y, z, € uguale al triplo del quadrato del numero
medio y, piu 8.

E facile dimostrarlo ponendo i due numeri x, z sotto la
forma:
X*=y —2
y - 2
e facendo poi la somma totale.
Esempio: 5+ h+ F=3X 7+ 8

IV. — Ogni numero intero e una somma di potenze di 2, cia-
scuna di esse presa una sola colta.

Ritorniamo sull’'osservazione gia fatta a pag. 103
Proponiamoci di esprimere un numero qualsiasi, per es. &
con la numerazione binaria ; dividiamo & per 2, il resto zero
sara la prima cifra a destra; il quoziente 3L diviso per 2da
per resto 1 che sara la seconda cifra, e cosi di seguito, sicché
m & scritto nella numerazione a base 3 sara:

1111 10

Ritornando ora dal sistema binario a quella decimale avremo,
esprimendo I'ordine delle unita di ciascuna cifra:

(111110,= O+ Ix 2+ Ix 2 ,+ IX2' + 1x2" + 1x24=
=2+ 2+ 20+ 2+ 2= (B0

Il che dimostra il teorema per un numero pari. Analoga-
mente lo si dimostra per un numero dispari, p. es. 75

(7= 1001011 = | + Ix2 + Ox2* +1x2* + O0x24+
+ OX2* + Ix2®=2° + 2+ 2+ 26= (75)I0
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V. - Trovare un quadrato di quattro cifre che, invertito, w
ancora un quadrato perfetto.

Se supponiamo eseguita la somma del quadrato cercatoe
Hp 8U0 inverso, essa sara divisibile per 11, e siccome il &

oto ed il suo inverso devono essere multipli di 1I5 la lao
radice sara multipla di 11.

delleXcifre)e~te, °~n' (*uadrato dovendo terminare con um

0—1-4-5-6-9

BU *nvers® 8%a esso pure un quadrato perfetto o
seguenti- B Pnma Ci“ra del quadrato cercato sia una cdle

1- 4-5-6-9
inverso”~sJ”N18 ~uadrato non pud essere 5 perché il 90
rebbe con . ° 8 °ra terminato da 25, il quadrato comince*
e la sin enS saret)3e dunque compreso fra 5A0e 5Hl
intero, 106 ra 2e 73 e quindi non sarebbe un nurTero
presolall6 8 dunque 1, 4,60 9ed il quadrato & com

1000e 2000 4000e 5000 6000 e 7000 9000 e 100D
e la sua radice fra:

3L 6 45 Be 71 e &4 A e 100
Siccome tale radice & <dxu ] )
presa nella serie- noltre un multiplo di 11, essa ¢é cobi-

. B-4-66-X
E facile verificare che
solamente soddisfano al r*1,duesti numeri il primo e I'ultino

Problema, ossia:
= asui

Con ragionamento analogo si troverebbe che, fra i quadra’
dj Bcifre, soli tre hanno per inverso un quadrato perfetto,

inverso  ogy = 99
90" inverso 1080= @
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VI. — Trottare il quadrato di 4 cifre nel quale le due prime
siano uguali fra loro, come pure -le altre due.

Si osservi che un numero di 4 cifre nel quale le due prime
siano identiche, come pure le due ultime, e divisibile per 11.
Infatti, sia per esempio 4477. Si ha:

MU77= 440x 77= 4x 10+ 71

Inoltre, siccome il numero cercato € un quadrato, e divisi-
bile per li’; lo sua radice e multipla di li; d’altronde essa é
compresa fra 3L e 100 poiché il quadrato cercato ha 4 cifre.
Essa € dunque uno dei numeri della serie:

B-4-FH-66-77- 8-99

Non puo essere % il cui quadrato termina con 25 ne 33, 44,
06, 77, P poiché le due ultime cifre del loro quadrato debbono
essere identiche, mentre si sa che se la cifra delle unita d’un
quadrato € 0, 1, 4, 5 9, quella delle decine é pari, e se & 6, la
cifra delle decine é dispari. Dunque la radice cercata non puo
essere che 88 e infatti:

88 = 7744

VIlI. —Si puo trovare un numero uguale alla somma di k
guadrati, e il cui quadrato sia uguale alla somma di
2 k quadrati.

Infatti :
(@d* + xtn~tyi -fe eeeayy™.'+ y'npF=
= -f (x* y) -fo + @,n-Dt+ (ytn)* +
m\-sey <A<+ + X'yin-* + ytn-*) ¥
Esempio. Siano:
a = | y =1 n=3 fc=nl 1= 4
Si ha:
@+ 4+ 16+ 69*= 1+ 2+ 4+ 3F-f 166+
+ 2+ 6h+ 21+ 4+ 16k

cioé :
25= 14-4+ 16+ A4+ o+ 1A+ 4006 + 174
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VRN — Qualsiast numero primo della forma & n + 1 pud, com
pure le sue potenze, essere scomporsto in ung somma di
due quadratt e la scomposizione della prima € della s
conda potenza non pud farsi che in una mantera.

Ci limiteremo a dare alcuni esempi:

13=3"+22 130 = {2* - 5* 19 =40 +9
29 =5 + 20 290 = 21* 4 2 299 = 1423 + 6%
41 = 5% 4 4t 410 = 40* 4 9 418 = 296% 4 11

89 = 8% 4 &* 8y = 8% |- 39 890 = 712 + W9’

: me
IX. — Somma di quadrati, uguali a quadratt od a som
di altri quadrati:
1!+2!+3ﬁ+‘l+61+7!+9'=ﬂ'
L N R N I L
Y 4 6t 4 AV 120 = A2 4 172 = 7F 4+ 16

il
X. — II prodotto @+ 12 4+ ¢ (a4 b2+ &b pud scompo
in 18 maniere in somme di quattro quadratl.

Infatti tale prodotto ¢ uguale a:
']
(aa, 4 bb, + cc,) + (be, — b, e + (ca, — ¢, at +(ab— & i
on §
ma s} possono sostituire a,, b,, ¢,, con by, Ciy & oppure ¢

-t
o byocona,, e, b - od ancora con O Di ~
0Con ay,— by, —c, + -

X&. — Qualsiasi potenza intiera d’una somma di dué q'ua'
drati, é essa pure una somma di due quadrati, 0884:

(a* 4+ 3™ = A% 4 Dt
Infatti si ha:

(a0 =1 =448V 1
(a—b\/:)m = A-—B\/:

Moltiplicando membro a8 membro:

(an + b’)m — Al + B’

2, Y
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XIl. — 11 prodotto di cinque numeri comecutici non puo essere
un quadrato, ossia- l'equazione :
X(x 4 D(x+ e+ 3 (x +4H=y* *)

non ammette soluzioni intere.

Lo stesso dicasi per il prodotto di 6- 7- 8- 9- 10- li, numeri
consecutivi e quindi delle relative equazioni simili alla (*).

XIll. —Ji prodotto di cinque numeri consecutivi non puo
essere un cubo.

Lo stesso dicasi per un prodotto di 60 di 9 numeri consecutivi.
Il prodotto di tre numeri interi in progressione aritmetica
non € mai un cubo.

Xiv. —Consideriamo la serie deinumeri 16-1156- 111556 * » = «
ottenuta inserendo il numero 15 in mezzo alle cifre del
numero precedente. Dimostrare che tali numeri sono qua-
drati perfetti.

Prendiamo, ad esempio, il terzo termine della serie. Si puo
scrivere.

111566 = 111 (I03)-5) + 1

ma:
= 1001
9
dunque :
tl556 _ (10*-1)(10»+ 5) « 1»(10»+ 5)-(10»+5) M
9 9
Bv4 4-I8B—5 , , 104- 4100+ 4 _ ( 10+ 2\
9 + 1~ 9 \ 3 7/
Essendo:
1= 909+ |
si ha:

»+2  og9+3=3341=34

dunque : M156'= 3%~
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1numeri delle serie proposta . -
numeri : sono dungue i quadrati cd
4-34-334 ............

ottenuti scrivendo succgsswamente la cifra 3 alla sinistra i
numero precedente, ossia:

111556
3334»= 11115556
3333 4*= 1111155556

In modo analogo si proverebbe che i termini della serie

49 o MBO « AMED ...
sono i quadrati dei numeri
. 7-67-667 woevee.....
osSia .
"= 49
6277 = 4489
T 444889
666 7= 44448889
6666 7 = 444488889

X cuoi dei numeri mwa.

In modo analogo a quelle indicato per i quadrati, si puo ot
nere una tavola dei cubi dei numeri interi della serie naturai

Numero Cubo

1

2 1 7 12 6
3 8 19 18 6
4 2 3 21 6
5 & 6l <0 6
6 125 a b 6
7 216 127 » 6
8 3B 10 43 6
9 512 217 P

10 70 71
t B 1 = j - "

Scriviamo nella seconda colonna i primi quattro cubi
miamo la seconda con le differenze :

8-1=7 Z—8=19 o . o
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La colonna b si forma con le differenze :
9 —7= 12 37— 19= 18
e quella c con:
18-12 =6
differenza che rimane poi costante. Cid pdsto & semplicissimo
dedurre i numeri b da e, a da 6 e infine il cubo da a.

Di alcune proprieta dei cubi.

Accenneremo, senza dimostrarle, ad alcune proprieta dei
cubi dei numeri interi.

t° Il cubo d'un numero intero composto di decine ed unita,
termina con la stessa cifra del cubo delle sue unita.

2 ° | cubi dei numeri terminanti con 1, 4, 5, fi, 9terminano ci
le stesse cifre ; quelli dei numeri terminanti con 2, 3, 7, 8termi-
nano con 8,7,3,2 rispettivamente. In quest’ultimo caso, un numero
ed il suo cubo sono terminati da due cifre la cui somma & 10.

3 ° Ogni intero terminante con un numero di zeri n
multiplo di 3 non &€ un cubo perfetto.
4 ° Ogni cubo intero o & un multiplo di 9, 0o un multi
di 9 aumentato o diminuito di 1
5 ° Formiamo dei gruppi crescenti coi numeri dispari, n
I'ordine naturale, e indichiamoli con un numero d’ordine.
Gruppo I° 1
» 2 3 5
» 3 + 9
» L 13 15

La somma dei numeri contenuti in ciascun gruppo & ug
al cubo del numero d'ordine del gruppo, ossia, a es

13+ 15+ 17+ 19= &

Il quadrato in flg. 87 rappresenta, nelle sue zone, i cubi
meri I, 2 3 cioé |, 8 il, 6» E tacile vedere che | a Lox
questi cubi corrisponde al quadrato della loro *°'n ' _
il quadrato in figura ha appunto per lato 1+ - « "

\q. 8+ Z/ 464= 10

E cosi confermata in modo tangibile, grafico, la ben
regola: t

1+ 2M- 3B.............. N3—@1 + 2+ 3+ = een)

Del resto, quanto sopra puo anche rilevarsi dalla aoo
fica di moltiplicazione (flg. 83).

8 —Ghkks\ — Maiem. dilett.
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I. — Trottare piu cubi consecutioi, la cui somma sia un
guadrato.

Ecco alcune soluzioni del problema che, in modo generale
fu trattato dal Genocehi ().

289+ 2000-f e mef490h= (3x 5/7Xx 6948)
3A0B4 B0 4 » o= o+ 425 =(5 x 313X 33925*

88724078000 + 88724075801 4 - ............ 4- 1041543499225 =
= (967473261775 x  77151370313*

Il. — Trottare un numero che sia uguale alla somma dell
cifre del suo cubo.

Tanto il numero come il suo cubo divisi per 9 devono dar¢
lo stesso resto; un cubo dovendo necessariamente essere d'uni
di queste forme; 9a, 9a— 1, 9a 4- |, anche i numeri cercat
dovranno esserlo.

Consideriamo un numero di tre cifre ; il suo cubo ne avra
al piu, e la somma delle cifre del suo cubo sara inferiore i
9x9 cioé minore di 100

Dungue i numeri richiesti non possono avere che una o dut
cifre.

1 cubo d’un numero di due cifre avro, al piu, sei cifre, e le
somma delle cifre del suo cubo sara minore di 6x 9= 54

Dovendosi escludere il 53 il cui cubo termina con 7, diremc
che la somma non puod eccedere 22; cosi pure sono da esclu
dere i numeri 44, 45 461 cui cubi terminano rispettivamente
con 4 5 6 e sono costituiti da 5 cifre, onde la somma delle
cifre non potra eccedere il 42

Formiamo dunque i cubi dei numeri di una delle forme jn

avremo le soluzioni seguenti, che son:

N 1 8 17 18 26 27
Ns 1 512 4198 582 17576 19533

(D « Nota su alcuni somme <Xcubi >»e®li Atu dell’Accademia derNuovi Lincei



I numeri perfetti.

Dalla progressione geometrico di basé 2 si pud passare n
numeri perfetti, cioe a quei numeri interi che sono uguali ala
somma dei proprii divisori, escluso il numero stesso.

Non e completamente nota la teoria pei numeri perfetti di-
spari ; quelli pari sono tutti compresi nella formola :

N=2n~1 —1

nella quale il secondo fattore deve essere un numero primo;
sicché in tale formola non bisogna dare ad » che i valori in
teri pei quali il numero Rx= 2n—1¢& primo. E facile vedere
che Rx non pud essere primo se n non € primo a sua volta,
ma ci0 non basta. Bisognera accertarsi che 2n—i sia un nu-
mero primo; teoria questa assai difficile e che per ora non ci
permette di dimostrarlo che nel caso in cui n sia un numero
primo > 100.1numeri perfetti attualmente noti sono i seguenti:

n 2 —I 2y - - .
! Numeri perfetti
1 2 - -
5 2 3 6
3
4 7 2
3 5
i(§) 3 4%
4 7
A 127 8128
b 13
4056 8191 30336
6 17 .
sSobe 131071 8489869056
7 62144
524287 137438691328
8 A
107341824 2147483647 2305843008139952128
9 a
2658455991569831744654692615953842176
I valori di n : li, 23 . . .
meri : e 29 sono stati esclusi perché i tre nu-

25 - 2¢ | > —1

non sono primi essendo rispettivamente divisibili per 23, 47 e 233
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I numeri perfetti terminano sempre con 6 o con 8 Cio di
pende, da un lato, dalla periodicita dell’ultima cifra nelle po
tenze del 2, e dall’altro da che i numeri primi n sono neces-
sariamente, eccetto il 2 e il 3, multipli di 6 aumentati o dimi-
nuiti dell’unita. Cosi, quando n € un multiplo di 6 diminuitc
dell'unita, il numero N termina con un 6, senza che n debbe
essere un numero primo; quando n € un multiplo di « aumen
tato dell’unita, il numero N termina con la cifra 8

Ogni numero compreso nella formola (eccetto quello corri
spondente a n= 2) da per resto 1 quando sia diviso per 9. L
prima cifra a destra di questi numeri & 6, oppure le due ultima
cifre formano 28

Numeri perfetti di seconda specie.

Sono i numeri uguali al prodotto dei loro fattori. 1 numer
pP3(p. es. 8 e Pi pt (p. es. 10 14......... ) sono numeri perfetti di
seconda specie. Il numero 6 ¢ il solo che sia doppiamente per

fetto cioé che sia ad un tempo perfetto di prima e di second:
specie.

I numeri amicabili.

Due numeri A, B sono detti amicabili, quando la somma de
dioisori del primo, astrazione fatta dal numero stesso,
uguale a B, e reciprocamente, la somma dei dioisori di E
astrazione fatta da B, € uguale ad A.

I numeri 20 e 284 sono amicabili ; infatti :
20= 1+ 2-f4+ 71+ *42
che é la somma delle parti aliquote di 284, e
4= 1-f2-f4+ 5+ 10+ li + 20+2-f44+

che e la somma delle parti aliqguote di 220.
Si tratta d'un problema pit che indeterminato. Supponiamc
infatti a e B scomposti in fattori primi ;

A= a*.03.cy B_a*'.bf cy
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Denotando con S ed S' le somme delle parti aliquote di tali
numeri, si deve avero :

_ ; v \/ mti J
S:fl/\ 1 ofi + IX - Ty A =B
a—1 b—1 c—1
- N -
g% G 8l et -S=A
—1 6,—1 <?i~I

da cui si deduce:

«a+1- t"6M+1- v cy+ 1- 1X

a—1 6 -1 X c— 1
a *+i_ | fifi'.+ i - i cv '+ | _t
= =D e i X ili Lv LX e e o>y
a, -1 bi - | G- |

dedurro azii>e ® troppo generale perche se ne possano
flinif flniH.C 6 ormcde Per ricavarne delle coppie di numeri
semplici-' ma ossesnancio »d A e S le forme particolari pu

A= 2 ea b =2"bec

nfinnro”NinO’ *’ ¢ 8onc! Ettori primi dispari, si possono deter-
enunriato c- ?°pp,e di nutneri che soddisfino alle condizioni
enunciate. Si ha infatti:

@,+,-1) (@a+ )= (2»™i_i) + (C+ i)=2«(a+ 6¢)
da cui:

fl=bc-l bdmc
ed eliminando a:

b—2n+ H(c—2+1)=2"=2"** 2"~ a
supponendo a < n.
Si pud dunque porre ;

b- 2n—t4. 2« —*

p=2n—I14.2n ¢
e dedurne ;
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con !o condizione che a, /# c siano numer. primi; per conse-
guenza a é dispari, altrimenti a sarebbe composto.

Per a= 1 si trovo una prima forma di numeri amicabili
supponendo :

a=3ee2*1—1 0= 32"*3—1 c=3-2n—1

Attribuendo ad n i valori successivi 2, 3, 4. . ..., non con-

servando che quelli pei quali i numeri a, O, ¢ sono primi, si
trovano le soluzioni :

n a b c A B
2 n 5 n 231 220
4 151 23 47 18416 172%

7 327 9 B AIOH BGEBHA

Non si pud supporre x = 3, poiché uno dei numeri hoc sa-
rebbe una differenza di due quadrati. Rimane da studiare H
casodia= 57 ........... il che é assai difficile.

Nel seguente quadro sono riunite alcune coppie di numeri
amicabili; comprese le tre sopra indicate:

Alcune coppie di numeri amicabili

N
N
o

= 2:5l1 ,60615 = 3.713517 |5BB6 = /231367
B =27 8633 3713107 |5147% = 253607
XD = 25131 ;12266 = 35131119 1522405 = 3.5131947
M = 221743 113815 3*5.1320 = 375132031
510 = 2 551 141654 = 2*19333 mggzs = 2% 11.29.239
BHA = 213107 1R1B 2541467 686072 = 23191449
622 = 21941 142310 = 25719107 1766 = 3713541
638 = 2ve9 168730  2547.3%9 1438083 = 3*.7*.1351
1074 = 2vi7.79 17186 2423 467 1280566 = 3*5.13.11-199

= 2AZ359 17636 24103107 134023% = 3.5132079
17256 = /347 1768272 2423479 136355 = 3+5.197.227

= 2\bl 18848 2489127 148345 = 3-519.37.47
%: 2285137 196724 21117263 B63BH = 2719133

= 222387 2pa4 2*HA3107 A3 = 2.73727
= 4478  IBED e 26513187  195°21715= 35.7.19.37.887
6 - 3P A 2432067 224703406 = 3+5.19.37.7103
SOB = RET7L  BMADL 241914

35173 45534 = 2v49.19t
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I numeri triangolari.
Si chiamano triangolari i numeri formati nel modo indicato

i 0
nella fig. 8, cioé sovrapponendo il primo a! sgcqndo, il second
al terzo, e cosl via come se si trattasse di biglie.

o
® oo oo

15
Fig. 89.

Possiamo form

. < i triango-
are con facilita la serie dei numeri triang
lari nel modo ge

guente

i
Unith..op gy (S ; 0
Interi ... ( o 3 4 5 6 7 8 5
Triangolari 1 3 ¢ 4 15 21 28 36 45 X
. che
Come ¢ facile vedere U numero triangolare non & a.ltl‘gi -
la somma di quello che 1o precede e di quello che gli s

haturali, come per esempio:
A =154

. . : to de-
potra in tale Serie trovare un numero di pos
Per esempio j| 20w g

In questo modo assai semplice,
Se poniamo accanto ad

5 ad esempio) Jo stesso tpj

Pra, nelia riga dei nunierj

Come sj
terminato,

i lato
Un numero triangolare (quello ?lnellﬂ-
&ngolare capovoltc, come vedes
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flg. DO ne risultera un parallelogramma costituito da 5 file di
5+ 1 unita ciascuna, cioé, in totale 5x6 = 30 unita; la meta

- 0-0-000
«-# 000 -0
e-+-+ 0-0-0

Fig. @Q

sara il triangolare di lato 5. Cosicché possiamo stabilire la for-
mola generale per trovare un triangolare di posto ennesimo,
Ccioé :

che si esprime dicendo : Un numero triangolare di posto de-
terminato € uguale alla meta del prodotto del numero che ne
indica il posto, per il numero successivo.

Questo modo di calcolare un triangolare pud servire di con-
trollo all’altro nel quale si fanno le addizioni successive.

Fig. 9L

Ogni quadrato impari é la differenza di due triangolari.

Ogni numero della forma n*+ n+ 1 é la somma di due
triangolari.

Ogni cubo ¢ la differenza di due triangolari consecutivi.

La somma di due triangolari successivi & un quadrato.

Questa proprieta risulta chiaramente dalla flg. 9L



1 —

I numeri quadrati.

In modo analogo ai triangolari si possono ottenere i nuer
guadrati, procedendo come €& indicato nella flg. 922 Si ek
con un semplice esame della figura, che un numero quadrato
differisce dal precedente per un numero dispari di unitae

che queste differenze costituiscono la serie dei numeri dispari
naturali. Segue da cio che é facile costruire la serie dei n+
meri quadrati (ossia dei quadrati dei numeri) in questo nodo.

Dese. 222 2 2 2 3 2 2 2
ispari . 5 7 9 |
Quadrati 1 4 i B 15 7 1

9 16 5 x» 4 6 8 10

Un numero quadrato si ottiene (come abbiamo veduto po

triangolari) addizionando quello che lo precede con quello
che gli sta sopra, come per esempio:

&4 = 494-15

Teorema di Diofanto. — La flg. 93 costituisce un quodraW
di 9 unita di lato, composto di otto volte il numero triango-
lare dieci e di una unitd al centro. Abbiamo dunque fn
la dimostrazione grafica del teorema di Diofanto: L’otta®

dun nL%mero triangolare, aumentato dell’unita, ¢ sempre in
quadrato,
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Reciprocamente: *Ognt quadrato di un numero dispari, di-
minuito dell’'unita, é I'ottuplo d’un numero triangolaree.

1 Si deduce da cio che per riconoscere se un dato numero sia
i triangolare basta moltiplicarlo per 8 e aggiungere 1 al pro-
; dotto; se si ottiene cosi un quadrato, il numero proposto era

triangolare. Per esempio :

&Bx 8+ 1= 59= 28

dungque & ¢ un numero triangolare-

Altri teoremi del genere sono i seguenti: Ogni nUtnf ro q '
drato e uguale al proprio lato aumentato di due oo e i
angolare di posto antecedente.

Ogni numero quadrato e la somma del triangolare dello
stesso ordine e del triangolare antecedente.
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Le fig. S?*AF_SZ_S*Qin]ostrano graficamente tali proprieta ibi

dei triangolari e dei quadrati, che abbiamo date pred-

emente :
Unita_...._ll‘l i 1 1 1 1 1 i
Interl...|234567891)
Triangolarii 3 6 10 15 21 28 B & %
Quadrati. .1 4 9 16 X 3 4 6 8 1
=81-2X28
6= B+ B
I numeri pentagonali.
vede r®PPre8enta numero pentagonale di lato 5Si
cedente accre*<'Amento, come R Q P E, differisce dal p«|;

P re unita. Risulta da cid0 che si pud costituirei!

serie dei numeri pentagonali in modo analogo a quello segi™
per i triangolari e i quadrati, ma partendo dalla base ti"6

3 3 3 3 3 3 3 3 3 3
ot 7 10 B3 1 19 2 5 B
Pentagonali | 5 1o 2 B 5 p @ W B
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Per calcolare un pentagonale qualsiasi giovano perd anche
alcure osservazioni, che sono messe in evidenza dalla flg. 97:

1 » Un numero pentagonale & uguale al proprio lato au-
mentato del triplo del pentagonale che lo precede.
2 » Un numero pentagonale & la somma del triangolare dello

iteis'j ordine A B C e del doppio del triangolare antecedente.

1numeri pentagonali si

indicato nella fig. 98 possono anche ottenere nel modo

2 3 4 5

Fig. 9.

H-2 + 3+3 + 3= i2
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Per riconoscere se un numero sia pentagonale basta om
vare che : il triplo di un numero pentagonale &€ un numm
triangolare il cui ordine é il triplo meno uno di quello &
pentagonale e inversamente.

Cosicché volendo riconoscere, per esempio, se 117 sia undfr
tagonale, lo si moltiplica per 3 e si riscontra se il prodottoli!
sia un numero triangolare.

» . .
* x
M A.A." V\
A,
Fig. 9.

Applicando il teorema di Diofanto (v.pag. 122) si potra =
vare che : prendendo 24 colte un numero pentagonale e®
meritando il prodotto di un'unita si hail guadratoni
e U sestuplo meno uno del lato del pentagonale e inoersatneni

E pure facile vedere che un pentagonale non pud ternitn,fi
con una delle cifre 3, 4, 8 9 perché se cosi fosse, il suo tip

emanerebbf con 9, 2 4, 7, cifre che non possono essere fltt
d un triangolare.

®» uumeri esagonali.

Si ottengono questi numeri come gli altri di cui prec®
temente, collocando delle unita nel modo indicato nella

sui perimetri successivi di esagoni concentrici, aventi il
tice’A comune.
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Analognmente a quanto abbiamo fatto pei numeri triango-
lori, ece., possiamo ottenere quelli esagonali partendo della
base 4, oppure osservando che un numero esagonale é ugua'e

Fig. 100,

8,1 proprio lato aumentato di quattro volte il triangolare del-
Pordine precedente.
Si osserva parimente che un esagonale & costituito dal tri-

m?golare A B P dello stesso ordine, aumentato del triplo detl
triangolare che lo precede.

Tali consij :
esugonm?sngie::;iom sono pero superflue per il calcolo degli
n !fiangsg ché gaua fig. 10t si rileva che: ogni esagonale é
are di lato dispari e reciprocamente.
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I numeri poligonali.

In generale, possiamo formulare le due proposizioni seguenti.

i ° Un poligonale € uguale al numero del proprio

aumentato di tante colte il triangolare antecedente, quante
sono le unita del proprio ordine, meno due.

2 ° Un poligonale & uguale al triangolare dello stes
dine aumentato di tante colte il triangolare che lo preced
guante sono le unita del suo ordine meno tre.

Si pud ottenere la serie dei pentagonali prendendo ane
base numeri uguali al numero del lato diminuito di due uita

Riproduciamo ora la tabelle dei numeri poligonali finod
decagonale :

Numero b 2 13 44 5 6 7 8 90
Triangolare . . _t 3 '."6 V1B 24 B 3 5.5
Quadrato .... j j 4;1.9 615 »HB H 64 8 W
Pentagonale. . | 5 Jljz 2 H 5 O e Wi
Esagonale . . i 6 B B 5 & g WmBD
Ettagonale. . i 7 B8 AU 55 a 112 18 ® D
Ottagonale. . T 8 21 0 &6 5 1B 185D
Nonagonale .. i o o 4 m 14 o1 B B
Decagonale- .- 1 10 7 | & 25 15100 7 D

I numeri ottagonali.

Il triplo pitt uno di un ottagonale, & un quadrato il cU*'
e il triplo meno uno del lato dell'ottagonale.

Questo teorema si dimostra osservando, che un ottagoni*
uguale al pentagonale dello stesso ordine aumentato del tri
del triangolare d’ordine precedente. Cido posto la flg. ~°2 dit
stra che il nonuplo pit uno d'un triangolare & un triangol
di lato triplo piu uno del lato del primo.
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Sovrapponendo il lato A, A, di questa figura sul lato A, As
della fig. 99, tenendo conto della scomposizione dell'ottago~
nale in un pentagonale e tre triangolari d’ordine antecedente,

N

Fig. 102, A,

si dimostra la proposizione sOpra enunciata, poiché si viene 8

formare una figura nella quale il
quadrato.

numero delle unita é un

Segue da cid che un ottagonale non pud terminare con una
delle cifre 7, 4 2, 9 altrimenti il suo triplo piu uno, che é un
quadrato, terminerebbe con 2, 3, 7, 8 il che non puo essere.

I numeri decagonali.

It doppio pil uno di un deca-
gonale é un triangolare d’ordine
quadruplo meno due di quello
del decagonale, Infatti un deca-

sette {riangolari del-

&b

"‘" Fig. 103.
gonale vale un trian- ’

gglare dello stesso or- '9.

dine aumentato di

B
'ordine precedente;

J
ora, sggiungendo (fi- ;
gura 103) uno dei tri- E - >
dngolari tratteggiati

ai 5 . . .
8ette triangolari bianchi o neri si fo

rma il decagonale. Dunqueé

un : i i
decagonale non puo terminare con una delle cifre 3, & 8,9.

9~
GurRrsl. — Matem. dilett.



I numeri piramidali.

Immaginiamo un numero triangolare costituito da alet
come nella fig. 104 Vediamo di stabilire la formola chepef
mette di calcolare la somma dei numeri triangolari a pate

Fig. 104.

conternitf80mma. ctle corrisponde al numero dei proiettili
nella fle eoi; Unf, P*la 8 ~ase trianS°iare, come ¢ facile vedere
tono i ni-ninerr! ~ 4dwuaie i dischi a contorno sottile rappresee-

11S?ettlKn 2 Ua® 8tral® 6 *“e»* a storno grosso*

appunto (Ima ° strato 8 duel,” sovrapposto; essi costituisce®
appunto due numeri triangolari successivi.

SI chiama numero piramidale triangolare il numero rns®
tante dalla somma dei triangolari a partire dal primo che e
e lordine del piramidale e quello del triangolare al gaae
stata limitata la somma, vale a dire che é il numero degli »tr»

S

dei quali il piramidale & costituito
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S puw dunque formare una tavola di numeri piramidali in
questo modo;
Interi .... 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10.
Triangolaril 3 6 10 15 21 28 3H 45 5S5.
Piramidali 1 4 10 20 » % 8 120 16 20..

Lo serie dei piramidali si ottiene addizionando il piramidale

precedente col triangolare soprastante, ossia di medesimo
ordine :

piramidale 8= piramidale 5%-|- triangolare 28

Si puo ottenere direttamente un piramidale d’ordine qual-
siasi con una regola che si puo stabilire in questo modo.

Fig. 106.

Cominciamo col duplicare un triangolare qualunque ; otter-
remo cosi un rettangolare (flg. 106).

Fig. 107.

dine 2 ° niara® a lue8to 1 rettangolari gradatamente d’or-
I0re ; otterremo la piramide della flg. 107.



capovolta*Fm SioT'vere lo" ~ " ' ' w

Fig. 108

NN Z X s T, pine
~ ordine pel piramidale
B = ; * i
z ' * » Bi\LLJHZ

wert interi ~nsecutfn/I* piramidale é Uprodotto di tre»l
dine del piramidale * C cre8centl' Il Primo dei qucli éP«J

Numeri Piramidali quadrangfr¥i.
Ca .

triangolari, ma~seTe ~ 8erie in modo analogo a quella<
queste regole : 6 ~uo anc”e calcolare uno qualunque ot

\

triangolare di uou.ni “uadran90lare e uguale al piramidi
golare d'ordine antecedente aumentato del Piramidale trm

del su*) numero cPorrfi piramidaie Quadrangolare ¢ il prodotti
doppio del suo num A~ t,per il numero seguente e poi per*
Risultati analoghi S _OrdtVle piu uno- . .
gonali. Possono ottenere per le piramidi p°
Osseroazione ' La &
dei cul3i de* numeri naturali ara

sponde al quadrato
Cosi : a “mma dei rispettivi numeri senapi

\1!+3+4=10p
+ 27 -f 64 ss 100= io*
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Progressioni per differenza.
.Abbiasi la progressione per differenza:
& 7 10 13

Possiamo rappresentarla graficamente con una flgura 8 gua-
drelli in cui la prima riga ne contenga & la seconda 7, e cosl
via (8g. 109; quadrelli a dischetti neri). Se & questa figura ne

Y T ) M
NNNe ololojolojojaloiclo'o

it T
'eio e ® ®®|oloolololololoofa
»—~-—T-’—~-“ T 14

o0 00 elojeei0i@|ojojojoioinie
s 0000000 00 e ejojojojo

Fig. 109.

adattiagno un’altra uguale (& quadrelli con circoletti), ma di-
sposta in modo inverso, completando il rettangolo, potremo ri-
levarg facilmente che la somma dei termini estremi della pro-
gressione ¢ uguale a quella di due termini equidistanti dagli
estremi

44+ 13==7410
¢ che la somma dei termini della progressione & la meta del

numero delle caselle del rettangolo, ossia 4“;'7. Cosicche se a

¢ : L . X .
c?) ! sono 1 due termiui estremi, e se n é il numero dei termini
nsiderati, detta somma sara data da:

(adhHn
=T )
Ne .
¢l caso della serie naturale dei numert, si tratta d'una pro-

ressi . . ;
gs s;Slgr_lfiammetlca di ragione t, il cui primo termine & 1,
=1ed {=n, per cui la formola {1) diventa :

S:::————n(nzw

Eseg= .
=1 con ragione 2,si ha I =2n—1 ¢ |a formola ci da:

che S=n
sarebbe la somma dei numeri dispari:
L4,57,..... n
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Permutagzioni.

Una roppresentazione grafica delle permutazioni possibilicn
n cose (in particolare per n = 4) & quella immaginata da E. Luea
e rappresentata nella fig. 110,

Fig. 110.

Se indichiamo con ¢ 1a prima casella inferiore d'uno 0¢ ]2:
quadrati della figura, con b la seconda, al disoprs, ooB ¢
terza e con d la quarts, i quadrelli tratteggiati corrispo®®
Fanno alle 24 permutazioni possibili con dette & lettere, Cioé:

abed  abde adbe dabe
acbd  aedb  adeb  dach
cabd  cadb cdab deab
bacd  bade bdac dbac
bead  beda  bdea  dica
cbad  cbda cdba  deba "
Queste permutazioni corrispondono alle soluzioni del p;ti
blema delle torr: su d’una scacchiera di 16 caselle: in qué*" §
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’
modi e possibile collocaroi 4 torri in modo che non ve ne 8a
alcuna tn presa.

Per 'usuale scacchiera di 64 caselle il problema (con 8 torri)
ammette dunque

1.2.3.4.5.6.7.8=40320

> soluzioni {v. pag. 70-85).

11 triangolo di Pascal.

Le serie dei coefficienti dei termini dello sviluppo del binomio

di Newton :
(@t o
messa sotto forma di triangolo da Pascal:
S |
1 2 1
1 3 3 1

1 5 10 10 5 1

quando venga scritta in questo modo:

A

11

1 2 4

1 3 3 1
1 4 6 & 1
1 5 10 40 5 ¢

80mman st s
l'engolodr(;r;:oi;-ermlm In senso parallelo alla bisettrice del-
1 hanne i termini delia nota serie di Fibonacei:

Vo2 3 s 8 13 gq.. .

L A
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Triangolo e quadrato aritmetici.

Nella fig. 411 abbiamo disposto scalarmente i coefficienti bi
nomiali di Pascal (v. pag. 135). Nel quadrato di Fermat(fig.tt
vediamio gli stessi numeri, in altra disposizione. I nutmero cht

i —t kIt

11 11213tal516178

T2 11316 [10[15]21}28;36

1131314 114 (10120]35{56{84

1{4]6]4]1 115 {15]35{70

115 110110] 51 1 16121136

116115{20[15[6 [ 1 117 128184

IEAE ESERFI RN 118136 )
Fig. 111 Fig. 112

v . . : ﬂul :
trovasi in ciascuna casella di questo quadrato ¢ datt;mdm
somma dei due numeri che si trovano nella casella 8 omit '
sinistra e in quella sopra di esso. Cosi, 84 risulta dalla 3

56 + 28.

. v 8
It quadrato di Ferrat si presta alla soluzione di que t0F
blema:

. . . , i um
Se in una scacchiera usuale ¢ data la posizione 04

0O

—4~

Fig. 113.

: ot}
torre, in angolo (fig. 113), in quanti percorsi déﬁ’e”f’”,t;go wt
essa torre peroenire datla casella O in altra, di postat?
bilita X, senza regressit

Nel caso della fig, t13 la risposta sarebbe 84,




Curiosita diverse sui numeri.
Sul numero 37.
Se consideriamo la progressione aritmetica :
23691215 18m2t.............. 2

e ne moltiplichiamo i termini per 37, otteniamo:

Questi prodotti sono costituiti da tre cifre uguali e tali che
la loro somma é uguale al moltiplicatore da cui derivano.
La spiegazione di tale particolarita sta in cio che.

37x3 =111
per cui, ad esempio :

3rx 15= 37rx 3x 5= 111 x 5ecc.

=3+ h- 37 JI@B+7=3F+ 7S
3 e 737r=717

Il 3¢ il solo numero di due cifre che moltiplicato per la

somma delie sue cifre dia un prodotto uguale alla somma dei
cubi di tali cifre, ossia 3= 27+ 343.

Sul numero 45.

Consideriamo il numero 987654321 costituito dalle 9 cifre
significative, in senso inverso ; e I'altro numero 123456789
costituito dalle stesse cifre nell'ordine naturale. La somma
delle cifre nei due numeri ¢ 45; la differenza dei due numeri

® 364197532 costituita come essi dalle 9 cifre significative,
ma in ordine diverso.

li numero 46 si pud scomporre (1) in quattro numeri (8, 12
5e 2 tali che-

8+ 2=10
2- 2= 10
5x 2—10
20 : 2= 10

W In altro paragrafo diamo la generalizzazione dt questo genere di scoxn-
yoaWiore di numeri,
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8ul numero 100.

Questo numero si pud scomporre (in modo analogo al #)i
quattro numeri (12, 20, 4 e 64) tali che:

124 4=16"
20 — 4 =16
dx<4=16
64 : 3 =16

Si puo scrivere 100 usando 5 volte la stessa cifra, nei modl
seguenti:

100 = 111 — 1t

1oo=3><33+%~

100 =5>5>x5 ~5%5
=G+5+5+5)5

Si pud scrivere 100 in vari modi usando le 9 cifre significe
tive, senza ripetizioni (v. pag. 148):

3 9 3 , 2
100=7A+25+T+T§ 100=98+1+5+ 75
{ 752
100—95+4+— - 100 = 91 + 535~
5732 5823
100 = 91 4 100 = 9 + 57—
1578 ,ps
100 = _
%+ e 100 = 96 + —5r7-
_ 2148 752
100=9% + - 100 = 96 + 35~

8ul numero 149.

- . inli dih
Moltiplicando 143 per ciascuno dei 999 primil multlph[ie

ognuno dei prodotti ottenuti sara costituito da due nued

identici corrispondenti precisamente al numero d’ordin

multiplo di 7 usato come multiplicatore.
Esempio.

143 >< @38 >< 7) = 143 >< 1666 = 238 238
. 2 . » e'.
Per ispiegare tale risultato si osservi che si puo scriver
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Quando si tratti d’'un multiplo di 7 il cui ordine sia dato da
wn numero avente meno di tre cifre, le due parti del prodotte
potranno essere separate da uno o piu zeri; cosi:

43x (26x 7) = 26026

Osseroazioni. — Risultati analoghi si ottengono moltipli-
cando per 77 1’3 primi multipli di 13 e per 91 i 99 primi mul-
tipli di li, infatti:

AVH= 7vril -X13
dunque 1001 é divisibile per :
7 x 1= 77e per 13
nonché per:
7 X 13=9l e per 1
S pud poi generalizzare osservando che :
001= Bx 137
100001 = il x 9091 e »

Ne risulta che i prodotti di 137 per i 9999 primi multipli di 73
d 9B per i P primi multipli di 11,............ sono composti di
duwe parti identiche. Cosi:

AL x (478x 11) = 47800478
9oL x 152X li) = 5642 57642
Bui numero 225.

Scomporre 225 in una somma di numeri costituiti, in com-
plesso, dalle 9 cifre significatine, senza ripetizioni.

25= 1+ 23+ 45+ 67+ 89

Ciascuno di questi numeri si ottiene aggiungendo 22 al pr
cedente. Si pud anche scomporre cosi:

225=1+ 35+ L2+ 0O+ 78 ecc.

Naturalmente altri numeri si possono scomporre in modo
analogo. Essi pero debbono essere multipli di 9 poiché.

14-2+ 3+ 4+ 5+ 6+ 7+ 8+ 9= multiplo di 9.
Esempli:

1= 9+ 12+ 3B+ 48+ 57
I1= 2+ 18+ 3+ 47+ 65
810.=1H+ 67 + 348
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Sul numero 142857,

Esaminiamo i 6 primi multipli di questo numero: *

142857 285714 428571
571428 714285 857142

Essi sono composti delle medesime cifre nel medesimo ording.
si che si pud passare dall’uno all’altro per semplice traspos
zione di cifre.

Inoltre essi sono formati da gruppi di due cifre multipli par
di 7 o multipli pari piu 1. Cosl 171428 é composto dei gruppi:

57=7x<8+41 74 =7>10 +1
14=7x2 2 =76
B =7x4%

Moltiplicando 142857 per 326451 si ha:

142857
326451

57
5

on e ot
UBCSCREN BN BN | )
»--»-—D——r-"‘
N o ot
o S ro B
W o R

2
2

ao Q0 Q0

i

46635810507

Le cifre delle colonne verticali sono identiche, ciascun pﬂ:
dotto comincia coe a cifra con cui termina il pl‘ecedenwf I
6 prime cifre di ciascun prodotto a cominciare dal basso (:;.
meno I'ultimo prodotto 42857 1 ; cosi le 6 seconde ciffe cos
tuiscono il penultimo 28571 4, ecc.

8ul numero 12345679,
. i ro
Questo numero & formato dalle cifre progressive el l?ne
ordine naturale, meno '8, Se 1o si moltiplica per un e
qualunque della progressione aritmetica-

+~9 .48 .27 .36 - 45 - 54 - 63 - 72 - 8{
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la cui ragione € 9 il prodotto risultera composto di 9 cifre
uguali. Cosi:
1234560 x 54 = 666606665

S osserva che la cifra 6 indica il posto del termine 54 della

progressione (il 6°) e risulta pure come differenza tra la decina
superiore e detto termine, ossia:

6 =60- S
Per ispiegare il risultato ottenuto si osservi che :
12356 x 9= 111111111
e 2ZEAX A= 12ZA6MPAX 9x 6= 111111111 x 6

La sonma dei numeri naturali.

meUca™Mvfiolal* fiaturali costituiscono una progressione arit-
R'tira, con puah M2 , priml ssf P P,U N tfinfiglla ana parte

”

0

O 0 o o o

* * 0 o 0 o o

** ¢ 0 0o o o

i o ) ) O O O

Pt e s 0o 0

e e e w .,
Fig. iU.

Fcp fivOpjjg in

costituita, m totale, di 6x 7:
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punti (neri e bianchi); dunque la somma cercata sara la mels
di 42 ossia 2i. Sicché, in generale, la somma dei primi n ot
meri interi naturali, sara data dslla formola:
nn+1
2
La somms, ad esempio, dei 90 numeri del lotto ¢ data da:

_?__O,é_g‘__ = 4095

Dalla fig. 115 apparisce chiaramente come la sommanfégn.
numeri dispari naturali a partire da 1 sia n% Le linee pu

®© 0 5 0o 0o
’,—), ‘/://
o o o o ol0
® o o o |
rd

A

/7
® | @
® © o 60 |
7/

A

P4
e "EE XK 8K
7

|

4
® o 0o 0|9
’

,V
oloooc’o

Fig. 115,

<eparigce 08
giate mettono in evidenza che una flla ad angolo differisce
quella ad essa adiacente per due unita.

I1 numero e.

Regola mnemonica per il valore del numero e (base dei 10
ritmi neperiani):

Tu aideras & rappeler ta quantité a heaucoup

e=2 7 1 8 2 8 4 8
de docteurs samis
2 8 4

il numero delle lettere d’ogni singola parola della fraseé
risponde slle cifre del numero ¢, ordinatamente.
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I. —Trovare un numero uguale a 7 oolte la cifra delle pro-
prie unita.

Questo numerooha evidentemente due sole cifre: le sue de-

cine ne sono i — e valgono 6 volte le unita. La cifra delle de-

o i ..o , .
cine é dunque '018 sia i = della cifra delle unita; questa

non puo dunque essere che 50 zero, e la cifra delle decine 3
per cui il numero cercato ¢ &.

Nota. — Trattando il problema in generale si puo stabilire
la seguente espressione risolutiva :

, u(m —1)

nella quale d e il numero delle decine, u quelle delle unita,

m il numero di volte che il numero cercato deve contenere le
proprie unita.
Per m= 7 si ha appunto:

nella quale, per avere d intero, occorre che sia:

u=>5 da cui d—3 ed Ar= b

H* — Trovare un numero di due cifre, uguale al doppio pro-
dotto delle proprie cifre.

Tratteremo la questione algebricamente e aritmeticamente.
l.° Algebricamente. — Sia d la cifra delle decine, u quella
delle unita; si avra:

10 d4 u—2du
da cui :

d =

Dovendo d essere una delle cifre significative, non sara asse-
gnabile ad u che il valore 6 al quale corrisponde d= 3; per
cui il numero cercato non puo essere che 36
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11 numero cercato essendo parié
»tro caso B 0

dovendosi escludere lo zero rel ro

frn* AQ|3FCONCIO * *P°tesh questo numero é divisibile per lan-
unito aio “r°Frle ~ecine- Occorre dunque che la cifradellese
20 « 0*7 8,~,le Per la cifra delle decine; la prima esath

r 8 8econ<*8 ser® b 2, 3, 4, 6 od 8. Il numero carcap
e dunque fra i seguenti:

a

2 14 16 18 2 24 6 28
36 <4 48 66 88
dft™io~raArfFare Si osserva che il

numero di 2 cifre fomato
6 Fef numero cercato deve essere divisibile pera

di d,o6lie Umta’ poiché ogni numt o che divide una soma

I'altm ?umeri e<i uno numeri della somma, divide pr
i altro numero.

Restano dunque solamente:

cifm n™i

2 2 24 36 4 48 66 88

inferin™el°4FerCat® non puo essere 12 il doppio di 2 esab
primo anneri’ °e 22 66 88 che 8000 multipli di il, nneo

vedere chF *? *°* Fra 1 nurneri restanti 24, 36 e 43¢ fadle
vedere che solo 3 36 soddisfa al problema.

>ml. - sia un numero qualsiasi. Si serica al disotto lo
numero ponendone la prima cifra sotto la quarta
primo. Si eseguisca la somma e si dioida poi questafi

7» il e 13 Il quoziente in ultimo attenuto sara preti#
mente il numero primitioo.

Esempio. Sia 11 numero 86753:

86753
8 6753

86839753
86839753:7 =12405679
12405679: il = 1127789
1127789: 13 = 86753
La spiegazione € assai facile.
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Infatti si ha:
86753 < 1000 + 86753 == 86753 > 1001
ed essendo:
1001 =7 <1113
i puo scrivere :
86753 >< 100t = B6753 (7 >< 11 >< 13)

Nota. — Nel caso d’un numero di 3 cifre 'enunciato si sem-
plifica perché basta scrivere il numero alla propria destrs, ecc.

V. - Quanti numeri interi ol sono, composti di un deter=
minato numero di cifre?

Visono 931 ossia 9 > 16° numeri di una cifra. I numeri di
due eifre cominciano col 10 e terminano al 99: ve ne sono
dunque 9 3< 10¢; quelli di tre cifre sono 9 =< 10 e cost via.

Ve~ Quante cifre occorrono per iscricere tuttl glé intert
composti d'un determinato numero di cifre®.

Da quanto precede si vede che per iscrivere tutti gli interi

rispettivamente di 4,23 4 - - - . cifre,occorrono 9; 2 < 9 > 10;
I29>¢10%; 459108 - -« - . cifre.

VL — Quante cifre occorrono per iscrivere tutti ¥ numeri
dall't fino al 99999 - - - - inclusivamente ?

Da quanto precede si deduce che per i numeri di:

1 cifra occorrono I<100= 1x9 cifre
g » » 2x9x<tit= 209 »
3 » I>x9><i0t= 300<9 »
i » » £ 9> 10 = 4000 < 9 »

Dunque per iscrivere tutti gli interi dall’t al 99999 - . - . ossia
tutti gli interi aventi 1,2,3,45 - - - - cifre occorre un numero
di cifre dato da - - . « 54321 =< 9, il numero - - - « 54321 essendo
formato dalla serie naturale degli interi e contenendo tanti
di questi ultimi quante sono le cifre 9 contenute nel numero
99999-- . . -

10 — GHERSL. —~ Matem. dilett.

[
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VL. — Essendo stati scritti tutti i numeri interi gli um;:
seguito agli altri e nel loro ordine naturale, trooc;;‘sem
cifra di posizione determinata, per €sempio la 558715™.

1 numeri aventi 1, 2, 3, &, 5, 6 cifre hanno in totale:
654321 > 8 = 588888Y cifre.

per quanto si é sopra esposto (vedi n.? VL). e
1 numeri aventi {, 2, 3, 4 5 cifre hanno in totale:

54321 > 9 = 488889 cifre.

mero dif

La cifra considerata appartiene dunque 8d u ﬂn:a!e ot
cifre ; la serie data essendo supposto che arr.m

numero, i numeri di tale serie hanno dunque:

552745 — 488889 = 63826 cifre.
D’altronde si ha:

63826 = 10637 >< 6 4 4

1 10638 ¢
La cifra cercata é per conseguenza la quarta izendﬂi
mero della serie. Ora il primo numero di§ plfrei: o cercld?
it secondo 100000 + 4, il 106380 ¢ 110637. Sicché la clif

o ; dall'1®
VI, — Quante cifre vl sono nella serie dei numer ‘
N inclusicamente ?

: ; pumert &
Immaginiamo scritto uno sotto Paltro tuttiint orre®
ad N; quest’ultimo lo supporremo di m cifre € supp g 49
ancora di avere completato ciascun numero con zéf [aue o
stra .cosl da avere un quadro di numeri composti di udg geft
mero di cifre; completiamolo poi con una prima fila loi
Avremo il numero X cercato, calcolando quanti sof i
ratteri contenuti in tale quadro, che sara m (N + ih ® sviaﬁ‘*
endone poi tutti gli zeri aggiunti. Quanto a questi Os?er ra'
che da 10™-! ad N non ne sono stati sggiunti. Al d;sOPw.,:
10™-1, nella prima colonna di sinistra furono 835“1““ (!
zeri; al disopra di 10m-%, nella scconda colonna, he abb®
aggiunto 10™ -1, ecc. Al disopra di 10, nella seconds 001%
a destra ne abbiamo aggiunto 10; al disopra di 1, nell8 pr
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colonfia & destrd ne abbiamo aggiunto {; dunque in tutto fu-
rono aggiunti:

!0'""+10m"+ s S L zerl

ossia:
o™ — 1
9
Cosicché :
m o
X=m(N+1)— A —1

9

Questa formula si puod esprimere cost:

Per avere il numero delle cifre che compongono la serie
degli N primi numeri, basta moltiplicare N + 1 per il numero
delle cifre che compongono il numero N, e sottrarre dsl pro-
dotto un numero formato di tanti 1 quante sono le cifre di N.

Cosi nella serie dei primi 200 numeri, ahbiamo:

3 >< 201 — 111 = 492 cifre
Nel caso particolare in cui N = 10™ — 1, si ha:

0™ -1
55—

che si pud esprimere dicendo che basts sottrarre da un nu-
mero composto di m seguito da m zeri, un numero formato di
m volte la cifra 1. La differenza avra per prima cifra a destra
un 9; avra poi m — 1 volte la cifra 8; la prima cifra a sinistra
s8ri m — 1 se m non ha che una sola cifra, altrimenti le prime
cifre a sinistra formeranno il numero m — 1.

X = m ><1™ —

Esempii :
N=299 X =200 — 11 = 189
N =999 X == 3600 — 111 = 2889

N = 999999999999 X = 12000000000000 — 444111411411 = 1188858888889

XI. - Usando i diect caratteri dallo zero al ¥, ma ciasecuno
una sola oolta, formaré i numeri la cui somma 3ta uguale
all’'unita, essendo ammessa la forma frazionaria.

Esempio. Una soluzione é data da:

35 . 148
70 o =

.
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X. — Problema simile al precedente nel quale la gommadddi
essere 100 anziché l'unitad (v. pag. 138.
Esempio:
50+ 49+ 4- +'t]'= 10

— Formare, con le noce cifre signiflcatice, quattro ns
meri la cui somma sta iOO (v. pag. 13).

Ecco due soluzioni del problema :

5+ 78+ J/T-+ y/64 = 100

X1l. — Scrloere il numero 3t usando cinque colte la cifra!
solamente.

31=3+ -J-+ >

XI1Il. — Formare il numero 14 con cinque cifre dispari'

4 =1+ 1+ 1+11

Formare 34 usando quattro colte la cifra 3

A= B+ -L
XV.—Formare 20 con quattro 9.
XVI. —Formare 100 con quattro 9 (v. pag. 138

W+ ~ = 10
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Prodotti singolari.

I numeri di tre cifre che ammettono 1 fattori 7, 11 e 13, il

cui prodotto é 1001, danno prodotti composti di gruppi uguali
di tre cifre.

Esempii :
2 X 74 == 171171
81=3.7 -1 #1=3 -13 - 19
429 X 588 = 252252
468 % 539 = 252252
294 x 858 = 252252
182 % 704 — 128128
672 % 858 = 576576

L — Perché i prodotti del numero 143857 per 1, 2,3, 4, 5 e 6
30n0 composti delle medesime cifre, che si seguono nel-
Vordine circolare indicato in figura, e perché il prodotto
per 7 € composto di tanti 9%

1

Fig. 116.

8

Osserviamo che 142857 & il periodo della frazione decimale
periodica derivante dall’ordinaria:

-;*- = 0,142857 - 142857 - . . . .

B
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quindi :
1 i 2 100 98 100
t x!=t =— — = —
= 142857142857 14 v, — 14=0,285714285714
0,142857142857 oooeoreeereeerenns X 2 = 0,285714285714 «
da cui :
142857 X 2 = 285714
310 7 10 ,
7 7 — 7
=1,428571428571 o o o o. 1= 0,428571428571
. 0,142857142857 - = =X 3= 0,428571428571 =
da cui:

1*2857 X 3 = 428571
Nello stesso modo :

4 * . =A =™ ® -i»=J0W _Ili2S=

142857X4 = 571428

r=" ., * = 0.7.B857U® m~
JL — JO0O 994 1000
[ 7 f~ ~ o~ T 142 = 0,857142857142
infine
_L— 142857
.7 999999 v 7. 142857X7
da cui :

999999 — 1

142857 X 7= 999999

U. Eﬁgo&j‘?rtéud%?lfg&%!’%.la gomma delle cifre uguagl-
Indichiamo solo qualche esempio fra i moltissimi:
51x84= 424 42x 84= BB
41x89= 349 51X 7S 6 X 48 = 288
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IH. - Prodotti costituiti delle stesse cifre dei fattori.

21 X 87 = 1827 336 X 951 = 319536
27 X 81 = 2187 951 X 588 = 559188
465 X 831 = 386415 152 X 761 = 115672
201 X 627 = 126027 281 X 344 S 124483
201 x 897 = 180297 902 X «75 = 789250
591 X 527 = 193257 636 X 533 = 365638
701 X 167 = 117067 317 X 425 = 134725
824 X 512 = 125248 602 X 437 = 263074
317 x 461 = 146137 8 X 195 a 315594
992 x 776 = 769792 321 X 678 = 217638
524 X 623 = 326452 843 X 876 = 738468
251 X 608 = 152608 321 X 975 = 312975
161 X 725 = 116725 8 X 582 = 284598
231 X 543 = 125433 807 X 984 = 794088
825 X 957 = 789525 681 X 759 = 516879
906 X 894 = 809964 366 X 948 = 346968
231 X 759 = 175329 341 X 626 = 213466
35 X 41 = 1435 431 X 725 = 312475
15 X 93 = 1395 356 X 431 = 153436
381 X 969 = 369189 431 X 707 SS 304717
255 X 807 = 205785 431 X 878 = 378418

*~ DI alcuni prodotti singolari :

12345679 X 9= 111111111
12345679 X 8= 98765432
1X 9+ 2= 11
12 X 9 + 3 111
123 X 9+ 4 = liti
1234 X 9+ 5= 11111
12345 X 9 + 6 5 in n i
t23456 X 9 + 7 n i
1234567 X 9+ 8 = n n n n
12345678 X 9 + 9 = m in il.
9 X 9 + 7 -s 88
98 X 9 + 6 = 888
987 X 9 + 5 = 8888
9876 X 9 + 4 = 88883
98765 X 9 + 3 = 888888
987654 X 9 + 2 35 8888888
9876543 X g9 + 1 =s 88888888
98765432 X 9 + 0 » 888888888
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1 x 8+ 1 =9
12x8 + 2 = 98
123 X 8 + 3 = 987
Iv234 X 8+ 4 = 9876
12345 x 8+ 5 = 98765
123456 X 8+ 6 = 987654
1234567 X 8 + 7 = 9876543
12345678 X 3 + 8 = 98765432
123456789 X 8 + 9 = 987654321

Indovinare un numero pensato.

I problemi di questo tipo, che facevano furore quando di
studi in genere e quello dell’aritmetica in ispecie, erano pomo
diffusi, non potrebbero ora destare una cosi generale sopreso
ed ammirazione.

Nondimeno presentano sempre qualche interesse poiché -
chiedono in chi li spiega una certa prontezza di calcolo de
non é di tutti.

Quanto a regole propriamente dette per risolvere questo g
nere di questioni non ve ne sono, ma solamente metodi
modi di procedere che possono variare a piacere, si che rm
riuscira difficile a chi abbia qualche dimestichezza con l'd-
gebra il crearsene di propri!.

Il procedimento, come € noto, consiste nel fare eseguire ch
una persona una serie di operazioni (che le si vengono ird-
cando mano a mano) sopra un numero da essa pensato, fa
cendosi in ultimo indicare il risultato finale, oppure taluni n-
sultati parziali delle successive operazioni, da cui si ddre
poi con adatti calcoli il humero pensato.

Il BalL, dal quale ho ricavato buona parte di quésto pirs*
grafo, indica i seguenti primi cinque metodi

Primo metodo.

1 ° Far triplicare il numero.

2. ° Se tale prodotto é pari, farne prendere la meta;8
dispari farvi prima aggiungere t e poi prenderne la meta,

3. ° Far moltiplicare il risultato per 3

4, ° Far sottrarre dal prodotto ottenuto, tante volte 9
& possibile, chiedendo quante volte la sottrazione hd p°» j
esser fatta, e sia per esempio n tale numero.



lo ha pensato danno questi risultati :

9n
6a -j-6n = 3n. 3nx3- 9n

S il numero € dispari la sua forma generale € 2n + t eppero
i risultati delle operazioni fatte eseguire su di esso sono i se-
guenti :

/num. \

@n-f-hx3=6n.+ 3 \dispari/

-g-6 3-3i) —Sfi \2

(3n-]-2)x3=9n + 6 AN + 6 = n -frestofi

quindi il numero cercato é 2n -f 1

Secondo metodo.

I.° S fa moltiplicare il numero pensato per 5
28 Si fa aggiungere 6 al prodotto.
3° Si fa moltiplicare tale somma per 4
4° Si fa aggiungere 9 al nuovo prodotto.
5° S fa moltiplicare per 5 I'ultima somma ottenuta.
Reso noto il risultato cosi ottenuto bastera sottrarre da esso
16 e dividere per 10il resto, per ottenere il numero pensato.
La spiegazione del procedimento é facile ; le operazioni ese-
guite sul numero n danno infatti questi risultati:

5n + 6 WB'H-6)X4=20n + 24
20n+ 24+ 9=20n+ 3 (20ri -f 33)X5 —100rv+ W&
donde si deduce la regola.

Terso metodo.

are n numero pensato per un numerc
aesiha(n.a)
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2 ° Si fa dividere il prodotto per un secondo numero notc

3 ®Si fa moltiplicare il quoziente per un terzo numero noto
c; (n~c).

4, ®Si fa dividere il risultato per un quarto numero ok
*

»#20
'g. ®Si fa dividere questo risultato per il numero pensato,

6. ®Si fa aggiungere al quoziente il numero pensato es
domanda il risultato finale, che sara ( J"

7. ® Sottraendo mentalmente dal risultato che verra ad
esposto, la quantita nota bg restera evidentemente il ru

mero pensato.

~ N propone ad una persona di pensare wn
numero inferiore al 90, e poi;

dottdo un fa raoltiPlicare per 10 e si fa aggiungere al po-
riore al io mer® <<ialun<lue <, che dovra essere noto ed irnfe-

del Nividere Per 3 la somma ottenuta e si prende roa
oei resto dell’operazione, b.

atreui”™ll”™ molt,P,icare il quoziente precedente per 10esifa
nore di io 8 *®rodotto un numero arbitrario, ma noto, e, ni*

resto d* ** dividere il risultato per 3 e si prende nota d

ziente dellalivi®nT8 » ~«* “ partire da destra’ m ~

pensa ) c d' e r*esce facile determinare il nurero
pensato. Infatti esso e della forma Qor+ y e, per ipotesi, si la

LN 9 con yn 8
Se r ¢ il resto ottenuto dividendo per 9 l’espressione :

a—0-f3(c —cf si ha X =e y=9—r
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[ numero pensato essendo 9 2 + y,1a prima operazione Ci da:
o4y xit+ta ossia Waotily +a
od anche:

oty +yta
che ¢ della forma:

mult. 94 (@ +a)

1l resto della divisione per 3 sara quindi lo stesso della divi-
sione di y + a per 3 e si pud porre:

y+a=3p4b (bessendo pii piccolo di 3)
da cui:
Gty xit+ta=%2+9y +3p+0b
La divisione per 3 ci d& per quoziente:
0243y +p eperrestod

§i fa poi moltiplicare questo quoziente per 10 e aggiungere
8l prodotto ¢, minore di 10, il che ci da:

W0 w4+30y+10p+ec
che si pud mettere sotto la forma:
Wo+W0y+9p+pte

aélc resto della divisione per 3 di questo nuovo numero sara
ora quello della divisione di p+ ¢ X 3 ¢ ponendo:

p+c=3q+d
81 ottiene per quoziente, effettuando 'operazione:
100w +10y +3p+q e il resto d.

Ess = =
endo y <8 ed a =9 se ne deduce ¥y +a<17 e ne segu

P<5. Essendo poi p= °
— 5 ¢ —
94 8iha (Iuindi:p‘ on ¢ <9 se ne deduce p{c=1é.

10
V+3p+qg=80+154+4 ossia 10y+43ptg=mn
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Dunque il quoziente 100x + 10p + 8p -9 non ha che I?
cifre. La sua terza cifra a partire do destra é percio a&

e= X

Le relazioni y-fa—3p-f6 p-t-c = 3g + 0 danno qe
st’altra:

3p4-3cd-# + a =90f+ 3rf+ 3p+ &
da cui:
a~b-\-A(c —d)-{-y —mult. 9
Essendo y < 9, il resto r della divisione per 9 dell’espressiorne
a—6+ 3(c—d) e il complemento a 9 del numero vy, Cicg;
y+r =29 da cui y —9—r
Con cio abbiamo supposto:
a—b+ 3(c~ d)=30

Se tale espressione fosse negativa si avrebbe y = /.Del resto
si puo evitare che cid avvenga, assegnando ad a e c\dai
convenienti. Con questo metodo si possono determinare x «di
e quindi il numero pensato 9s0+ vy.

Esempio. — Sia & il numero pensato:

&x 10= 80 a~-1 80+ 7= &7

B~ 54 resto 2 b_2  2/Bx 10= 20 =8

20 8= 278 —tt——919 f~ resto 1 d—1

e=9=« a~b +3c—d)-7 —2£38—i)=2

—%16— = 2-fresto 8 r=28 y=9—8=1

N=9s+y=9x9+ 1= &

Quinto metodo. — Si Taccia pensare un numero minore di®
e poi:

1 ~° Si faccia dividere per 3 e sia a il resto.
2. ° Si faccia dividere il numero pensato peri e sia bil 65°
ft# Si faccia dividere il numero pensato per 5e siac il re8
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Si avra il numero pensato come resto della divisione del-
J'espressione 400 + 450 + 36¢ per 60.

Esempio. Sia:
N=1i6 -%ﬁ— da perrestoa =1
1 . R
v da per resto b = 2 —456« da per resto ¢ =1
s0a + 450+ 36¢ = 40 4+ 90 + 36 = 166
166 .
0 da per resto 46 =N

Questo metodo si pud generalizzare cosi da poterio applicare
ad 1tm numero qualsiasi, ma riesce troppo lungo e quindi poco
pratico.

Besgo me.todo. — Indooinare un numero pensato fra 0 e t5
inclusicamente, senza fare alcuna domanda.

faS: fsomincia col fare aggiungere 1 al numero pensato, poi si
.dx'w;.)licare la somma; 1a serie delle operazioni da eseguire
8l ;)V.lde allora in 4 periodi distinti:
- rimo periodo. Si fa prendere la meta del risultato otte-
t;e la i fa moltipticare per 3. \
tate eecondo‘pe.modo. Si fa prendere la meta dell’ultimo risul-
Terrznoo}txphcare per 3 il risultato ottenuto.
periodo. Si fa prendere la meta dell’ulti
: imo prodotto.
Quarto periodo. Si fa dividere per 2, P

Esaminiamg ora i singoli casi:

Pl’imo : . ’
heriodo. Sia N il numero pensato:

Si fa o as
Prendere 18 meta di 3 (N + 1), i} che si pud fare solo

quando N sia qispari; i
. spari; i . . N
% N ¢ pari o disgari. o tal modo fin dal primo periodo si sa

Secango ; .
Rertodo. Sia N dispari, cioé N =14, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15 :

Si fa divige
re per 2 i 1 .
per 2 il numero—-2——{N + 1) 3? e il risultato ot-

ten i
Uto viepe mottipticato per 3.
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Se é possibile effettuare la divisione:
V4 1= mult. di 4 ossia TV*3 7,110 15
Se la divisione non si ptio fare, si ha:
V=15 90 13
Duhque, dopo 11 secondo perfodo la scelta resta limitatafn
4 numeri.

Tergo periodo.
l®Su(J)_poniamo che si sia potuto effettuare la dvsioe

per due di
4 -W + *)**; y,(iV+1)3»
e intero, per cui:

V=3 711 015
Si ha ancora da dividere per 2 I'espressione:

1
2 (MV+ 1)3®
a) La divisione si puo fare e allora:
TV+-1 = mult. di 8 quindi TV=70l5

6) La divisione non si puo fare e allora si divide per*
I'espressione.

V4 1
> X3*+ i e TV=3 oppure li
2® Supponiamo che X 3* non sia divisibile Per |,

ha da scegliere fra 1, 5 90 13 e si fa dividere per 2163 |
sione :

JNANX S "+ |
Il risultato, della forma :
(TV+1)3»4 2
2%

lo si fa moltiplicare per 3 e si ha:

(TV+ 1)3» + 2x3
2*
espressione che si tratta di dividere per 2



Essa si puo scrivere :
(27N +D + 32
2

0 Se la divisione é possibile :
ZIN 4 i = mult. di 8 allora A7=5013

d Se non é possibile, si fa dividere per 2 I’espressione:

W > i)y +r»xi+ ed , =109

Dunque dopo il terzo periodo, la scelta e limitata fra due
nuIeri.
Quarto periodo.
i.° Sial’espressione © intera. Si divide per 2

Se la divisione é possibile :
N4-1 = mult. di 16 ed Af=15

Se la divisione non & possibile, si divide per 2:

(AM-1)3 , , 3(9AT4-0 + R
----- 2————71 i » 2
quindi :
9 N4 i= mult. di 6 da cui N=7
2 ° Se I’espressione — ~ non é divisibile per due,

I'altra espressione:

(N4-1)3* 42*

A. 4 ossla 2%

die si tratta di dividere per due.
Se la divisione e possibile:

@/N- D)+ 2
P

rappresenta un intero, e:

27 AT—1= mult. di 16 da cui v=3
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Se la divisione non é possibile, I'espressione :
mf | 3x1’+.1 o (»*m*/ !+«

e intera, ee

2IAT4 7= mult. di 16 da cui V= tl

3.° I/ espressione corrisponde ad un runao

intero. Si fa dividere tale numero per due.
Se la divisione & possibile:

2ZIAT4 1= mult. di 16 ed Al= 13

Se la divisione non ¢é possibile, I'espressione.-

\ r(27 AT+1)4-32 r 9(3AT41)4 2
2 [ p +J 0 — -

rappresenta un numero intero, sicché :

3 A4 1= mult, di 16 ed N =I5

L° L’espressione -

L f(A74-1)384 23 . i I27AT451 +
2 L L — + — -

viene divisa per due.
Se la divisione si puo effettuare :

27TV4 5= mult. d: 16 ed N~ 1

Se la divisione non €& possibile N = 9. Analoga discussi*8
si farebbe nel coso di N pari.

Daremo pure una regola mnemonica costituita da otto rogL
di uomini celebri italiani, di tre sillabe- «

Quelle contenenti la vocale i indicano i periodi rei Qa
o occorsa |'aggiunta dell’ unita per poter prendere la®e
del risultato.

] quarto periodo decide della scelta fra i due numeri atP*
buiti a ciascuno degli otto nomi prescelti ; se & possibile Pfe
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dere la meta senza aggiungere i, si sceglie il numero della
geconda colonna e in caso contrario, quello deila prima.

Ri - en - zi .. .. . 0-8
Cel - i - ni A I
Ti - zia - no AR {| I
Mar-co-ni . . . - L1t -3
Vi-gno-la . . . - .12 - 4
Ga-li-leo . ... . 5-13
Vir - gi - lio ... . .- 8
Co-lom-bo. .. .. 7T-15

Esempio, Sia 9 il numero pensato. Avremo:-
94 1=10 3>< 10 =30

Primy periodo. — La divisione di 30 per 2 é possibile, dunque
il numero pensato sara uno di quelli che corrispondono ai
quattro nomi la cui prima sillaba non contiene i:

Cel-li-ni .. . .. 9-1
) Mar-co-ni. . . . . #1- 13

Ga-li-leo . . . . . 5-13

Co-lom-bo. . . . . 7-15

3

~—_§—=ts 153 = 45

b_lecondO periodo. — Qui la divisione di 45 per 2 non & possi-
’e'.PePGI_O il numero pensato apparterra ai corrispondenti a
quelli fra i quattro nomi (1) la cui seconda sillaba contiene la i:

Cel ~li-ni. R T
Ga-li-leo . . . . 5~13
Bt=4 48 =

S =2 23 >< 3 == 69

uur;';io periodo. — Neanche il 69 é divisibile per 2, quindi il
Cel-uo pensato sarb uno dei due corrispondenti al nome

ni la cui terza sillaba contiene una i, cige 9 od {:

69 41 _

5 35

Quarto periodo. — i . . o
Quiedi g cifp; cio. La divisione di 35 per 2 non & possibile,

he si i 5 . i
lonna, oggig 9. i deve scegliere ¢ quella dells prima co-

n-
GHERyy, — Matem. dilett.



Indovinelli su due numeri.

1 ° Consideriamo due numeri, uno pari e I'altro ds
Invitiamo una persona A a sceglierne uno, mentre un atra
persona fi prendera I'altro. Si tratta di trovare quale € il ru
mero scelto da A.

Dite ad A di moltiplicare il numero che ha scelto per unrns
mero pari, per esempio per 2 e a fi di moltiplicare il suo per
un numero dispari, per esempio per 3 Fate sommare i risu-
tati e chiedete quale sia tale somma. Se essa € pari, A apa
scelto il numero dispari e viceversa se la somma é dispari; il
che é evidente.

2 ° Siano due’ numeri m ed n primi fra loro, ma tali
uno almeno non sia primo assoluto. Sia p un divisore di n

Procedete come nel caso precedente. Dite alla persona Ad
scegliere uno dei numeri m od n e a fi di prendere I'dtm,
Sia g un numero primo con p. Fate moltiplicare per qil 4
mero scelto da A e per p quello preso da fi; fate sommarei
risultati e chiedete il totale. Secondo che questa somma &0
non e divisibile per p, la persona A ha scelto il nureroa
ovvero il numero m.

Esempio. Siano:

m = i n=3 p=>5 g=3

Supponiamo che A abbia scelto IMI; egli dovra nwoltiplicarlo
per 3 mentre fi dovra moltiplicare il 3 per 5 sicché s ara

B+ 1= 28

Il 208 non e divisibile per 5 quindi il numero scelto da Aefa

Risolvere un problema a 3 incognite, con un sol numero.

Ecco in qual modo si puo fare questo tour de force, o e
si possono calcolare queste tre incognite per mezzo di a
guantitd parimente incognite, mediante una serie di °Pe
zioni da eseqguirsi da altri e di cui non dovra gsser comunic
al solutore che il risultato finale espresso da un solo nun

In altri termini, I'operatore pretende di risolvere questa @
zione :

XX + Yy +Zx —A

nella quale A solamente é dato !
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Lloperatore — munito di carta e matita — comanda all’.......
ayversario: « Pensate uns data qualsiasi, passata, presenie O
futura ; scrivete l'anno, il mese @ il giorno di questa data, e fo
troverd queste tre quantita.

«Scrivete ’anno della vostra nascita e moltiplicatelo per
I’anno da trovare.

«Raddoppiate 'anno della vostra nascita, prendete il numero
formato dalle prime due cifre a sinistra di questo doppio e
~ moltiplicatelo per il numero del mese da trovara. Aggiungete

. questo prodotto al prodotto degli anni.

«Prendete ora il numero formato dalle due ultime cifre a
destra dell'anno della vostra nasoita; moltipticate I’anno da
trovare per detto numero e sottraete questo prodotto dalla
somma precedente.

«Aggiungete al resto il numero del giorno da trovare.

« Enunciate il risultato finale ».

Soluzione. — Si divide il risultato finale enunciato, per 1800;
il quoziente sara l’anno cercato; dividendo il resto per 37 si

avrd per quoziente il mese cercato e il resto della divisione
indicherd il giorno cercato.

Spiegazione. — Siano a I’anno da trovare, m il mese, g il

giorno. Siano A e B due fattori arbitrarii.
Pongo .

Aa+Bm4g=S8 (1)

Asg ﬁug'considerg?re S come il dividendo d’una divisione di cui
Neces ivisore, a il quoziente e Bm 4 g il resto; la condizione
saria e sufficiente per cio ¢ che si abbia:

. A>Bm 4y 2)

ov

Supzzi?’ naturalmente, essere il resto inferiore al divisore.
&mo effettuata la divisione e sia R il resto; si ha:

Bm4g=R

edentemente si trova che R é il divie

di cui B ¢ il divisore, m il quozient
con la condizione che: 1 °°

Ragionando come prec

dendo dj una divisione
gl resto,

B> ¢
Le inegua g "

] glian e
at;p,buire al tq ttfxii(a-: (g) permettono di limitare i valori da
PUd variape da 1 ;eate_s_sere superiore a g. Dunque - poiché g

B dev’essere almeno uguale a 32.



Pongo, ad es., B - 37.
Sostituendo fi con questo valore e g col suo massimo \dae
31, nella ineguaglianza (2), questa diviene :
A > 3/m+ 31,
0, poiché m puo variare da i a 12:
A>37x 12+ 3l
A > 45
Pongo, per es-, A — 1800.
Se vogliamo riportarci all’enunciato del problema, si\ala
che tutte le operazioni che I'operatore fa eseguire, si riduoonc®:

180a + Irm+ g=S
essendo S il risultato finale enunciato.
» * osservare che il problema é possibile solamente g
r ?jC e m e ™ non 80110 suscettibili di variare che entrocert
Imi . d altro loto — nonostante le apparenze —I'gead?*
conosce, non solamente una relazione, ma ben tre rekuMj
esi8 enti fra le incognite, come é indispensabile per poem
Mhifare’ Queste “Ye relazioni sono fornite dall equaziimed
e dalle ineguaglianze (2) e (3}
L’anno della nascita non é
viare Vaooersario ; esso non
e a. . o n rHi
Indicando tale anno con 180-f x, le operazionia eq
serve di pretesto consistono in:
(180 + x)a + 3m - ax
0, sviluppando:
180a 4-ax 4 3’/m —ax
il che elimina x.
E evidente che quanto precede & a
nata fra il 180 e il 180 — coso di grs
Che se Vaooersario fosse piu giovai

ficare I'enunciato in conseguenza, un
canismo del problema.

Estensione del problema precedent
presentare il problema in molti altri
gnite si coglia.

Siano — in generale — x, vy, i, t, u,
cognite; basta porre:

AXx + By + Cs+ Dt+ Eu+ Fo+ eee’
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¢ determinare i fattori 4, B, C, D, E, F, -+ - - mediante le
ineguaglianze:

A>By+Czs+Dt+Eut+Fo+ .- -
B>Cs+Dt+Eu+Fo+ - - - -

L'incognita @ ¢ la sola alla quale si possa dare un valore
qualsiasi, & condizione che esso sia intero. Le altre incognite
non possono variare che entro certi limiti. Se si ha cura di
scegliere come incognite delle quantitd che non possano va-
riare se non entro limiti assai ristretti, si riduce di altrettanto
il valore dei fattort arbitrarii, il che permette di aumentare il
numero delle incognite ; ed & questo appunto il lato interes-
sante, poiché ci6 che impressiona maggiormente il pubblico in
qUestO_ gioco ¢ il numero grande delle incognite che 'opera-
tore riesce a dedurre da una sola quantita dats.

Ecco un esempio, assai semplice, del genere; esso non richiede
d? parte del pubblico, che moltiplicazioni riguardanti numeri
di { a & cifre. Si notera pure che l'enunciato — assai ciarla-
tanesco, come si conviene al caso — realizza certamente il
minimo di dati da esigere per la soluzione d’un problema:

d;Essendo dago _it nominato Bernardetti, soldato del genio,
quale nulla si sa, determinare il regginfento, il battaglione,

la CU Py ) .
) mpag'ma, la seszione, di questo militare, nonché il suo
umero di matricola ».

Si ;
PoSsono cavare — in apparenza — questi elementi da un

humero i ani :
nardetti,mcogmto’ quale la data della nascita del sotdato Ber-

Nulla i i N .
trovare ;,npedlsce’ d’altronde, di aggiungere alle quantita da

eto i :
Witk ofs o del capitano, quella della cantinjera, ecc., ecc.;

dipende solamente dal t i i
/ em
Pazienza degli uditori. o dioulsl dispone ¢ dalla

Trov ‘et
are l'etd d’ung personas,.

Si facciano es
Cessivi suljg propria eta:

1.° Raddoppj il gi
pPpiare il giorno della ita ;
’e Aggiungere o nascita ;

3o Moltiplicare per 50;

8guire ad una persona i seguenti calcoli suc-
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**> Aggiungere il numero ordinale del mese;

5 ° Moltiplicare per 100;

6. ®Sottrarre lI'eta che aveva nell’anno precedente;
7. ° Sottrarre il numero 1938L

Quando tale persona avra ottenuta questa ultima differerzi
dovra palesarla e da essa si dedurra tosto la data voluta &
randone le cifre per due, da destra verso sinistra. Dpin
gruppo a sinistra (di una o di due cifre) indichera il giomod
mese della nascita, il secondo il numero ordinale del nes i
terzo I'anno.

Occorrerebbe conoscere prima il secolo perché non s ramt
che le 2 ultime cifre del millesimo; ma in pratica é facile»
varai d’ impaccio!

Esempio : — Si tratti d’un individuo nato il 14 ottobre M
cioé il 14 .10 . 6L; ecco ordinatamente i risultati delle \ail
operazioni indicate:

10 2X14=28

2" 28+ 4=

30 X 5= 16800

40 1600+ 10= 1610

50 1610X100= 161000

6.0 161000—53= 16042
74 160942 — 19831 = 141061

Si ha dunque: 14 . 10 . 61 che & appunto la data cercata.

Il numero M = 19831 non €& fisso, ma varia anno per (in0,
fatti, sia a il giorno, b il mese, ¢ I'anno di nascita.

Per le regole indicate si ha:

[ (2a + 4) 50+fc] 100—(1900+ ? - ! —1800-c)--**®
= |000a+ 1000+ e

dove f & I'anno in cui si fa il gioco (decine & unita) e c®ak
di nascita (decine e unitd).
Sviluppando e semplificando rimane:

M = 20000—99—? = 19901 — ?
Sicché pel 1920 si ha 9= 20 e percido M — 1983l ecc.

Indovinare un pezzo pensato del gioco del domino-

si possono applicare ai pezzi del domino le regole
precedentemente per indovinare un numero pensato.
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§i faccia dunque pensare ad una persona un pezzo del do-
mino, o, meglio ancors, due numeri qualunque, uguali 0 disu~
guali, fra i dieci:

0-1-2-3-4-5-6-7-8-9

1l modo pitt semplice per indovinare ¢ il seguente. Sifa dupli-
care il primo punto e vi si fa aggiungere un numero a proprio
piacere ; si fa quintuplicare il risultato ed aggiungere il se-
condo punto. Si chiede allora il totale ottenuto.

. Per conoscere i due numeri pensati bastera allora diminuire
il tohale‘ di cinque volte il numero aggiunto; la differenza ot-
tenuta ¢ un numero di due cifre delle quali la prima corri-
sponde al primo numero pensato e la seconda all’altro punto.

Esempio, Sia 3 e 4 il domino pensato.

I@ dopp}o del primo punto sara 6; faccio aggiungere 8, faccio
g“”(\jtuphcare }a somma 14 ed ottengo 70, e aggiungere il se-
a';r;ignngntg, .115che da 74. Deduco allora cinque volte il numero

y Ci0€ 5 <8 = 40 e la differenza 34 mi da i i
del domino pensato, da i punti 3 & &
Indicando infatti con 2 it primo punto, con y il secondo e

conmi y i i
o ;l numerqg a.ggxuntq si possono rappresentare algebri-
| e le operazioni successive con:

22 224m {0z 4+5m 0@ t+5mty

So
iy ?;f:,;fo 5m dal totale esso si riduce appunto a 0x 4y
€ nel nostro esempio 10><3 -+ 4 ossia 34.




SULLE OPERAZIONI ARITMETICHE

Moltiplicazione.

Egiziana e russa. — Abbiasi da moltiplicare 42 per 37. Stix

37= 24-9 1 i
Ora:
42x1 “ =42
42X2'= 81x2 = = 168
42x2 - 168k2> = 336x2* = 672X2 = 1M
RX3= 1A
una

ridurre qualsiasi moltiplicazione «

cedevano oi- up ,cazioni e ad una sommgq, ed é cosi che p*
,*T'n? h anti™  egiziani.

forma curio”™.~h a*81*0 '° SteSS° procedimento sotto

37 volte 2= { voltad 2 .....coovvveviiiiieann. Vi2)
p ulBvolte 84 ossia 9 volte 168, cioé 1volta 1638 18

P u 4 volte 336 ossia 2 volte 672 od i volta . 13«

Dunque il prodotto totale & 154

operazione viene disposta in questo modo:

37 P» L
18 A
9 168 168
4 336
2 672
: 13 1344
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Divisione.
Essendo noto il dicidendo, il dioisore e il resto d'una dipisione,

come si pud trooarne tutte le cifre del quoaiente da destra
a sinistra?

8e i sottrae il resto dal dividendo si riduce il problema a
quest’altro: Trovare, da destra a sinistra, le cifre del quo-
ziente di due numeri interi deoisibili Puno per laltro.

Si possono presentare quattro casi, cioé il divisore puo ter-
minare: 1.° con ura cifra pari, significativa; 29 con cinque;
39 con zero; 40 con una cifra dispari diversa da cinque.

1L primg ¢ il secondo caso si riducono al quarto dividendo i
numeri interi dati, per la piu alta potenza, sia di 2 che di 5,
che divide esattamente il divisore.

1l terzo caso si riduce ad uno degli altri tre, dividendo i due
numeri per la pit alta potenza di 10 che divide il divisore.

Segue da cio, che e sempre possibile ridurre il divisore a
lerminare con una cifra dispari diversa da 5.

‘ClO posto, i prodotti dei primi 10 numeri per una stessa cifra
dlspfﬂ‘h diversa da 5, sono terminati da cifre differenti. Per cui
1‘e cifre delle unitd d'un dividendo e d’un divisore, divisibili
1 uno'per I'altro, bastano per determinare la cifra delle unita del
quoziente quando nel divisore tale cifra é dispari e diversa da 5.
Oss,ervmmo ancora che se due numeri sono divisibili 'uno
per l'altro, la cifra delle decine del quoziente & la cifra delle
Elgged;tqll%i‘ente. d’una divisione avente per divisore il di-
alls destr:’dzlil 391. dividendo si c.)t'tiene sopprimendo uno zero
ditisore per 1a ﬁCif;f;egetlllza fx‘gt{l dlvndend(? dato e il prodott.o del

Esempio : elle unita del quoziente corrispondente.

Dividendo \ Divisore \Cifre del quoziente
173861836110000 | 54g
1738618361100 | s‘gﬁﬁggg l -
69544734444 \ 2373 | 3
6952736346 » ]
694830360 | » 5
69433936 ! » g
8514119 4 » ' %

1 quoziente ¢ dunque 32 o 28,
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i ivere:
Per 0999, — Debbosi dividere 327581 per 999. Si pud seri

327581 =327 x 1000 - 581
ma:

327 X 1000 = 327 % 999 + 327
dunque {l numero

on
Proposto 327581 contiene 327 volte il 999 ¢
un resto dij-:
327 - 581 = 908 .
; iente
Cosl, il numero 7865422 diviso per 9999 da per quozie
Per resto:
786 + 5422 = 6208
E ancora -

4834
287 4 547 ‘
4287547 : 999 = 4g7 4. ET;’&N* = 4287 § “r

Estrazione della radice quadrata.
Metodi diversi,

19 Sia n g RUumero dei quale vuolsi trovare la radice qzﬂé
drata ed g o due suoj fattori qualunque (se il numero
Primo s Prenderanng g - neb=ty,

Prendiamo la

» s L i e ]a
medijg aritmeticq di questi due fattori
loro Inedig armonicy g 0ssig ;

i
Fegiaty)

. . . . 3 . s i - il
; 1’Gpprossxmazxone ¢ rapidissima poiche 8
ecimalj e8atti deije 8Pprossimazioni successiv
gressione geometrica.

Esempio. Calcoltamo \/\'{
approssimazioni Successive .

-

Avremo a=3p—

1 e le seguenti
T==2 r,:{_ r‘::\gz‘ . 18811
3 12 58 »= o863
8:-*2»« 81‘-:~7. 8’,:%& . ‘3‘25—9—%
! BT TYE

o
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Fermandoci qui abbiamo:
r,* 1752060810 ed «8= 1732060806

quind sette decimali sono esatte.

Il calcolo delle medie aritmetiche & assai semp ice.
deducoro le medie armoniche capovolgendole dopo aver m
tiplicato il loro denominatore per n. Cosi;

56x3 _ K8
3> -~ o

Questo procedimento ha il vantaggio di dare dopo alcune
approssimazioni successive un risultato esattissimo, esso pre
serta pero I’ inconveniente di non far conoscere con esa ezza
< il numero doto sia un quadrato esatto, poiché la serie
numeri r, $ non termina mai (se a>b, r risulta semp

>V n ed* <\/~n); inoltre I'applicazione del metodo diviene
difficile, quando il numero dato contiene molte cifre.

2° Debbasi estrarre la radice quadrata di 772113®. Indi-
ando con a* un numero qualunque > 7721139 e del quale si
conosce la radice a, p. es. I8 la cui radice & 104 si ha-.

(@4 X)(@a—x) = a —x*= 100000000 — 7721130 = 22788631
(@4-s94 (a—x) = 2a= 2X 10000= 20000

Sicché il problema e stato ridotto a trovare due numeri dei
quali sono noti la somma e il prodotto, il che puo farsi alge-
bricamente per mezzo d un’equazione di secondo grado, oppure
aritmeticamente nel modo indicato nel Capitolo Algebra.

Applichiamo quest’ultimo procedimento.

Si divide 22783631 per 1999 e si moltiplica il quoziente 1139
Per H38 e si aggiunge il resto 9770.

Si ottiene 130882 che si divide per 17721, differenza fra 1990 e
il doppio del gquoziente 1139 (cioe 2278).

Si ottiene cosi un secondo quoziente 73 che si moltiplica per
72 aggiungendovi poi il resto 12319 il che da 17575

Si dovrebbe ora dividere questo numero per la differenza tra
17721 e 146 (doppio di 72) che & appunto 17575 per cui si avrebbe
per quoziente I'unita. Concludesi da cio che 1/ —1= 17574 é
la differenza dei due numeri cercati (ossia delle due radici
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dell’equazione di secondo grado); la loro somma essendoiW
la maggiore a + «, sara:

e siccome a = 10000, sara x — 8787. Dunque 8787= \J7/72139
Questo metodo di estrazione della radice quadrata hail®
taggio di procedere franco, senza tentatici.
Riguardo alla brevita, molto dipende dalla scelta dedi
del numero a*. Cosi, se per esempio, in luogo di insilo»
scelto 81000000 le operazioni sarebbero riuscite pit brev.



ARITMETICA GEOMETRICA

Moltiplicazione.

Supponiano di dover trovare il prodotto di pio segmenti ret-
tilinal e, ...l rappresentati in una determinata scala.
Portiamo sopra una retta o x un segmento O A uguale alla
unita di lunghezza e innalziamo in A la perpendicolare ad o x

sulla quale porteremoisegmenti Ai,, Ai,, Ai»,
si segmenti dati; conduciamo poi le rette Ol» Oi», Ol».
Portiamo Ait in OS e da B alziamo la perpendicolare che
incontra 01, in B'; portiamo BB da Oin CsuO Xe innal-
ziano in C la perpendicolare che Incontra Oi» in C> ecc.
I segmenti BB', CC’, ........... rappresentano rispettivamente i

prodotti i, XE,Xi8, ........... come si rileva dalla consi-
derazione dei triangoli simili OAi», OBB’, ecc.



Divisione.

drboblrfg ‘rOrarevl quoz,ente di d«e segmenti a e h Rt
° in A la lunghezza unitaria e il segmento bin g gi

nalza in b.una pEpPEC
colare ba uguale adg
conduce Oa e la luge
za Am della papada
lare in A od OX compe
fra OX ed Caé il gmat
cercato, come e fadle r
dere.

Osveroajione. - Le@
razioni solle frazioni j

Fig. 118 possono riferire a qél
sui numeri interi cad.
una frazione puo essere rappresentata come si é cettoai

un segmento Am.

Potenze.

Sia a il segmento che rappresenta il numero da innalzi
ad una certa potenza (flg. H9); X, X, Y, Y due assi atgfr

nali che si segano in 0. Si porta su OX l'unita di lugT
in Oa0, e il segmento a su OY In Oa,; si conduce lafh 1
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s'innalza su di essa la perpendicolare in 8, che segherd OX,
in 8,; da questo punto atinnalzerad la perpendicolare sulla
8, 8y, €CC.

Per la proprietd dei triamrgoli rettangoii si avra :

Oay = a! Qgy = a? ecc.

Radici gquadrate.

Basta costruire la media proporzionale Am fra il segmento
unité OA e quello Aa da cui vuolsi estrarre la radice quadrata
che rappresenta un numero
dato N.

Se questo numero é scom-
ponibile in fattori se ne avra
vantaggio dal lato grafico,
poiché torna pit comodo co-
struire Ja media proporzio-
nale di a b=N che di 1 x N.

In base al noto teorema di o A a
Feymat, ogni numero intero Fig. 120.

0 ¢ un quadrato, od & com-
posto di2, 3 0 4 quadrati al pil. Per esempio R=14+4+5
I; ;ngeo la costruzione (basata sul teorema di Pitagora) della

‘Quando il numero proposto pud ve- 1
nire scomposto in varie maniere in una
Somma di quadrati, pud tornare piu co-

m

5
42
Y] s
O 1
1
1
Fig. 124, Fig. 122 1
Moda sig g . . T
talvolty . Sceita di una di esse piuttosto che di un’altra, e

uella d’une differensza di quadrati.
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Esempio:

WPy P42 =R PR pR =P pR=E

Quest'ultima scomposizione & la piii comoda Dew;‘z ?Fip‘()te-
come cateto di un triangolo-rettangolo del qusale
nusa e § I’altro cateto.

. ’ une
Per un numero dispari qualsiasi (2m + 1) si puo dare
soluzione genersie:

am4A=(m41p—-m

: 8
Si puo costruire una scala grafica delle radici quadrate
md di ventaglio, come vedesi nella fig. 122.

lo“‘"Iig—"

: { ua-
30 di un numero sono uguali alla sua radice ¢

s - i r
drata; qual’é questo numero? (Leonardo da Pis8 Libe
Abaci, 1202).

Fig. 123.

Sia ab il numero dato, at l'unita dilunghezza; costrujamo il

19
rettangolo abdt su ab e at e il quadrato aekz su ae = ﬁab
come lato. Secondo l’enunciato devesi avere ae=V ab od
ac* = ab; se ne deduce:

quadrato aek 2= rettangoloab g ¢
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¢ sottraendo da ambo i membri il rettangolo comune aeit:

rettang. ¢ ik 3 T retteng. e b d {

da cui:
tixki =eixdi
088ig ¢
2 e
di — ki
d2 cui si deduce
_u e o el ae 1
Wtdi ™ el g ki td T ek ab T ek
ae 19 _ 2
ma ab = o dunque ek = 9
¢ l'area del quadrato aekz che rappresenta il numero cercato é:
( 20 )’ — 300
197 T 361

Come osserva Leonardo da Piss, poiché, ab> ae si deve

AVere ae > 1 ossin az > at e quindi ¢ si trova fra a e .

W ~ Trosare tre numeri tali che la somma dei primi due
sfa 50, quella dei due ultimi 70, e quella del primo col-
Pultimo 69 (Benedetti, Speculationes dicersce, 1585).

SiaABC 11 trian-
20lo di {ati 50, 70 e 60 3
§e si traceia il circolo
18Crittg jp €sso, le di-
Stanze daj vertici ai
Punti di contatta rap-
Presenteranno i nu-

me.ri Cercati =, y, 3.
Si vede subito che:

2@=AB4 AC ~ BC

z
5 +60 — 70 B y D c
L= —
T = Flg. 124,
y=_§‘li_7£:_§_°_=30 zaﬁo_i_ig,:‘jl=40
12~ GrERSi, —~ Matem. dileit.

e




I gitanti in imbarazzo.

Due coppie di sposi (coppia A e coppia B) deoono recarsi inm
casa distante 63 km. per una strada rettilinea. Nond
spongono che d’'un’automobile capace di due soli naga
tori oltre il conduttore. Decidono pertanto che lacoppiai
procedera a piedi a 4 km. I'ora mentre |‘automobile tra
sportera la coppia B, a 30 km. I'ora, sino ad un certo pr
to C d’onde detta coppia proseguira a piedi a 4kmld%
mentre lI'automobile tornerd indietro e, raggiunta laan
pia A la trasportera a destinazione, con la solita\dadt
oraria di 30 km. Si tratta di trovare a quale distamaHi
punto di partenza dovra retrocedere |'automobile djtrdk
le due coppie possano arrivare a destino insieme.

Sin OQ = 6 km, S il punto di retrocessione dell’atonddl
ed R quello ih cui raggiunge ia coppia A. E evidente dd
problema sara risolto se 0/?=SQ(fig. 125.

Ol <P H X ) S ? _12

Flg. *25.

safa tempo impiegato da & a Percorrere la distanza OR<
4 stesso tempo |'automobile dovra peaoortit

10 Spazic OS-f SR—014}

“"PO espressoda / + V. ? c' ‘

du,que
JL — 7 4-21
e l'altra : 4 30 I
-E - - e 2N I r 3 I

MSUHaO ori77rint°!Vere il Problema graficamente (Bg-"j
Sara XC il trmfi™  |Mente H tempo, verticalmente i pere?j
Evidentemente” ~raUtOraobile-”~ quello della coppin4;
cui XC, XD snL i ratt®ra di costrurre un parallelogramm» i
quale dovra trnvn 6 p°sizioni di due lati e la /TAfla retta®

Punto c, quajunon? r_ | ertice opposta ad X. Scelto dug*»*
dqualunque di conduciamo laretta < D, P&
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di rutorno dell’automobile se retrocedesse da C,. Preso il punto
medio 0, di C; Dy @ condotta la X 0, si avra il vertice M cer-
cato, nel punto suo d’incontro con la KM. Costruito il paral-

R M

Fig. 126.

b
b

. lelo aCi
; gramma, sard C il punto dal quale I'automobile retroceders,

CD il sup grafico di ri
; ritorno e D it punto d’incontro cot gi
donde XQ=km.12 XP=km. 5l ecc. i gitanti A,

11 problema dei corrieri.

Vedia i i

I che pg:'(t)ed; Z?lgmere graficamente il percorso d’un corriere
Cib oraria di 4 | ato momento (origine degli assi) con velo-
dun albeo oorrt e(;n 1t suo grafico sara la retta OB, . 1l grafico
con veloeita m'ar'e II che parg.a dsllo stesso punto un’ora dopo
ncontreremng o ia 6 km‘..sara la retta A, B,. 1 due corrieri s;
3ore dalla pact econdo 1 u.xcont,ro M dei loro grafici, cioé dopo
5. 121 () enza del primo e a 12 km. dsal punto di partenz

. a

Se consideri

a 14 koo, daelmgnr:lnot, pure una vettura che parta da una localita
%80 0 essc & o] dnvpartenza del corriere I, e proceda in
e ontrarioc con velocitd oraria di km. 8, il suo

1) Lat
Jalsant —~ Initiation mathématique, pag. 157
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grafico sara la retta A, Bt che sega la OMxin Bt cui corri-
sponde un'orB e mezza e 6 km., incontro col primo corriere

Flg. 127.

1 punto d’incontro con A* B, (grafico del corriere H)Q *
sponde a poco meno di ore 1lske a poco piu di km. i*
calcolo \b43 minuti, e km. 4,286).
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I’ EQUAZIONE DI FERMAT

-

Un po’ di storia.

L'equazione z" + y™ = a" ¢ famosa (1) per I'effermazione di
Fermat di avere trovato la dimostrazione che non si puq risol-
verla con valori interi di =, ¥ & 3 se n & un numero inlero
maggiore di 2; affermazione che tutto porta a ritenere fon-
dats, sebbene nulla si sia trovato nei manoscritti del Fermat
di tale dimostrazione.

Lo stesso Fermat dimostrd il suo teorema per n =3 o per
n=4 ma, questa ola rimese, mentre la prima ando per-
duta; essa fu data perd da Eulero in forms identica a quella
usata da Fermat per n = 4; ma fu dimostrato che tale metodo
uon € applicabile che at valori 3 e 4 di r.

1l teorema fu poi diinostrato da Legendre per n =35, da Le-
leune Dirichlet per n =14 ¢ da Lanée e Lebesgue per n =7.

Quanto al metodo seguito dal Fermat per arrivare alla sua
dim?styazione generale sono da escludersi quelli.complicati
g‘i’ggilerqa aritmetica superiore tanto pil che alla altre sue
facuis ;?Pﬂsm lé cel.et.)re maft,emat.ico pervenne sempre per vie
Sulla,teee- te. E opinione di Ball che egli possa essersi basato
Quests h‘:a‘ de.lle- frazioni contm.ue; rpg.d ante le px:opnetfn d~i
alouni g Ziont si possono infa_m stabilire con rela_t.nva facilita

¢l Tisultati pil astratti ai quali il Fermat é pervenuto.
{ W L“l;:‘:: i;&ne sctenze di Gottinga dispone d'un premio dt 100000 marchi
broverh una dimostrasions generale di questo teorema.



Triangoli rettangoli in numeri interi.

Le soluzioni intere dell’equazione x %+ y*—zi corigoondou

ai lati di triangoli rettangoli dei quali z sarebbe ripota»

~ La soluzione piu semplice, coi numeri 3,4 e 5eraan

agli egiziani. Frenicle stabili che uno dei cateti é sempre»

numero pari ; da cid segue che tutti i triangoli del genere»
dati dalle formole (Euclide) :

x =ka"- k& y=2kxp s= kz* +k?

U. — Un anonimo Arabo trovo che I'ipotenusa é s
un multiplo di 12 aumentato di 10 di &

Ill. — Dall’essere sempre un cateto un multiplo di 3eldtf
di 4, segue che la superficie ¢ sempre un multiplo di 6 Irdia
uno dei lati € multiplo di 5e la somma o la differenza dei*
teti € un multiplo di 8 aumentato o diminuito di 1 (Faid?

IV. —Il prodotto x y z dev’'essere sempre un multiplo dV
V. — Se nell’ equazione x* -}y*= a* poniamo la cosi "
zione - =y + 1 avremo y = — -— eppercio a dispari. j
Esempli:
F+ &= 5 5 + 12=la»
M+ 2b= 25 O + 40=4D
13»+ 8 = 8 17+ 144= 14

37 + 68.» = 68l*
Si pud notare che:

F=4+ 5 5= 12H 13 h=2445

Se poniamo le condizioni z = y 4-2 e y dispari, aweno
NE= 4N+ ])
quindi essere (p + i) un quadrato perfetto, cioé:
y=3-15_3_63_9_ 13 .........

" S8ré 8e|Ppre pari ed i/JZ1.

(1) v. N. Aun&lee de Mathématiques, 1842 - pag. 134



l.empu:
gy 3= 5
2 4358 =37

B Eaaandiar: B

-----

— 85 —

§ 15t =17
163 4 63 = 65

. .
LR

36 4 3 = 325'

P=415

- Con:

§
2
§
3}
E 1o questo caso abbiamo:
|
]
¥

I=y+3

i=y+6

PO 4

60" + 2497 = 901}

g2 4 2115 = 2T

=8 417 7T=124+3

5=yt b a=y+5

3=y +1

8 Mcade ancora nei tipi precedenti.

Conz=

%ere un quadrato perfetto.

Esempii;
200 4+ AUd =
W o=
02 4 165 =

Posgiamo notare che:

------

Per ;
=y +9siha o
v Reempii 8o

29 9R' 4 k5% = 53
850 Ak U = 125
13 600 4 2248 = 229
68Y + 2858 = 2039

9 =2 4 53

=%{9+2¢g).

N4 56t 65
3/ 4 80t = go
51t 4 140" = 1490

.

y+8 si trova x'= &*(4 4 y) per cui 4+ y dev'es-

= 36 4 85

&

e
£
%

i
%
5%

ALL-.A..&&W‘{K\ﬁ*ﬂx%

UV
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VI. — Abbiansi ad esempio le soluzioni:
8+ 4'=5* 8 4-15=17»
Le soluzioni, non riducibili, di B+ p*= 5 V=& d 5
sono ottenere in questo modo :
® = 3x8 + 4x15= & y = V&*- &
&+ 13 = &

che gia conoscevamo 113 4- 84* = 85%:

b= 3x154-4x8 = 77 y \JI&—-7F=3
74 B= &

essa pure gia trovata (36*+ 774= 8.
Altro esempio di questo genere:

B4 = 1FX = 377+
5*4-12*= 13 200+ 21' = X
#=5-20+ 12 « 21=352
y= 1% 32 + 1B = 37+
06= 5-21 + 12 «20= 345
y = 152 345* + 152" = 377

VII. t Poniamo la condizione che x, ad es., sia dispal
somma dei numeri dispari dali’'l all’ae* &€ data da:

m 1

essendo - -j * il numero d’ordine del numero dispari x%oon
siderato. | numeri dispari che precedono ad sono:

a+ | ossia &—1
2 2

e la loro somma é data da ;
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Si pud dunque scrivere I’ Identita :

oA _
(al 5 )'- X2

nella quale ponendo, in luogo di x, un numero dispari si avra
una soluzione del problema proposto Cosi per x = 7:

x5 - 24= T ossia ™+ 24¢ = 25*
Vili. — Osserviamo che .
M+ nmMp=m*-fn+2m* = (M*—ft')*+ (2mn)*
avremo dunque l'uguaglianza:
(m+ nj*= (M- nV + (?mn)*

nella quale sostituendo ad m e n dei valori qualsiasi, si otter
ranno valori di &, y e z soddisfacenti al problema.
Facciamo ad esempio m = 5, n =2 Sostituendo.

B+ 2= B*—2*+ (25" 2*
ossia :
=21+ 20



PROBLEMA SUI NUMERI

Quale ¢ il piu grande fra i numeri:

v/ 2 V3 Vé 5 ?
Soluzione. —Consideriamo due termini qualunque dellasaie

wé ~T
V n e \]/n + 1
e per paragonarli riduciamoli al medesimo indice:

Lol & .
0L e) n n{ntty(n+ ir

%
Si possono paragonare le quantita sotto radicale dopo el

. . ) / 1
divise per nn e si hanno due numeri ned il + —1 . *ra

inoltre si riconoscono i risultati:

1
Sony 2T UETC S

Cid posto, osserviamo che per n = 2la seconda radice

maggiore della primay/2; per n = 3si ha:
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dungue la prima radice o \J3 & maggiore della seconda o C'T;
per n>3 la prima & sempre piu grande della seguente ; si ha

dunaue :

/2 <v/3>N/4>N /15 >

Per cui V 3 e il termine piu grande della serie.

Un torneo matematico.

—Trooare un numero gquadrato che, aumentato o dimi-
nuito di 5, dia sempre un numero quadrato-

A proposito di questo problema ricorderemo un aneddoto
relativo a Leonardo da Pisa. Era cosi grande la fama di questo
matematico che nel 125 |I'imperatore Federico Il si fermod a
Pisa per presiedere una specie di torneo matematico nel quale
il talento di Leonardo doveva essere messo alla prova.

| competitori erano stati informati prima dei temi, alcuni dei
quali erano dovuti a Giovanni da Palermo, matematico della
Corte di Federico. E questo il primo esempio storico di queste
sfide che divennero poi tanto comuni nel XVI e XVII secolo.

Il problema di cui qui si tratta era il primo proposto a Leo-
nardo (1), il quale rispose a Giovanni da Palermo che il nu-
mero quadrato € ¢

Questo problema si potrebbe pure enunciare in altri modi,
per esempio, cosi :

11. — Trooare due quadrati tali che la loro somma sia il
doppio d'un quadrato, e la loro differenza sia 10.

(1) Vedasi piu oltre il terzo di tali temi.



~nfatti nel caso sopra indicato le equazioni del pddara

a*+ 5» mt* a*—5=rf‘
dalle quali si ricava:

m’ 4- n*= 2a* e' m' —n’' = i0

e — Trooare un numero di 4cifre uguale al quadrato ddla
»omma del numero formato dalle sue due prime cifre e
numero formato dalle sue due ultime cifre.

Sia TV il numero cercato, x il numero formato dale se
prime due cifre ed y quello formato dalle sue ultine dé

Si avra :

AfF= 10x 4y = [x + yf
quindi :
N=zx +y N (N —1) = 99x

Il prodotto dei due numeri consecutivi ff ed AT—i esatb

divisibile per 9 =* il X9, uno di essi due numeri almeno S0

divisibile per 9 o per il.
Essendo d’altronde TV compreso fra i000 e 10000, odTV-1

e compreso fra 30 e 100. Ad un multiplo di 9 compreso fra#
e 100 basta dunque unire un multiplo di 11 che gli sia s
cutive e sia compreso fra gli stessi limiti (eccetto che pel

Ora, la serie dei multipli di 9¢;
36-45-A4-63-72-8L-X
e quella dei multipli di li é:
B-M4-5-66-7/-88-P
Dall’esame di tali due serie risulta che i numeri da ublk

sono:
4 e 45 A4 e 5B

Dunque non si possono assumere per TVche i valori:
45 - 5 - 9

i cui quadrati sono:
205 - 325 - |1

E tali sono le sole soluzioni che ammette 11 problema.
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iV — Trosare un numerd di 2 cifre, tale, che scrioengloto due
polte di seguito e scrioendo poi la cifra 1, 8¢ formt un nu-
mero di 5 cifre quadrato perfetto.

Siano u la cifra delle unita e d quella delle decine, del nu-
mero cercato. Si ha, per ipotesi:

du dui=y* ossia dux1000+dux10+1=y’
Si deduce da tale equazione:

du X 1010 + 1 = *
du X1 X0 =y —1=@+D w1

1l fattore primo 101 deve dividere uno dei fattori del secondo
membro, cioé :

y+i=101x da cui y =101 z—1
Siccome y* ha cinque cifre, st ha:
100 = y < 317

e quindi « noh pud avere altri valori che 1, 2, 3.

Abbiamo poi che y?! termina con la cifra 1, percio y deve
terminare con 1 o con 9 e non sonoO ammissibili le ipotesi di
2=10 3. Rimane « =2 che da y = 20til cul quadrato & 40401.

du = 40 u=20 d=4

£ facile vedere che nessun valore di « soddisfa al problema
quando si suppone y — 4 =10 a.

V. — Trovare quattro numert interi, tali, che la loro somma
sia uguole alla somma ottenuta aggiungendo al prodotto
del maggiore per il minore, il prodotto degli altri due.

Siano i quattro numeri, per ordine crescente di grandezza
a, a4+ @ a4y eda+t ssara;

4a+w+y+;=a(a+z)+(a+a’)(a+y)
ossia :

2a(a-—2)+(a—i)(:v+y+:)+xy==0

Per a =2 il primo mewmbro & > 0.
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Dunque a =1 e 1'equazione si riduce ad zy=2 d'omdt
=1t ed y=2 '
L’equazione essendo indipendente da 3, ne segue che.ll Vi |
lore di z puo essere sceito ad arbitrio. I numeri cercali som
dunque 1, 2, 3 ed 1 pia un numero indeterminato.

V. — Determinare un numero di 10 cifre tale, che il ;‘;’Z&“’
drato termini con le stesse 10 cifre, nello stesso oraif

Indicando con N il numero cercato si dovrd avere:
N*—N=p - -10°® ossia NN-—-H=p" L '
Qualora p sia un numero primo non si puo fare che Vipotest
N=p con N—1=10*
da cui:
N = 10000002001

che costituisce una prima soluzione.
Quando p non sia primo, esso potra sempre
in due fattori m ed n, nel qual caso si ha:

N(N—1)=mn5®° .29

essere scompost

da cui:
N=m .5 ¢con N—ti=n'2"
ossia :
N=m .20 con N-—t=n- 5"
Nella prima ipotesi abbiamo:
m.,5°—n . 200={
da cui:
no-2MW=m .50 -1 ed m=_84l
allora :
N =841 . 519 = 841 X 9765625 = 8212890625
Nella seconda ipotesi:
m . 2% —pn .50 = ed m = 1745224
da cui:
N = 1745224 X 1024 = 1787109376
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Nota. — Siccome tutte le potenze dei numeri che terminano
con N sono di questa forma :

(I0Dx -f N)P
e siccome si ha :
(I0D=x= £ N)P = NP (mod. 10°;
s ne deduce questo teorema generale:
Tutte le potenze dei numeri terminanti coll'uno o coll'altro

dei gruppi di 10 cifre 821280062 - 1787109376, terminano con
gueste medesime cifre disposte nello stesso ordine.

\Il. — Qual’é il pit piccolo numero intero che sia uguale a
guattro mite il prodotto delle proprie cifre ?

Saranno almeno due le cifre del numero cercato, e rappre-
sentandole con d ed u si avra :

10 d4-u= 4adu da cui d=
4 u — 10
11 minor valore di « sara dunque 3. Si ha poi :
u 4u - 10 da cui 3u = 10
ossia il maggior valore di u & 3, eppero si ha necessariamente
3
M= 3 e se ne deduce per d il valore -y- che non & ammissi-
bile. Segue da cido che il numero cercato ha piu di due cifre.
Avremo dunque :
. 10d + u
100c+ 10d+ u= 4cdu da cui cC— 1 _ [oo0
11 numeratore sara, al massimo, 100; si ha percio =
ada — 100ss 10d+ u < 100 da cui du=< 50

Ma essendo 4duU > 100 si ha pure du > 25; per conseguenza
du e compreso fra 25 e 50. Si ha poi che 10d+-u & divisibile
per Kdu — 100 e quindi per 4; ne segue che i soli valori am-
missibili per u sono 2, 4, 6 ed 8.

A tali valori corrispondono per divalori superiori J4, 12,8, 6
e quelli inferiori 13, 7, 5 e 4.

13 — Ohbkm. — Siatevi, diteti.
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Il valore u = 2 é dunque da scartare e:

(A) per u = 4 , d pud assumere uno def 3 valori 7-8.9
(B)yper u=%,d » » » » 4 > 5-@-7-8
(C)peru=8,d » » » » & » k-5

Esaminiamo tali ipotesi:
(4} u=4 e d=7-8-9
10 grete

I numeri 74 e 9% non sono divisibili per &; non sip
che d =8 da cui ¢ =3 e percido N = 384.

(B) u=6 e d=5-6-7-8

I numeri 65 e 8 non sono divisibili per 4; non pub eser
che d =5 0 7 per cui:

14 _8
d=5 c=—— e per d=7 <€=7
© u=8 e d=4-5-6
Si pud assumere d = 4 0 6 per cui:
12 8
d=4 C=— e per a=7 C¢=7g

: o
Dunque I’unica soluzione del problema é data dal nume

X ati 6
VM. — Trooare tutti { numeri quadrati perfettt form

quattro cifre pari.

- in u¥
Ogni quadrato perfetto, di 4 cifre pari, & compreso
dei quattro intervalli:

2000 a 3000 4000 @ 5000 6000 a 7000 8000 8 900

. um
La radice, che é un numero pari, nog puo trovarsi cheis
degli intervalll corrispondenti:
4iad 63a7M 77a8 8a9% .
per ¥

Osserviamo ora che moltiplicando un numero part ™ ;
stesso, le cifre a destra di ciascun prodotto parziale s000”
AMnché il quadrato sia terminato da due cifre pari blsogn,
dunque che la cifra delle decine del primo prodotto pare™
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sia pari; tale condizione non é soddisfatta che quando il ri-
porto precedente fornito dalla cifra delle decine del quadrato
delle unita € un numero pari. Risulta da cio che sono da esclu-
dere tutti i numeri terminanti con 4 0 con 6.

1numeri cercati sono dunque necessariamente compresi fra
i quadrati dei 10 numeri seguenti :

8 -D-2-8-MV-B-80--D-R
Sperimentando si trovano le quattro soluzioni:
6B8=424 T®=68B4 8r=640 =864

Nota. — Con ragionamento analogo si pud stabilire che non
esiste alcun quadrato perfetto di 4 cifre dispari.

IX. —Quali sono i numeri interi x, y e z, che soddisfano
aII‘eguainanzanx x=— -fx?
) Yy Yy
Soluzione. — Da questa eguaglianza si deduce :
X
2 ~ X —y

Ponendo x = y + u si avra:

Poiché z deve essere intero, si deve avere y — m u da cui
z=m f Xx=(m+ Nu

Cosicché I'eguaglianza domandata sara:

da cui le identita :

assai curiose, a prima vista.



PROBLEMI DIVERSI

Problemi cinesi (1.

, iodi di ol
b — Nel mezz0 0 duno stagno quadrato di I(L g;elgn?o it
cresce una canna di palude, che s’z‘nnalza, equa, Tiras
" B, ad un piede sopra il livello A dell’a e ggiunt
la canna oerso il margine detto stagno egsadi nezzo 4t
per la punta precisamente 'orio in C, punto
8uo laro. Qualé la profondita dell’acqua?

Ponismo 04 = @; ahbiamo poi:
AB=1 AC=5 OB=a+4+1=0C
(@+1p=254 &0 @=12
La profondita dello stagno é dunque di 12 piedi.

{tezds
W — Un bambic alto 10 piedi ¢ rotto ad una ce"(‘)“a‘;owa,
Raoovicinando ta parge superiore perso terra fir edi do
U suolo, il pertice gey bambis si trova a trep
base. 4 quale nitezza 8( trooa la rottura ?

TN 0 del p}‘e‘
La soluzione di questo probiema, anche pii ingenu
cedente, & ;i = piedi 4,55,

Problemi greci.

, il ¥
L — Policrate, tiranno di Samos, domandu a Pztagofzg s
mero dei swoi allieo:, Pitagora risponde che: ;

4

; ; . ure

Studia le belle Scienze matematiche ; P eterna Nat

P a— . junif
{1) Yarii problemi, che aj riaolvono aritmetlcamente, ho nondimeno T

in questo % & motiveo delle comuni origint.
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l'oggetto dei lavori d’una quarto; un settimu 3i esercita ai
silenzio e alla mediazione; oi sono inoltre tre donne.

Si tratta di trovare un numero di cui la metd, aumentata di
un quarto, d’un settimo e di 3 formi il numero stesso, cioé:

x oz
~2-+T+% +3=ax cheda -ax=28

M. —~ O tu che indichi si bene le ore, quante ne sono tra-
scorse da stamane, se restano due volte i due terzi delle
ore trascorse ?

In latino:

Did quota nunc hora est? Superest tantum ecce diei
Quantum bis gemini exacta de luce trientes.

Essendo presso gli antichi la giornata divisa in 12 ore, le ore
trascorse piu le ore da trascorrere formeranno 12 ore. Quelle

che restano a trascorrere valgono i—;— di quelle trascorse.

. 7
Dunque i 5 delle ore trascorse valgono 12.

Ore trascorse:

12X—§—=5h~!—
7 7

Ore che restano da trascorrere:

6
h—
67

Ossig, essendo « le ore trascorse:

m+2x—§—-m=12 .'v=5h—~;:—

M. — Sono un leone di bronazo ; due getti sampillano dai miei
occhiy un altro dalla mia gola, un altro da una mia zampa.
In due gtorni il mio occhio destro riemple la vasca, il mio
occhio sinisiro in tre, e la mia zampa in quattro glornd.
Per riempirlia bastano 6 giorné allo zampillo della mia
gola. Se tutti { getti, de’ miei occhi, della mia gola e della
zampa colano ud un tempo, in quante ore riempéiranno
la vasca ?

B



- m -
I quattro zampilli jn un’ora riempiono, colando assene

L I _Li_L ._L_ 6
8 TR AT e 2B

delia vasca. Essa sara quindi riempitaini» dio™ ,parici

Grazie portaoano dei canestri di mele; incontri'
rono le Muse e ne diedero loro un certo numero, Ujuet
per ciascuna, e si trooarono ad aoere ancora ognunatati
mele quante ne avevano date ad ognuna Musa. Qate

mele avevano e quante ne hanno donate f

* ' %

I numero totale delle mele possedute dalle tre Grazie éei
dentemente un multiplo di 3 Tale numero é pure dvshle
per 12 poiché dopo la spartizione, tanto le Grazie come le Mg
hanno lo stesso numero di mele. Essendo 3 un fattore d i
potremo considerare quest ultimo numero come uma dudae
il quale ammette tante soluzioni quarti soa

compatibilmente con la grossezza ddle
le portavano, elementi

del problema,

multipli di 12............
mele e con le forze delle Grazie clie

sui quali la Mitologia é muta.

li’ Epitaffio di Diofanto.

Questa tomba rinchiude Diofanto. Oh, meraviglia! EssaHd
matematicamente quanto egli ha vissuto. Dio gli accordi
sesto della sua cita per lI'infanzia ; aggiunse un dodicesV&
perche le sue guance si coprissero della peluria deiradr
lescenza; inoltre per un settimo fece brillare per Id
flamma d’imene e dopo 5 anni di matrimonio gli diedewn

figlio, ahimé ! unico ed infelice bambino al quale la Paree
non permise di vedere che la meta della vita di suopadre
Durante quattro anni ancora consolando il suo dolore &l
doel?éugd% g/elle cifre, Diofanto raggiunse alfine il terrei*

Ecco I'enunciato medesimo in versi latini:

Hunc Diophantus fiaoet tumulum qui tempora vita*

Illius, mira denotat arte tibi.

Egit sex tantem juvenic ; lanugine malas

Vestire hjnc ccepit parte duodecima.
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Septante uxori post haec sociatur, et anno
Formosus quinto nascitur inde puer.

Semissem mtatis postquam attigit ille paternae,
Infelix subita morte peremptus obit.

Quator sstater genitor lugere superstes
Cogitur, hinc annos illius assequere.

Ed ora, in misera prosa algebrica, la soluzione, del resto
semplicissima .

¢ & x @ =
Tttt titi=2 > =8

Un verso latino.

Il Gesuita Bernardo Bauhuis, nei suoi momenti ai svago, si
€ occupato del problema seguente: In quanti modi la am-
tassi latina permette di trasportare le parole di questo verso :

Tot tibi sunt dotes, Virgo, quot 3idera ceelo!

In un suo libro il Bauhuis ne indica 1222. 1l problema, del quale
8i occuparono pure Bernouilli ed altri, ammette, matematica-
mente, 40320 permutazioni. . ... . ma la grammatica, sia pure
lating, non ci permette di stabilire, in modo preciso, se il nu-
mero 1222 dato dal Bauhuis sia proprio da ritenersi 2satto.

Ecco, ad esempio, una delle trasposizioni indicate dal celebre
gesuita :

Sidera quot ccelo, tot sunt, Virgo, tibi dotes.

Secondo Bernouilli si potrebbe arrivare a 3,312t Ma credo che
su tate numero sarebbe difficile mettere d’accordo i Gramma-
tici, quand'anche si volessero sottoporre al loro esame le 43,320
permutazioni, perché avessero a scegliere quelle aceettabili. Le
leggi grammaticali hanno dell’elasticitd, incompatibile col ri-
gorismo matematico.

Anche 1a nostra lingus, del resto, permetterebbe un bel nu-
mero di trasposizioni delle parole della traduzione letterale
del verso:

Tante sono le tue oirtu, Vergine, quante le stelle in cielo.




—-— 200 ~—

Il problema delle uova.

rereato
Tre contadine, Maria, Caterina e Serafina, valr;nC;::O" madre
con 50, 30 ¢ 10 uooa rispettivamente, che :mponendo alie
ouole siano vendute allo 8tesso prezz0, pur ;o nlim ¢ uguali
tre figlie di ricavare dalle proprie oendtted.neue .
Come risoloettero il problema le tre contadt

. . ione
Esse cominciarono col vendere le proprie u%‘;; ‘guﬁie 59
di 7 per un soldo {tempi remotit). Maria ne ve rina ne vende
ricavandone 35 centesimi e gliene resta uno; Cate fina ne vende
28 per 20 centesimi e gliene rimangono due; Sera del mercato
7 per 5 centesimi e gliene restano tre. Sulla -fine le uova &
le nova rincarono e le tre sorelle possono yendere s 306 4
15 centesimi l’uno e ricavano percid rispet"“:a"_‘en.t'e x;na els
centesimi. Esse ricavarono dunque 50 cente:‘.ﬂml ciasc
loro madre fu accontentata nel suo capriccio.

Problema.... d’altri tempi!

R . ) con un
Due commessi riceocono, il primo 1000 lire ailfanno

i pendio
aumento annuo di lire 20. I secondo ha lo stesso S;Z’;e "o
del primo con un aumento semestrale di § lu.le. imo ed
che i pagamenti vengono fatti ogni anno per il p

: { due
ogni semestre per il secondo, si ouol sapere quale de
guadagni di piit,

Il secondo guadagna di piu. Infatti.

. re
Alla fine del primo anno il primo tocca 1(00 lire, ment
il secondo ne percepisce 500 4 505 = 1005.

. g it
Alla fine del secoudo anno il primo riceve 1020 lire @
secondo 510 4- 515 = {025 lire.

Alls fine del terzo auno il primo riceve 1040 lire e il 86°
condo 524 4 525 = 1045 lire.

. ire
Insomma it secondo commesso gundagna ogui hanno 5 lif
piu del suo coliega.

i
)
i
s
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La scommessa.

Uhtale scommette I’'ennesima parte del proprio acere sopra
un acoenimento a probabilita pari, come per es, il cadere
di testa o di croce d’'una moneta lanciata in aria. Egli ri-
comincia sempre cosi, scommettendo ogni colta I’ennesima
parte di cio che possiede. Supponendo che egli abbia acuto
un ugual numero di colte la sorte facorecole o contraria,
aera acuto perdita o guadagno ?

La risposta e facile: avra perduto.

Il problema delle tre classi.

Le tre classi sono composte rispettioamente di a, b e c allieci.
Se nella prima ci fossero 11 colte tanti allieci e 3 d’altri,
nella seconda 9 colte tanti e 7 d’altri, e nella terga 5colte
tanti e 2 d’altri, ne acrebbero tutte lo stesso numero.
Qual®d il numero degli allieci di ciascuna classe ?

Dall’equazione di condizione del problema:
Nd+3—9a+ ?—5¢c+ 2
si ricavano i valori di a espressi per becm

g-95+4 a- utb

I valori interi di b e c che danno valori interi di a sono.

a Cla

2 2 4

B 1 2 1

2 A | u

5 2 1

5 24

» 2
W
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L'valori di b costituiscono una progressione a‘ritrr;etl_cgid;
ragione 11, come pure quelli di ¢; i cornsponcxdenf:x va ;m o
costituiscono due progressioni aritmetiche di ragione 9 e

. . . ione
Spettivamente. Il primo valore di a costituente una SO*‘;Z:;‘;D
del problema ¢ 29, comune a queste due progressioni, e a
corrispondono :

b=35 e c = 64

Ma il problema a

date per a dalla P
primo t
delle d

mmette inflnite altre soluzioni‘ che song
rogressione aritmetica avente il 29 com

ermine e per ragione 45, prodotto delle ragioni 9e s
Ue progressioni anzidette.

=28 .74 . 119 . 164 - 209 - 254
Per b dalla progressione :

=35 £ 90 - 145 . 200 . 255 . 310
la cui ragione ¢é 5% 11,
Per ¢ dalla progressione:

64 . 163 . 262 . 361 . 450 . 559 - .

la cui ragione ¢ 9x 4. —

Le ragioni 5, 9, 14 80N0 appunto i moltiplicatori stabiliti ne
problema.

« v o »

11 salario de} servitore.

Un padrone promett
20 lire all’anno e
cenzia dandogli | ma

ntello e 2 monete da 20 lire. Qualé
il oalore del mantello v
.7
Il padrone deve, dopo 1 7 mesi, i—izz- delle 10 monete e T
del valore del mantello,

Avendo i] servitore ricevuto il mantello e due monete, ne
segue che | S

13- del valore del mantelio corrispondono alla dif-
. 7
ferenza frg § 1z delle 10 monete e 2 g tay; monete. Quindi il

valore del mantello é di 9 pezze da 20 lire eq _t

.

-



I barili di vino e le gabelle.

Due negozianti di nino entrano in citta, uno con 64 barili e
I'altro con 20, dello stesso prezzo. Siccome non hanno mo-
neta a sufficienza per pagare la gabella, il primo paga
con 5 barili e aggiunge 40 lire, I’'altro con due barili e ricette
A lire di resto. Qual® il prezzo del barile e quanto paga
di gabellai

E facile mettere il problema in equazione; indicando con v
il prezzo del barile e con vy il dazio, si ha:
59y = 50 40 i8y = 2s0—40
da cui :
0= HO lire e y = 10 lire

Il mercante alla fiera.

Un mercante oa ad una fiera e riesce a raddoppiaroi il pro-
prio capitale e oi spende 5; ad una secondafiera triplica
il suo aoere e spende 9; ad una terza poi quadruplica il
suo denaro e spende 12 Dopo cio gli € rimasto 8 Quante
unita aceoa in principio il nostro mercante ?

Soluzione. Aveva 4 unita e

Il muratore pigro.

Un muratore ha pattuito difare un certo laooro a condizione
di ricevere 5 tire al giorno quando lavora e di perderne 7
guando non lavora. Dopo 48 giorni il laooro era finito ma
il muratore poco laborioso non percepi alcuna mercede.
Quanti giorni di riposo si e egli concesso i

La soluzione ¢ facilissima:
X+ y="48 50=7y =28 y=2

Le. giornate di riposo furono dunque 20.
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Gli operai negligenti.

Una squadra di operai ha preso impegno di eseguire _un.la:
ooro che richiederebbe p ore se tutti gl operai commcui:a
sero a laocorare alla medesima ora. Ma e3si gm.ngonoa
afficina uno dopo laltro e ad intercalli uguali. I laoor‘;q
viene in tal maniera compiuto. Sapendo che la mercede ;
ciascun operalo € stata proporzionale al tempo durantetﬁ
quale egli ha laocorato, e che quello che ha com.(nczato_piieo.
primo ha riceouto m eolte quanto U'ultimo arrioato, 8 ’
manda quanto tempo fu necessario per eseguire quel (aooro.

0

Se @ ¢ il numero degli operai, y quello del!e ore di l%i;o

dell’ultimo di essi, e 7 ’intervallo di tempo, in ,0"3' _“83 i ha
tra 'arrivo del primio e del secondo operaio all’officing, $

Y+ @—1)3=my @
Se ¢ rappresenta il lavoro fatto in un'ora, il lavoro t?mm
sard espresso da:
WHy+a+w s e - by +(z—nale
ma questo stesso lavoro e uguale a pt o ; dunque:
VrWro by 2t by e —1)al=p

0ssia :

[2y+(m——1)z}%’é=pw 2y +w—1)3=2p

Confrontando con {1) se ne deduce:

~ 2P
Y=
e il tempo totale cercato risulta espresso da

2pm
m+1

I tacchini e il grano,

Una certa quantita di grano aepe §eroire a nutrire n tacchinb
ed.e calcolata in modo du durare un certo tempo deter:
Minato, se ogni tacchino ne mangia una misura per sett
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mana. Facendo la distribuzione si trova che lo sciame di-
minuisce d'un tacchino per settimana e che per conse-
guenza il grano dura il doppio. Quante misure di grano
erano state preparate e quanto tempo ha durato ?

Sia x il numero delle misure cercate ed y il numero delle
settimane che deve durare il grano. Si ha:

— =n ossia X = n}j/
Ma il numero di misure distribuite nella 1y, 2%, 3% eeee o pmA
settimana e rappresentato da:
n N—1 nN—2eeee n—p+te...
e cosi fino alla 2yma settimana. Ne segue che:
*+(n-1)+ (N-2)+ eem-HN-p + i)+ e+ (Nn-2y + 0=

@2n+ 1—2y )~ --x 2n—2y-ft=~ -=n
da cui :

y— ”~* sicch xs17 Noe 2y=n+i

L ’aranceto.

Un uomo penetrdo in un orto nel quale erano tre giardini e
oi fece proooista di arance. Ma per uscirne dovette darne
al primo guardiano la meta piu due, al secondo la meta
di quelle che gli rimanevano piu due e poi al terzo pure
la metd di quelle rimastegli piu due. In tal modo non
riusci a conseroare per sé che una sola melarancia. Quante
ne aveva egli colte 1

Essendo x il numero delle arance richiesto, il primo guar-

diano ne riceve —- f2 e il primo resto e quindi —---2; il se-
condo ne riceve — 1-+2= £ 1 eppero il secondo resto é
-——2--—-—— 1= — 3; e cosi si trova che il terzo resto &

————— ;da ci0  --------= ldonde x = 3%
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11 costo dell’anello.

Un anello d’oro pesa 5 grammi con un granato zncas;l a’t.z-_
Il palore dell'oro é di 4 lire per gramma e quello ael g ma
nato di 10 lire per gramma. I costo dell’anello con la getm
€ di 24 lire. Determirare il peso dell’oro € del granaio.

R 2 ato.
La soluzione, facilissima, da 4 ——per I'oro e—3 pelgran

1 quattro peculii.

Quattro persone possiedono rispettivamente X, ¥y Z € u S:‘:;
Se la prima e la seconda apessero 100 lire delle aitre Cosi
aorebbero il triplo dei denari rimasti a queste wiime. »5
sey ez avessero 106 lire di quelle possedute da X izdu
avrebbero il quadruplo di ¢id che ad essi rimane. S¢Z o
avessero 145 del denaro di x ed y aprebbero il quzntupb_
del Wro resto. Se x ed u avessero 170 lire di 'y € Z a"reo,
bero il sestuplo del loro resto. Quanto possiede clascuno:

1l problems messo in equazione da:

. D+y4+10=3(z+ u— 100)
ossia:

%(n
4y —-3z—3u=—~400
. ¥+3+106=4%(u+ x~ 106 %@)
ossia:
‘ Yta—bu—do=—1530 '
b °Hs = -
§§ ossia: yrus @ty -1 §(3)
R itu—~52—~5y = —870
ossia: U4 @ +170=6(y + 2 —170) %(4)
U B—6y —63=— 1190

L’ indeterminatezza del sistema non & assoluta, ossia si pos”
. sono determinare tre qualunque delle incognite in funzione
i’ delia quarta.
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Infatti, moltiplicando la (1) per 5 ed aggiungendo la (3),alba:
z+ u= 26

Moltiplicando i due membri della (2) per 6 ed aggiungendovi
la 4, si ha:

u+ x —190

Moltiplicando i due membri della (3) per 3 ed aggiungendovi
la-(l), si ottiene :

X 4y=2ib ed infine y 4-z =20

Addizionando membro a membro queste quattro ultime equa-
zioni risulta:

w+y+z+ u=i20

y=20—z u=26—z 0=a—1 z:'8c

| tre soci.

Tre indioidui hanno in comune una somma incognita s; la

|
parte del primo eé-y s, quella del secondo-y s, e quindi

quella del terzo € 4- s. Volendo depositare questa somma
in luogo piu. sicuro ne preleoano, a caso, ciascuno una

parte e cioé: il primo x e ne deposita-- x; il secondo vy
e ne deposita y e il terzo z e ne deposita-y z; cosic-

ché la somma che rimane depositata éy -x+yy -y z;

guando poi i tre soci canno a ritirare questo deposito non
hanno che a prenderne ciascuno la terza parte per ria-
oere ciascuno quello che gli spetta. Si tratta di trooare i
numeri X, y, e z.

Indichiamo con u la terza parte della somma depositata, cioé :

U)



Per il primo avremo:

1 t @
— = -8 — U
g &= 3
pel secondo:
2 Ll 3
Fy=grd
e pel terzo:
5 1 {®
7.)*.--—6—5 u
da cui si ricava:
4 3 S P
T=8—-2p y=Ts—7u Z-——Ts 3 u

£ addizionando:

17 &7 : =47 U
= e R e e (L = ul 783
et y+t+a TR T s dsc

. . 1
Questo problems, \ndeterminato, é il terzo di guelll propost

da Giovanni da Palermo a Leonardo da Pisa (1} Leonardo PO
nendo u =7 ottenne:

§=47 r=33 y=13 a=1

Essendo s = —- u basta dare ad u valori uguali a7 ol

tiplicato per 6 (0 per un suo multiploy per avere nellé soluzioneé
tutti numeri interi, come vedesi nel seguente prospetio:

TR B

e e — T

v~ ="

i



L’ ’acqua e il vino.

Due recipienti A e B contengono rispettivamente a litri di
vino e b diacqua. Si prelevano c litri dal caso A e si sosti-
tuiscono con acqua. Si prelevano parimenti da B, c litri
e si sostituiscono con i c litri tolti da A. Si ripete n volte
tale operazione. Si vuol sapere quanto vino contiene il se-
condo caso B dopo queste n operazioni.

Siano gt, gt, ¢p » + - « gn le quantita di vino contenute nei
vaso Bdopo 1, 2 3. « = n operazioni. Se si pone:

si trova

I
(@]

q,= c-£/L . P8O0~ P8~ 98
p-q Q—c p-q o* p -9

_¢ PR—an__
an —c

Sea=b:

g, —N¢cC

| battimazza.

Due fabbri A e B cominciano nello stesso istante a battere il
pezzo sull'incudine; A batte 12 colpi in 7 minuti e B 17 in.
9 minuti. Quali saranno t colpi ohe piu, si avvicineranno
alla coincidenza nella prima mezz'ora di lavoro 1

| tempi trascorsi, per 'uno e per l'altro fabbro, dall’inizio
Ano ad un colpo & di A che supponiamo coincidente con unoy
di B, saranno uguali a:

17 . a__ m
9 ossia y ~ 18

U — OuKKtti. — Matem. diteti.

35X - = yx



T eIy

ora:

{
L
+3
i, 10 11 s 419 da sinistra
Le frazioni convergenti T 9 15 T

. ) 3 119 ela “?i ne
8 destra si 8pprossimano ognor piu all’ultima 168 49
colpi in mez-
z M
2'0ra, quindi la frazione dg assumere come valore di —é
vale a dire che duran
8imo colpo dj 4 e il

e la pill prossima. Ma A non puo battere che 51

. ) 6-
te la prima mezz'ora di lavoro llung:)(i:n-
decimo di B sono i piu prossimi alla
cidenza.

I rintocchi delle campane.

Tre campane co
loro rintocch
mente di 251

la terza. Lg
Fora; la gec
tipamente D
per quanto

mineciarono q suonare nello stesso .temp(? ,af
L 8L ripeténo ad interpally uguall "‘Weffwer
Per la prima, 29" per (4 seconda e 33" p ;
prima cessa di suonare dopo meno di .me:.
onda e la terzq eontinuano a suonare rispeé

: ¢
€r 18 e 21 secondi, poi cessano. Si ouol saper
tempo ha suonato ¢i

’+g5‘t§}@=i+m M
8 la terzg:

25 ‘

14 .J‘g_ﬂ =14y @

La()els (2) si POssono SCrivere :
VD —18 = 25¢

By —2t=95¢
d’onde si ricavy Pequazione indet, '

erminatg .
By —29 0 = 3

P
Ra—— )
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Da essa si deduce:
#=Bm—-2A4 y=29m-—-2

Poiché 251< 1800' si ha a < & e per conseguenza m < 3
dunque non si possono fare altre ipotesi, che m=1od m—2
Per:

m=al ®=9

y=28
m—2 X —4& y=3

Si ha pure :
2 x - 18= H*

Per &= 9il valore di 2non e intero, e per G6=>42si ha * = 43
dungue i tre valori :

t=48 GB=L y=37

soddisfano alle condizioni proposte. Sicché la prima campana
cessa di suonare dopo 48x 5= 1200' e le tre campane hanno
suonato rispettivamente 49, 43 a 3 rintocchi.

Le tre mogli.

Tizio, Caio e Sempronio canno al mercato con le loro mogli, i
cui nomi sono Aida, Medea ed Ebe. Ognuna delle 6 persone
compra un certo numero di oggetti che paga un numero
di lire uguale al numero degli oggetti che ha acquistato.
—Tizio ha comprato £3 oggetti di pili di Medea, e Caio 11
di piu di Aida. Ciascun marito ha speso 63 lire di piu
della propria moglie. Qnal'eé la moglie di Tizio e quale
e quella di Caio e di Semproniot

Il numero degli oggetti acquistati da uno degli uomini sia x,
ed y quello degli oggetti acquistati da sua moglie

B- y"2838= B+ y)(x—y)=6 1=213=97
Si pud dungue porre :

X+y»&3 od GFfy=22 o0 +V
s—y=1 od ®b—y =3 o b—y

9
=

da cui si deducono queste soluzioni:

®=3 o ®B=12 o kb= 8
y=3 o y=9 o] y =t
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Ma Tizio ha comprato 23 oggetti di pia di Medea e Caio :jii
di pi di Aida dunque essi hanno comprat'o questo num(;a:;oCio
oggetti: Tizio 32, Medea 9, Caio 12 ed Aida 1. Segué Paitre
che la soluzione & =32, y = 34 concerne Tizio ed Ebe; I'a o
& =12, y =9 concerne Caio e Medea; e Pultima @€ =8, &=

. i i cui
riguarda Sempronio e Aida, e tali sopo le tre coppié dai ¢
nel problema.

Il cuoco cortese.

. rli
Riproduco questo problema in versi francesi come Nesse
ha inseriti nelis sua Rabdologic:

Un jour le cuisinier d’un puissant personnage
Afin de contenter trois filles du oillage

2
Qui demandaient des ceufs, leur dit en les poyant:

Je oais donner tous ceux que j’ al dans le moment.
Il donne la moitié d’abord & la premiere .

Et la moitié d’'un ceuf, par faveur singuliére;

A la seconde il offre aussi du meilleur ceeur

La moitié qui lui reste, anec méme faceur

De la moitié d’un wuf dont la fille s’empare:
Enfin, continuant son partage bizarre,

Il donne & la troisiéme acec méme amitie,

De son troisiéme reste encore I’humble moitid,
Plus la moitié d’un ceul: il eut done Pasantage

De tout distribuer. Dans cet heureum partagé,
Qui parait singulier, combien en aoait-il?

Et comment a-t-il eu lesprit assez subill,
Pour donner des moitiés a chaque jeune flile
Sans en casser un seul, ni 8’échauffer la bile?

Il cuoco da alla terza ragazza la metd di cio che gli rimané
e mezzo Uovo in pil, ¢ non gli resta pit nulla ; Qunque que§t0
mezz0 u0OvVO rappresenta cio che gli resta dopo aver distrihuito
alla terza ragazza. Ma a questa egli ha dato la meta del suo
secondo resto il quale ¢ dunque necessariamente di un uovo s
€ questo gli rimane dopo aver dato alla seconda ragazza 8
metd del suo primo resto, piu mezzo uovo. Dunque, se egli non
avesse dato questo mezzo uovo in pin, gli sarebhe rimasto ub
uovo e mezzg, il che rappresenta la meta del primo resto, 1l

quale & dungue di 3 uova. Con ragionsmento analogo si 1rov@
he il cucco possedeva in origine 7 vova.

e
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Problemi sull’orologio.

I. - Un orologio ha tre sfere montate sul medesimo asse, pel
le ore, i minuti e i secondi. E possibile che a un dato
istante queste tre sfere abbiano la loro estremitad ai oer-
tici d’'un triangolo equilatero ?

Se le tre sfere potessero avere la posizione indicata sareb-
bero distanti I'una dall’altra di 20 divisioni del quadrante.
Dunque, se in tale istante la sfera H (ore) segna ? divisione a
partire dal XII, I'estremita della sfera M (minuti) sara sulla
divisione ? + 2 e quella s (secondi) sulla divisione ? + 40; 0, in-
versamente, s sara sulla divisione ?+ 20ed M sulla ? 4- 40

E facile vedere I’impossibilita di questi due casi. Si avrebbe
infatti nel primo caso :

An-f?4-20= 12? e 60tV + ?2+ 4= 70°?

ossia:
f2 il 3n. + | . ,
6o+ 4~ 79~ 3n'+2 BN+ 2)=79En + )
ma essendo :

11=3(7+ 2 e 719=39+ 2
la relazione precedente condurrebbe a quest’altra :

(g +2)(3n' + 2) = 37 + 2)(3n+l) (1)
Ora:

Bg+ 2B+ 2= Mult. di 3+ |
Bg'+ 2@n+ )= Mult. di 3+ 2

Dungue la relazione (1) é impossibile. Si avrebbe del pari nel
secondo caso:

60n<+9 + 20= 720? dacui 60N + 20= 719?

60n" + ?+40 = 12?  da cui 68a +40=117?
Si ha dunque la relazione impossibile :

3n+ 2 1
3n"+ t 719
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M. — Quali sono le ore alle quall si' possono scamt)lia;eu;r;z
loro le sfere delle ore e del minuti n modo che (&

. ; jo del-
posizione possa prodursi per {l mooimento propreo
Porologio ?

Indichinmo con @ una delle ore cercate. Partiamo dalla r?i:é
sizione delle sfere a mezzogiorno e¢ prendiamo l’(_)ra com?j u A
cosicché il giro completo del quadrante sara misurato t; ro‘y

La posizione della sfera-ore é indicata con @} se il num
indica la posizione della sfera-minuti, avremo:

Ro=y4 k- 12 n
Affinché la posizione risultante dallo scambhio delle sfere
corrisponda ad un'ora possibile, devesi dunque avere:
Ry=ao+k- 2 @
Eliminando y fra (1) e (2} si trova:

boe=x+k-12 ossia H3x=k- 12
da cui:

2k {3)
=T

Volendo ottenere tutte le ore richieste dal problema bisoglzi‘;
dare successivamente a k i valori 0,1, 2, 3...... 142, dop
che si ricadra sulle soluzioni gia ottenute.

Questa soluzione comprende, in particolare, le ore 'di 8ovra1:-:
posizione delle sfere, ottenute attribuendo a k gli undici valori:

0~13 - 26 ~ 39 - 52 -« 65 - 78 - 91 ~ 104 ~ {47 - 130

Quanto agli altri 132 risultati, essi si corrispondono due 8 dué
e i valori associati di k che chiameremo k' e k' sono tallche
8i ha:

k' = 12 k' (mod. 143)
d’onde reciprocamente:

k17 =12 k' (mod. 143)

Per esempio @ k! = 34 corrispondera k'’ = {22, Questi due va-

lori danno rispettivamente per @, facendo la conversione delie
ore in minuti:

27 38
b — b
2h Him ve) e 10k 14w V)

M

it

4
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Quindi se un orologio segna le 2hSI” -%e se in tale istante

s'immaginano scambiate le sfere; esso segnera le 10 14m—;§.

La soluzione del problema dipende dalla relazione (3) la quale
evidentemente e quella che farebbe conoscere le ore che cor-
risponderebbero sul quadrante all’incontro della sfera delle
ore con un'altra sfera moventesi con velocita 1*4 volte mag-
giore corrispondente a 12 volte quella della sfera del minuti.

HI. — Viene osservata l'ora indicata da una pendola, fra le 4
é le 5 poifra le 7 e le 8; si constata che nell’internano tra
le due ossernazioni, le due sfere hanno scambiato le rispet-
tine posizioni. Dimostrare che a ciascuna osservazione le
sfere erano ugualmente inclinate rispetto alla verticale.

Siano « e t le distanze in minuti, contate sulla circonferenza
graduata, dalle estremita delle sfere alla verticale. Alla prima
osservazione sono (30+ a) minuti dopo le 4. La sfera delle ore

percorre j L di tale distanza e:

6=10— 3 *- da cui 126+ a= DO

Alla seconda osservazione sono (30— b) minuti dopo le 7; la

sfera delle ore ha percorso 6 divisioni :

a=5+~ ~ 2a+ 6= 990

dunque a = b.

e~ Che ora e quando la sfera delle ore si trova tra le JJ
e leili e fa con quella dei minuti angolo di 60f

Lo spazio angolare tra due ore del quadrante é di 30 e quello
corrispondente ad un minuto, di 8® Alle 111I’angolo delle sfere
e di 8. Si avra I'ora cercata quando la sfera dei minuti, dopo
raggiunta quella delle ore, I'avra oltrepassata di 10 divisioni
di 6°. Sia x il numero di tali divisioni che sara percorso dalla
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sfera piccola, tra le II e I’istante cercato. 11 percorso fat,;o
nello stesso tempo dalla sfera grande sard 12 o, che pud anche

essere espresso con 10+ @ + 10 ossia 20 + a, per cui si he
V'equazione :

122=2+a da cui HHa=20 \
20

D= —— = 1Yy

\
1

e . . ichi ra
La sfera dei minuti avra percorso 219,; l’ora richiesta 88
dunque 2%, 217 9%/,,.

. i
La bilancia del droghiere,

Un droghiere si seroe d'una bilancia falsata in modo che
quando acquista o vende merce guadagna Pi1% 'in put
del guadagno legittimo che docrebbe fare con una bilancit
esatta. Invertendo I’ordine dei piatti della bilancia il be-

nefleio si ridurrebbe a zero Quale é il guadagno legitiimo
del droghiere per 100 lire?

Siano p e p, i pesi apparenti di una certa quantita di merce
prima scquistats, poi venduta; p & pit piccolo e p, piv
del peso resle. Siano ancora q il prezzo d’acquisto de
di peso ed « il guadagno legittimo su 100 lire.

aqy .,
Una merce acquistata per p - ¢ & venduta per p, (q + Toﬁ) !
si ha quindi:

grande
1i*unitd

qeN o &4+t ‘
ossia ’
A A @ Q]
pa(t+- Y= (1+-35)
Invertendo l’ordine dei piatti, la stessa merce che costa /14 '
¢ vendutapgq (i + %\), da cui:

Pa=pg (1 + i)
Da (1) e (2) si deduce:

14 o 41t ~(‘L

¥l

6 -

'
g
L. ®
e
S O A -
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Ecco ora un’altra soluzione del problema e il calcolo del
rapporto dei bracci del giogo della bilancia falsata.

Sia p il prezzo che il droghiere dovrebbe pagare per uha
certa quantita di merce se si servisse d'una bilancia esatta,
e q il prezzo alla quale egli la rivenderebbe nelle stesse con-
dizioni; sia poi/il rapporto fra il minore ed il maggiore dei
due bracci della bilancia falsata.

Il beneficio legittimo #0é —~ —ee con la bilancia alterata
P
diventa :
Pf
Si ha dunque:
a—P | 1
P f p " 10
ossia:

100= 100/*+ ti 2fl

Ma quando il droghiere si serve della bilancia alterata nel
senso inverso, il suo beneficio diventa:

per cui si ha:
qP =p
Sostituendo nella (1) /* con 2 si ha I'equazione :

M** + 1002 —100= O dalla quale 2 —
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*(F&f Se si ha:
i - {
£ L A0 se ne deduce =P -
i T = P
ggiﬂ;& Si ha poi:

10 . 19

$ : } JS= V—{T ossia circa 0,95 o T

i Cosicché il droghiere, servendosi d’una biiancia coi bracci
g % nel rapporto di 19 a 20 accresce il proprio beneficio dell’ 13 %
0

. . e pom e
A Y1 v ——

Py

I quattro mobili,

Quattro mobili A, B, C, D s spostano, in modo uniforme e con

oelocitd che 80mo in progressione geometrica, su quatiro
rette parallele equidistanti, le cul estremita sono situate
Su altre due rette parallele, £33l partono nello 3tesso
tempo dalle estremita situate 3u una stessa retta o, giunti

_S P R

. {
Fig. 128. A B C D

i allalira estremitq, ritornano; e cosi di seguito. Dopo un

cerjto tempo i tre mobili B, C, D sono in linea retta per la

3 prima volta; dopo un tempo doppio A, B, C soro in linea
retta per la primaq oolta ; 36 secondi dopo B, C, D sono in

linea retta per la seconda oolta e lo spaxio percorso da B

sorpassa di 14 centimetri quello percorso da A, quando

L quattro mobili s; ritrooano

0 in linea rettq, Determinare
la velocita dei quattro motil;
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Sia y la lunghezza comune delle 4rette ed X, r X, r* X, r*x
le velocita di A, B, C, D in centimetri per seeondo.

Il fatto che B, C, D si trovano in linea retta prima dei 3 mo-
bili A, B, C dimostra che le velocita di A, B, C, D vanno de-
crescendo, ed é chiaro che B, C, D saranno in linea retta per
la prima volta quando B e C si spostano ancora nel senso A M,
mentre D € al suo primo ritorno.

Indicando con t il tempo (secondi™ trascorso dalla partenza
all’istante in cui B, C, D sono in linea retta. Le distanze dei
tre mobili dai punti di partenza sono rispettivamente :

traj tr* x 2y —tr* x
e si ha:
tr*x —tr x = 2y —tr* x) —trxx
ossia:
tr x (rl+ 2r —i) = 2# (O

Si trovera quando A, B, C sono in linea retta, cambiando x

X
in - ottendOBi cosi:

2 tx (r* - 2r —i)= 2y (4]

Dalle (1) e (2) si ricava r = 2, ossia che le velocita di A, B,
C e D sono rispettivamente :

X 2X 4x 8Xx

Si vede che A, C, D avendo velocita proporzionali ad t, 4, 8§
essi si trovano una seconda volta in linea retta quando C ¢ sul
suo primo ritorno da P, e D si dirige una seconda volta verso R.

Indichiamo ora con 0il tempo (secondi) trascorso dalla par-
tenza fino a tale posizione di A, C, D. Le distanze di questi tre
mobili dai punti di partenza sono:

Oeg 2i)/—0-4® 0 »8jj —2y
Si ha:

12y —84®)-0£=2,0mix~2y)~(2y —de4a?
da cui:

20x ma 0= 21+ H6
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Dalla (1) abbiamo:

_ ¥ 10y _2Y g
t=5% dunque 56 7 +
Si vede poi, dal rapporto delle velocitd di A, B, C, D che
questi 4 mobili saranno nuovamente in linea retta quando 4 \
avra percorso 2y Quindi:

i
2y =Wy = o =1 ‘
3 + U= 29w2w y = 609

e le velocita sono rispettivamente 1, 2, 4 e 8.

I due mobili.

Un mobile P percorre in modo continuo il perimetro d@’unt \

quadrato nel senso A, B, C, D con velocita uniforme e sem=

pre nello stesso. Un altro mobile Q si sposta con la stessa
velocita uniforme seguendo la diagonale dél quadrato €
ritornando indietro ogni colta che ne raggiunge und dglle_
estremita. Dimostrare che, secondo le posiziond iniziali det
due mobili, si possono avere due 3oli casi:

1~ Esgi non 8 incontreranno mai,

2.0 Esst 8’incontreranno 1 volta, ma 1 pvolta solamente.

D

C ! due mobili &' jncontrecanno Sul
vertice A se Q si sposta verse Ay
e se, nello stesso momento, p3
trova, sie alla stessa distanza da A '
che Q, sia alla stessa distanza au-
mentata di 2 AC. O, piu genersl-
rmaente, se nello stesso momentos
la distanza di Q da A aumentata R
di 2m AC é uguale alla distanzf,
di P dal vertice A aumentata di
A B 4n volte il lato del guadrato.
Fig. 129. 1 due mobili 8’incontreranno in 4

anche quando Q si eposta verso C
e se allo stesso momento, la distanza di P dal vertice 4 ©

uguale alla diegonale pil la distanze di Q da C. O, piu 88
neralmente, quando, nello stesso momento, la distanza di
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dal vertice Caumentata di (2m -f 1) volte la diagonale, & uguale
alla distanza di P dal vertice At aumentata di * n volte il lato
del quadrato, m ed n essendo numeri intieri.

Nello stesso modo i due mobili s’incontrerebbero nel vertice
C, ma quando si sono incontrati una prima volta, un secondo
incontro é impossibile poiché essi descrivono spazi uguali in
tempi uguali, e il lato e la diagonale del quadrato sono lun-
ghezze incommensurabili.

Parimente, i due mobili non s’incontrano mai se le loro po-
sizioni alla partenza sono due qualunque di quelle nelle quali
si troverebbero simultaneamente secondo |’ ipotesi d’un primo
incontro in A o in C.

Bacco e Sileno.

Bacchus, ayant cu Siléne

Aupres de sa cuce endormi,

Se mit a botre sans géne

Aax dépens de son ami.

Cejeu dura pendant le triple du cinquiéme
Du temps qu’a boire seul Siléne eut employé :
Il s’éeeille bientot, et son chagrln extréme
Dans le reste du oin est aussitét noyé.

S'il eut bu prés de Bacchus méme,

IIs auraient, suioant le probléeme,

Achecé six heures plus tot:

Alors Bacchus eut cu, pour son écot,

Deux tiers de ce qu’a l'autre il laisse.

Ce qui maintenant qi’'intéresse

Est de saooir exactement,

Le temps qu’a chaque drole ilfaut séparément
Pour cider la cuce entiére,

Sans le secours de son digne confrére.

Indichiamo con x ed y- i tempi rispettivamente impiegati da
Bacco e da Sileno per vuotare la botte. Bevendo insieme, essi
la vuoteranno in un tempo:

Xy
X +y
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Bacco heve da solo durante il tempo_%—y e in tale inter-

vallo beve la frazione %- . —g—— della botte. Egli lascia a Sileno

3y  S5&—3y
52 5 &

L -

il quale ha impiegato per bere questo vino il tempo indicato da:

Sa—~3y .

1 _Ga~-3py
S T oy 5@

Secondo ’enunciato:

3 be-3y)y @y
5 ¥+ 5@ a)+y_6

088i8 :

3y — 5oy — 3ty + 0@y + 302 =0 )

Bacco beve con Sileno, durante a:;;y ore una frazione dellg

botte uguale a - wy 7 Si ha dunque la seconda equazione:

1] ____2__5:0—-31/
oy T3 5
ossia:
6+ oy —10a8=0 . @

Risolvendo le due equazioni {1) e (2) si trova:

&=15 ed y=10

Questa risposta fu data anche in versi, cosl:

Dans cette occasion Siléne eut tout 1’honneur,
En quinze heures Bacchus acheva la besogne;
Il n’en fallut que dix ay digne précepteur:

J’en conclus qu'il était de moitié plus ivrogne.!
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Le scimmie.

Dee singes s'amusaient: de la troupe bruyante

Un huitiéme au carré gambadait dans lei boit ;
Douie criaient tout d la foii

Au haut de la colline cerdoyante.

Combien d'étree comptait la caste remuante ?

Indicando con x il numero delle scimmie, si ha I'equazione

12
ossia :

X*-64x + /8= 0 da cui X'=48 a?'= 16

Le api.

Vaici cet essaim de mouches a miei.
De la moitié prends la racine:
Dans un champ de jasmins cette troupe bucine.
Huit neuoiéemes du tout coltigent dans le elei.
Une abeille solitaire
Entend dans un lotus un frelon bourdonner:
Attiré par Vodeur pendant la nuit derniére,
Il s'était fait prisonnier.
Dis mai : quel chijfre atteint la troupe buissonniere ?

Sia 2x* il numero delle api:

aj+ -t ~+2=u '
da cui xzze trascurando l'altra radice che é negativa. Dun-
que le api sono 72
L ’eredita.

Un padre dioide la propria eredita fra i suoi figli nel modo
seguente: Il primo aora una somma a e la nnmparte del
resto; il secondo una somma 2a e la nnf parte del resto;
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il terzo una somma 3 a e la n=™* parte del resto, e.cosi dz'
seguito. L'eredita é in tal modo intcramente dioisa e 8i
trova che ciascuno figlio ha aouto la medesima somma. Si
domanda Uammontare dell’eredita, il numero dei figli ¢
la parte di ciascuno di essi,

1. Soluzione. — Sia & il montante dell’eredita & 2 il valore

di ciescuna parte. Se si esprime che la parte del primo figlio
¢ uguale a 3, si ha l'equazione:

—{p—Has-~pa
z—_—-_pa_*,_s,____(_ev___‘z_)-—z—,‘A_p_,__.

0s8ia :
p—n-tal=ac—(n—-1)2

Questa equazione dovendo essere indipendente dal valore
di p, si ha:

3=(n—~1)a e=(n~Na=(n—1)a
IL. Soluzione. ~ Esprimendo che le parti del p™°e del (p + )™
figlio sono uguali, si ha P’equazione:

—(p—1) 35— —pz—(ptla
pa 4 L=(p DE-P2 _pynay @ pzn(P_i_.._—

088i8

3 a
— = - —
n n

Questa equazione é indipendente da p e da:

3=((n—-—4Ya

Si ha poj, uguagliando la parte del primo figli ad (n—11¢

x—a
@t ——5—=@®—1)a dacai z=(n~-1)a

Ul Soluzione. — Indicando con y il numero dei figli 8d VU
gliendo le parti dei due primi avremo:

x~a
m—~(a+ )—2a
€ —~
a ¥ na =2a+4 n

n

da cui:

ki T=(n—1a

o e e

-



S ha poi :

z—a+~——=(n—i)a. — =n—i
= (n—i) y ,

Siccome, per mettere il problema in equazione, non ci siamo
serviti che della uguaglianza delle prime due parti, &€ necessario
verificare che le altri parti sono uguali ad (n—i) a. Si trova
infatti per la parte z' del primo figlio :

7 =pa -f n—Nhla—(p—h(n—Ya—pa

N —(n —1DNa

IV.  Soluzione. — La parte del primo figlio sara ay, e, poich

tutte le parti sono uguali, il valore dell’eredita & ay* Ugua-
gliando le parti del primo e dell’ultimo figlio, si trova :

izl l_i4_ay‘| —a- ay ossia

dacuiy=1 od n—1 ecc.

Questo modo di trattare il problema fornisce due soluzioni.

Anche in questa soluzione, come nelle precedenti, occorre
verificare che tutte le parti sono uguali.

V.  Soluzione. — Questa soluzione, di Mister, tiene conto d
tutte le soluzioni dell’enunciato epperd non richiede alcuna
verifica.

Quando un figlio ritira la propria parte, prende una certa
somma e poi la nma parte d’un certo resto Rp e lascia-

Il secondo figlio lascia:

Affinché due figli consecutivi abbiano parti uguali, occorre
evidentemente che i resti erJe Rr" , t soddisfino all’equazione :

ossia :
(1)

15 — Chikrei — Matem dilett



La differenza tra le somme lasciate da due figli consecutivi
costituisce necessariamente la parte d'un figlio; e, per quello
che precede, questa parte avra per valore

n—1 n~—1 :
—— R, “‘“T‘R»H ossia (n—1)a

Il capitale @ lasciato dal padre si ricava dell’equazione :
x—a

a+ =(n—1)a cheda a=(n-1ila

e da essa si deduce il numero dei figli,

Un problema antico.

Trovare un rettangolo asente lo stesso perimetro diun altro,
e la cui area sia un multiplo dell’area di questo.

L’elegante soluzione che Massimo Planude matematico di
Bisanzio, indica, e che non pare sia sua (1) é la seguente:

Posto che 1 sia il rapporto delle due aree, per uno dei ret-
tangoliilati saranno (1 — 1) e (A — 1) e per’altro(:2-- % e (2 —1).

Pile di proiettili.
Qualfz € il limite verso il quale tende il rapporto del ouoto al
peno in una pila di proiettili s

. DU feriel, quando il numero
det proiettili aumenta indefinitamente ¢

Nella pila triangolare un proiettile poggia su altri tre, e su

quattro in quella quadrangolare ; si potrebbe quindi credere
che- il rapporto cercato non debba essere lo stesso nei due
C881; ma occorre notare come in entrambi ciascun proiettile
dell’interno della pila sia ip contatto con altri dodici i cul
cent'm 80no i vertici d’un poljedro che ha per facce sei qua-
drati ed otto triangoli equilateri, 1} rapporto del vuoto al pieno

del cubosara \/ 2 eil suo volume ¢ V 2

. Il pieno di questo
) V. Gino Loria « Te scienz k i
A ¢ esatte nell'anticy Grecias 28 ediz. pag. M43. Ma-
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cubo é costituito dal proiettile interno e dalla quarta parte di
ciascuno dei dodici proiettili a contatto con esso ; infatti, due
facce del cubo passano pel centro di ciascuno dei dodic-i proiet-
tili; la prima ne separa la meta e la secondo la meta dell’altra
meta, dimodoché non resta nel cubo che il quarto dei dodici
proiettili. Bisogna dunque aggiungere tre proiettili a quello

. . . .27
centrale, e il volume del pieno risultera -'g- . Il rapportodel

a9

cubo a questo volume sara , € quello del vuoto al pieno

3v 2 1
— —-——— 1l ossia un poco piu di e tale saraillimite cercato;

Esso non potrebbe essere modificato che dalla parte superfi-
ciale della pila che é infinitamente piccola rispetto al volume
totale dei cubi, quando il numero dei proiettili diventa infinito.

La piramide triangolare o quadrangolare formata unendo il
centro d’'un proiettile che poggia su tre o quattro altri, coi
centri di questi, € regolare ed ha tutte de sue costole uguali
al diametro del proiettile. 1l vuoto contenuto in ciascuna di
gueste piramidi potra venire calcolato togliendo dal volume
della piramide quello della parte di essa occupata dai proiet-
tili. Si osservera poi che il numero dei vani di ciascuna di tali
due specie di piramidi € doppio del numero dei proiettili, con-
siderazione che condurra al risultato che si cerca senza dover
ricorrere alle tavole trigonometriche, osservando che nella
piramide regolare a base quadrata e a costole uguali, gli an-
goli diedri maggiori sono doppi dei minori e supplementi di
quelli del tetraedro regolare.

Si puo, con metodo indiretto ma piu speditivo, risolvere la
quistione calcolando (nell’ipotesi d’un numero infinito di proiet-
tili) il rapporto del volume d’'una pila al volume dei proiettili
che essa contiene.

Prendendo sempre come unita il diametro d’ un proiettile e

n*\/ 2

indicando con n La costola d’una pila triangolare, 1 ne
rappresenta il volume e - d numero di protet-
tili che contiene. , .

L’ipotesi di N infinito riduce quest’ultima espressione a —g—

per I'omissione dei termini che scompaiono rispetto ad n*.
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Il volume delle bombe essendo allora - :—1’;— , il rapporto di
. . NIV A .
quello della pila a quest’ ultimo sara —------ ,come abbiamo
(i

trovato sopra.

Sulle probabilita.

ed * Unrrn° contiene Whiglie delle quali b bianche, n nere
se. a probabilita di estrarre al primo tratto una bi-

{7 bianca € — , e quella di estreme una rossa o nera é n

npr. 1o 6, urne contengono ciascuna b biglie bianche ed r

done «n I'rH a_bitad di non estrarre che biglie bianche estraen-
aone una da ciascuna urna é data da:

\Na+r)

Paradosso di d Alembert. —La probabilita di far testa

almeno nna TO»;a In due getti d'una monata € J- ;in generale

2 — 4
essa e 2

4. —Le probabilita di ottenere i punti 12, 11, 10, 9, 8 7 g&~
tando due dadi sono rispettivamente:

1 1 1 5
B 8 12 B

Con sei dadi, a probabilita di ottenere con un sol

tratto il colpo 1, 2, 3 4, 5 6 ¢ data da —
51
O* — La probabilita d ottenere con un dado n volte di se-

guito uno stesso punto é ~ come pure guella di ottenere

con due dadi n volte di seguito il punto 7, o con tre dadi n
ﬁ%@od}. seguito il punto 5 o con 6 dadi n volte di seguito il

> — Gettando n dadi a caso, si hanno tante probabilita di

ottenere un totale di punti superiore a 7n 4- 3 quante se ne
hanno di ottenerne uno che sia inferiore.
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8. — La probabilita d’un avvenimento é a. In p prove,
probabilita che esso si produca g volte, in un determinato or-
dine é:

a=ytt—aP’i

guella che si produca q volte in un ordine qualsiasi € :

A=cv,r-«a
guella che si produca almeno q volte é:

e quella che si produca almeno una volta é:
1-(1 -x)P
». - La probabilita di ottenere una unica volta un punto
dato con n getti di un dado é :

5n'In
oM

40. - Si hanno k biglietti d’ una lotteria che ne com-
prende p ; ciascuna estrazione & di q biglietti. La proba ii a
che ne sortano r é:

C

Semplificazioni.

Certe espressioni algebriche o aritmetiche si riducono ta-
lora a forma semplicissima; la complicazione delle forinole
nelle quali figurano non e quindi che apparente. Non & pero
sempre facile vedere la possibilita della semplificazione. Cosi ad
esempio per queste espressioni :

che entrambe si riducono a V 3.
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Paradossi algebrici, aritmetici, ecc.

Si perviene al paradossale, all’assurdo, quando nel ragiona-
mento si omette di tener calcolo di qualche elemento, condi-
zione, particolare, ecc. che nasconde la propria importanza,
sotto ’aspetto di cosa trascurabile. .

L'algebra si presta assai hene a tranelli del genere. Ne .m-
dicheremo alcuni, anche in altro campo che non sia l’al'ggbrlco,
rimandando al Capitolo Geometria per quelli geometricl.

1. — Siano due numeri uguali « ed y. Si avra:
xy=ax* dacui ay—y'=a'—yt
ossia:
Yle—y=@+n@—y
da cui:
y=ax+y ossia y=2y cioe 1=2
1l lato debole & tanto evidente che si potrebbe risparmiare
di accennarlo; esso consiste nel fattore & —y che, per esseré
& =y, ¢ uguale a zero, )
Lasceremo in seguito al Lettore di trovare tali lati deboli.

®. — Siono due numeri differentia e b e sia ¢ la loro media
aritmetica. Si avra:

atb=2¢c ed @HWHla—by=2¢c{a—>b)

ossia:
@—M=2ac—2bc a*—2ac="0b*—2bc
da cui:
at—2ac+A=b~2bct ct
ossia :

@~cd=(b—¢P® donde a=1"b

Dunque tutti i numeri sono uguali!
3. — Abbiasi I'identita 4 — 10 = 9 — 15 che si puo mettere

80tto questa forms :
5 \? 5\

Estraendo la radice quadrata dai due membri dell’ ugua-
glianza si ha:
9 5 3 ) .
—g =3 ossia 2=3

Risuliato assurdo, al quale si perviene per avere ommesso il
doppio segno nella estrazione della radice quadrata.
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4. —Siano a, b, e d, eilati omologhi di due triangoli
simili. S ha:
a:d=b:e ae—bd
Moltiplicando ambi i membri per (a —d) e sviluppando :
a*e—aed = abd —bd*
a*e—abd —aed —b d*
a(ae—bd)=d(ae —bd) a—d!
La spiegazione dell’assurdo cui si perviene é facile. Essendo
ae=bpd, si ha:
ae~b d—0 e quindi a*0= de-0
5. —Siaa = |- b; moltiplichiamo ambo i termini dell’equa-
zione per 4; avremo 4a = 6b che possiamo mettere sotto altra
forma, per esempio;
MYa—10a= 21b—15b da cui 5(3—2a)= 7(3b—2a)
e dividendo tutto per 36—2a si ha infine 5= 7......

#e — Dimostrare che 9= 5 La differenza 5 fra 9 e t* si puo
esprimere sotto questa forma :

O —5= 2-7*9 —2*7 *5
che puo scriversi cosi:

9*%-2 *Qe7= 5 —2*5e7

Aggiungiamo ad ambi i membri 7*
O- 2e9e7+ 7= 5 - 2e5e7+ 7
ossia:
©- If=6- 71 dacu 9—7=5-—-7

punque 9= Seeee(C £ D!

Th — Se a e diverso da b, x —a e pure diverso da & b
e (a—a)* diverso da (x —b)*, per cui I'equazione:

(X —e*= (x —b)* t)
sembra impossibile. Cionondimenoy effettuando i quadrati si ha.
a&—2ax a*~ x*—2bx + b*

da cui:

Xx= (ot+ b)
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Spiegazione. — Sostituendo nell'equazione (1), per x il valore
trovato & '; b si ottiene :

(b—a=(a—bp ossia [—(a~b)P = (a~bp

8. — Sia 'equazione :
32—~b  3a—40b
3x—~5b  3a-—80
Queste frazioni sono e
dimeno sottraendole t
di esse ¢ uguale a:

videntemente diverse dall’unib.ia. Non-
ermine a termine si trova che ciascuna

3e—~3a4+30b .
3¢ —~3a+3b
Basta rilevare che

Questa identita ¢ solo apparente, poiché
risolvendo 1’

equazione proposta si trova @ =g — b e quindi:
do—3a43p
= A =1
3o —Fa+3p = 5 € non

¥. — Siha evidente

mente (— 1)* = {; da cui, prendendo i lo-
garitmi:
2log. (— ) =1log. 1= log.(—1)=0
—1i=e dunque —4=1.,. .

Si puo pervenire allo s

tesso risultato in quest’altro modo. Sig
% una quantita che g

oddisfi all'equazione e* = — 1. Innal-
ziamo g quadrato:
=1 dacui 2gp~0 e @& =0

ed

¥ = g0 ma €T = |
ed

€=1 dunque —g=1

0. — Siano a e b due numer; ¢ o 18 loro differenza;
A—b=g¢

Moltiplicando ambj j membri dell’ uguaglianza per (a — b»
avremo:

a'—-—?ab—}«b’::ca —¢b
che puo scriversi:

Gla=-b—o=b(a~b—g

an cui g = . Dunque fure: ; numeri sono uguali !

- A




li. — Abbiamo che:
log. @+ X) = X —-y-X*+ §- -

Se x = 1la serie risultante € convergente ed allora abbiamo :

. 1 1 &t ., 1 1,1
i0g.2-1— |-+-r - T +x -T + T

da cui :
. . 2 1 2 1,2 1 .
Jjlog.s-!'-1 +-r _ T +-r -T +T —7r + ----

Raggruppiamo i termini dello stesso denominatore e sem-
plifichiamo :

r+«T-T+4 - -——-- log-2
dunque 2=1.

i». —L’identita v/— 1= si—1si pud mettere sotto la forma:

V¥=VYit

da cui:
\/~i \/T
L A v/-i

e (V—I) = (;/1) vale adire —1= 1

13. — Abbiamo l'uguaglianza v/« xv~a= \Jab , analoga-
mente:

v/—1xv/-i=v/(-n(-n
ossia :

(v/-1)=A dunque —1=1

44. — Un’identitd algebrica é vera qualunque siano i sim-
boli che vi figurano. Ora noi abbiamo un’identita:

\JIx —y = i\fy—x (H
nella quale i rappresenta 4 yj —1oppure —\J—1. Ma una

identita in x ed y &€ vera qualunque siano i numeri rappre-
sentati da a; e da y. Poniamo:

x=a y=6; WVa—b—i\/b—a 2
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Facciamo oro:

x=b y=a; \/b-—a==i\/a-—b (t)]
Poiche la (1) € un'identita ne segue che nelle (2) e (3) il sim-

. i
bolo { deve essere lo- stesso, ossia, che esso rappresenta ne
due casi:

‘.f; +\/: o v 7

Per conseguenza dalle {2) e (3) deduciamo:

Va-bXVb—a=i'Vb—aXy a—ob
ossia:

=3 {=—1

£5. — Quando il prodotto di due numeri & uguale al pro-
dotto di altri due numeri, i quattro numeri costituiscono una
proporzione e se il prinfo termine di essa é maggiore del se-
condo, il terzo termine sara parimente maggiore del guarto.
Cosl da ad = b ¢ si deduce:

a Cc

b T d

a
e se si ha a > b si avra pure ¢ > d. Poniamo ora:

a=d=1 e b=c¢c=—1

avremo pure quattro numeri che soddisfano alla relazione

ad=0bc e tali che a> 6; si dovrebbe dunque avere ¢>d
) ossia —1{ >4, il che ¢ assurdo.

16. — Consideriamo la ben nota formola trigonometrica:
sen® @ 4 cost oo = 1|

dalla quale
cos* =1 —gent o

Innalziamo allm potenza 3—:

i (cos® @)"r = (1 sen® )'a

’] ossia

; [tcost @)'a)* < cost @ = (1 — sen? a)ts
‘ Aggiungiamo 3 ad umbi i membri:

1

COS* @ + 3 = (1 —sent o)’ 4 3
Moltiplichiamo per 2:

2(cos* @ +3) = 2 [ (1 — sen® @)1 4 3] (4)
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Se supponiamo x = ir, si avra:

2 (cos* *+ 3)=»2[(l —sen* 7 AH+ 3] (S)

Ora, cos ~= —1; cos* ¥ =—1; senir= 0; sen* ir= 0, quindi
I'equazione (B) diventa:
2.(-i-f3)= 2[(t-0)'/«-f3]
ossia 2X2 = 2(i-f 3
cioé 4= 8 .

Se diamo ad x, nella formola (A), i valori y-, y-, y siP«r_

viene a risultati esatti.
Dove sta dunque I'errore? In questo, che nell’equazione (B)'.

per cui la (B) diviene :
2 (-1+3)«2(x 1f 3

ossia si hanno due soluzioni, una falsa, da scartarsi (4= 8)e
I'altra esatta cioé 2X 2= 2X 2

Come si vede il neo del calcolo algebrico era anche qui ab-
bastanza visibile.

I'S* — Lanciando in aria tre monete la probabilita che esse
*

. . /1\ 1
cadano tutte e tre di testa e evidentemente 1-yj = -y ; come

pure che esse cadano tutte e tre dal lato croce.
Quindi la probabilita che le tre monete cadano tutte nella

stessa maniera, cioé tutte e tre testa o tutte e tre croce ey*

Ma fra le tre monete cosi lanciate, due almeno cadono nella
stessa maniera. Ora la probabilita che la terza cada di testa é

~2~ed y- é pure la probabilita che essa cada di croce. Quindi
la probabilita di vederla cadere come le due prime é rappre-
sentata da-y. Parrebbe quindi risultare da cid che la proba-
bilita che le tre monete cadano tutte in uha stessa maniera

sia data da -y e non da
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18. — Dividendo 1 per { + @ si trova la serie:
1..;3.‘. agl._xs_i_. cee
Ponendo & = 1{ si ha:

i 1
== = - — 1 —1 A

ma aggruppando per due i termini del secondo membro si ha

1
zero per risultato; dunque...... 5 = 0.

Daniele Bernouilli ha cercato dj provare con un {‘ﬂg‘;?’;‘;‘i
mento metafisico basato sulla natura stessa della serie di

: . .1 : . a
81 tratta, che il suo valore ¢ 5 Eccolo in sunto: la somm

dei termini dellg serie 1 —

t+1—141~....¢ ugualeazero
o all’unita secondo che i

! numero dei termini considera.ti e
pari o dispari; ora, Pinfinito non essendo pari né dispari ne
segue che non v'é maggior ragione perché la somma dells
serie infinita sia zero od 1 e quindi, secondo le regole del cal
colo delle probabilitd dovra essere ;

140 1
) 08ssia 5

.

19. — Dall’equazione esatta:
e21rv —-izein\/‘—i (4)
innalzando alla potenza \/

—18i deduce I'equazione assurds:
. - (B)
e 2 —e im

Ma occorre osservare quanto Segue. Per deflnizione:

et -i=cos2kn+\/~1sen2kr:=1

Abbiamo dunque digia

che ciascuno dei due nembpri dell®
equazione (A) rappresenta ’unita (1),
—_—

) M. Vailis, Des tormes imaginaires; leur iuterprétation en abstrait et en
ooncret. Paris - Gauthier - Villars, 1869, )
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D altro lato I’ espressione ( potenza\/ —I)non avendo alcun
senso a priori, ammetteremo che:

(e2/c*/™i)\/-t = i V/-1

e ci bastera definire quest'ultimo simbolo. Ora, se si pone:

si ha in generale (1):

ly=\- \i0)= - 12 *V - 1= —zk'*
dunque ;

N e- 2feTt
0 in altri termini. La potenza V —” dell’espressione :
,2Kitv —t

ha un' inftnita di valori reali, disuguali e costituenti una
gressione per quoziente- In particolare innalzando a a po

indicata con V' —1 le due espressioni (A) uguali ciasca"®
unita, si riproduce due volte tale progressione. Ma a

k\/ —

non si pud concludere che sia:

c 2, =¢e-1*
ao. - Se sielimina 9fra le due equazioni:
y = (x —a) tang 9 y = —(x—a)cot 9 ()
moltiplicandole membro a membro, si trova.
yad.{x- a)=0 (2)

0) V. «Couvs d'Artalyse » di Sturm.



L

~— 238 —
Ma se si scrivono le equazioni (1) cosi:
@senb—ycosf=qsenh @-c08 0 4 y sen b =asosbd
e si fa la somma dej quadrati si ottiene:

xt + Y = ot N

Spiegasione, — Le equezioni (1) rappresentano, quando:i":;:;

due rette rettangolari mobili intorno Bl puntio (a, Q). Se e (;ue
nel campo del reale il luogo dell’ intersezione di ques

i g
rette si riduce gj bunto (a, 0). Ma ciascuna delle rette isotrop

e + \/-1) condotte pel punto (a,lg
a sé medesima, si puo anche dire che i
mpone dell'insieme di queste rette rap
presentato dail’e uazione (2). . -

Se si immlzam:1 8 quadrato le equazioni (3) e le si add;:lzltl:
Nano membre g membro, si combinano due rette para :‘w
m ed n condotte Per 1 punti (@,0) e (~a, 0) con due re o
m' e n! condotte Per gli stessi punti in direzioni rispettiv )
nente perpendicolari alje rette m ed n. Le rette m’, a!, com
pure le rette n ed m si segano sul cerchio (4).

(di coefficiente angolar
essendo perpendicolare
luogo considerato si co

4. — Cercare 1 luogo del punto medio P d'una corda MN
d’un’ellisse, che sia

veduta dal centro O sotto angolo retto.
Le equazioni della ¢

orda M N e del diametro coniugato 0P
essendo :
= - v* t]
¥=met+n y=_ S
e la condizione che 'angola M o N sia retto esprimendosi con
l’uguaglianza :
PO+ b8 = a1 i (g 4 oy @
'equazione del luogo P si ottiene eliminando m ed n fra le-
relazioni (1) e (2). Si trova:
@f+ U a Yt g1 any o b (at 3 + ps vy @

I luogo passerebh
oppure l'equazione (8) conterrebbe u

Spiegazione; — L’origine ¢ up pun
fatti, lq condizione dj pPerpendicolg
cata per:

¢ dunque per Porigine delle coordinate,

o isolato della curva. .In-
P& 1 4+ momr =0 & verifi-

m=m'——=+\/: € per mam'm--\/——-_i
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Risulta da cio che le rette M N, OM , O N possono confon-
dersi in una sola avente per equazione:

y=xV-—1 0 y=— —1

0 e il punto medio d’'una tale corda.

La stessa difficolta si presenta quando si cerca la pedale del
centro O d' un’ ellisse. Questo punto & un punto isolato della
podaria; esso corrisponde agli assintoli immaginarli uscenti
dal centro.

Una dimostrazione teologica.

E del P. Gratry. Egli pretendeva dimostrare matematica-
mente che Dio, ossia I’ infinito, pud creare qualche cosa da

nulla, ossia dallo zero Infatti, egli diceva, -y € il simbolo ma-

tematico dell’ infinito; moltiplicandolo per zero si ha ~y che é

il simbolo dell'intederminazione, ossia che rappresenta un va-
lore qualunque.

Senonche il P. Enfontin, pur trovando ingegnosa assai la di-
mostrazione faceva rilevare come il P. Gratry concludesse con
essa appunto al contrario di quanto si era proposto di i~

strare, poiché ammetteva che per creare qualche cosa "ossia " j

con zero, Dio dovesse gia essere in possesso di A ossia d una
guantitd determinata.

L ’equazione di 2° grado risolta aritmeticamente.

Un numero N &€ una somma che puo essere divisa, in y modi,

(N\*
in due numeri il cui prodotto varia da N —i ad ™-yj * ~™0SIc"
°he si ha: differenzi
t+(AT—i)= IV iX(AT-)=1Jv-1 i iv_ 3
2+ (Af-2)=vV 2X(N-2)=2W-4 j ",_ g

3+ (iV-3)= iV 3X(A~-3) = 306f-9 j



In questo prospetto
1.° La colonna dell
sivi & una progressio
diversi prodotti deri

possiamo notare due cose: '
e differenze dei diversi prodotti succes-
ne aritmetica di ragione 2; dim0d°°he?
vano dalla quantita N —1 alla.qlmle_t
8ggiungono successivamente i termini d’una progressione “;‘e
metica decrescente, di ragione 2, che comincia con N —
termina coll’ynita, . nta
2.2 Ciaseuno dei termini qi tale progressione rappresents
Ia differenza + ¢ gei fattori che compongono i prodotti corri
spondenti, Cosj :

N—3=(N=2—2, 41
N—5=(N~3—3, 41
N—T=(N—-3)—4, 41

Passiamo ora g risolvere il problema seguente :

; 1A
Problema, — Trooare dye numeri la cui somma sia 100 €1
prodotto 2211,

Con I'algebra noi abbiamo subito I’equazione :

w’—100w+22ii=0 &' =133 =67

Aritmeticamente, invece, cominciamo col costruire 1o spec-
chietto di cui sopra:
differenze
14+99=1¢gp 1 X99 = 99; .
2198 = {00 2 X 98 = 198
3+ 97 = 100 3><97=291} %
; 93

nelle differenze. Se-
condo la primag 0ss

fatta sopra, si ha:
2211:99+97+95+. e

ervazione,

.
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1 quoziente 2211 per 9 sara un limite inferiore del numero
di termini della progressione decrescente che, nel loro Insieme,
costituiscono il numero 2211 :

2211 2X PO+ 33 di resto

Mg, eccettuato il primo termine 9 che é esatto, ciascuno

degli altri 21 termini é rispettivamente minore di 2, 4 6 — 42
unita, che aggiunte le une alle altre, e a 3 di resto, danno:

B+ JLtiL x 2= 495

Queste 4% unita ci forniscono un certo numero di altri ter-
mini della serie a partire dal 23nQ che & 55
Dividiamo parimente 495 per 65:

5% S
Il primo termine 55 essendo il solo esatto rimangono :

2-f4 + 6 +

unita da sottrarre sugli altri 8 termini :

2+ yg- p

Queste 72 unita ci forniranno altri termini della serie a par-
tire dal O che & 37. Ora 72 ci fornisce appunto i due ultimi
termini 37 e 35, poiché 37+ 3= 72 Il termine cercato & dunque
~ 3, cioé secondo la 2' osservazione fatta sopra, la differenza
dei due numeri, + 1 La differenza dei due numeri essendo 34
e la loro somma 100, 134 € due volte maggiore e 66 € due volte
minore. Due radici cercate sono dunque 3 e 67.

Altra soluzione. — Se i dué numeri fossero uguali a 50, la
loro somma sarebbe 100e il loro prodotto 2300. Il prodotto dato
essendo 2211, la differenze 289 rappresenta il quadrato della dif-
ferenza in piu od in meno fra il numero 50 e quelli cercati.

La soluzione sara quindi :

989= 50+17 = S6/

Soluzione questa assai piu breve della precedente.
16 —Gukhsy. —tfatem. ciilett.
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Boluzione grafica delle equagioni,
Sia f (@)= 0 un’equazione algebrica. Siano:

¥ @, y)=0 V(@,y)=1
due equazioni tajj che P
muni alle curve che esse d
quando ¢io sia possibile, g
curve ¢ e ¢ corrisponde
F(@) = 0. La reciproca no
accadere che (indicando
Precedente) le radici co

equazione slle ascisse dei punti fg-
efiniscono sia precisamente £ (@)= 0;
d ogni punto reale comune slle due
ra una radice reale dell’ equazions
n é necessariamente vera. Pud infati
con a una radice reale dell’equazione
muni alle equazioni:

gl@,yy=o Y{a,y)=0

. 3 K ua.
non siano tutte reali, dimodoché ad una radice N?H’e _de” 53me
zione f (@)= 0 pyy corrispondere un punto immaginsario (ave

e alle due curve Py

N Modo queste due curve che ogni punzg
ad essa comune e avente ascissa reale, sia necessariamen
goale; il calcolo delle ragici real; qur equazione proposte
J (@) = 0 si riduce in tal caso alla costruzione dej punti comunt
alle due curve ?,¢.

Supponendo verificate e condizioni accennate, e costrutte
le due cur s ¥ (prendendo 5 : nagli
minata) si misureranno conp tale unita le ascisse dei puntires
¢omuni alle due curve e gj

8vranno cosi i valori numerici delle
radici dell’equazione Proposta; il che si dice risolpere graf-
camente questg €quazione,

Passiamo org ad alcunj esempii,

Equazgione gi Secondo grado.

. — Se nell’equazione -

P tpetg=p
poniamo :

V+par4qg=y
Non si ha dunque che da trov

&re i punti ¢qo
rabola di Secondo grado ¢ ad u

muni ad una pa-
na retta.
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Esempio. — Sia I’equazione data:

— 1-=0
Costrutta la parabola y = x* (con OH = t) e tracciata la retta

y4-p»+g=20
ossia:

y+~a5-1-=0 (0P—3 OR= -1~

3
VU= xx=1 TS= &t— 2

Come e ben noto i punti U ed S si possono ottenere senza
tracciare la conica.



¥
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2. — Le radici dell’equazione data sono le ascisse dei puntl

d'intersezione (fig. 130) dell’asse @ col cerchio B F Q aveni¢
per equazione:

o4y +po+qg=0
circolo che si pud sempre costruire (fig. 130); quindi il pro-

blema ¢ ridotto a trovare le intersezioni d’una retta con ud
circolo.

3. — Rendiamo omogenea l’equazione generale, introdu-
cendovi la linea r considerata come unita:

' t+pr=gqr?
E, mettendo i segni in evidenza:
Btrtpae~=+ k?

indicando con k una media proporzionale fra r e il valore 8¢
soluto di ¢. Abbiansi ora a costruire le radici dell’ equazione:

**+pa=K

Prendiamo su di una retta, un segmento EF=p e descx‘}-
viamo su di esso, come diametro, un cerchio; conduciamo 1

G

Fig. 131,

E ls tangente EG=k e conduciamo la G L per il centro O

Le pue radici dell’ equazione saranno rappresentate da G H
da — G L. Siccome V’equazione :

B—pax=Kk*
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non differisce dalia precedente che per il segno, le sue radici
saranno GL e —G li. L’equazione :

al- px = —k*
sl pud mettere sotto questa forma:
x{p —x) = K1

Descriviamo sulla retta E F —p come diametro, una semi-
circonferenza. Conduciamo in E la tangente E G== k\ condu-
ciamo GR parallela ad E F e abbassiamo, dai punti H nei

M

quali essa sega la semi-circonferenza, la perpendico a
diametro E F. Le radici cercate saranno E L e . ,

Affinché le radici siano reali occorre che a
semi-circonferenza, cioe :

hiS OM ossia n :'2P

come é d'altronde noto analiticamente.

4. - Metodo di Steiner. - -AdNGf circonfepenzg (B0 o >pm/

di raggio F T = 1si conducano due tanDei
basendo

x*—px\qg =0
lequazione proposta, si portino (tenendo conto del segno):

Ta= £ on= %
P P



— 246 —

La M N sega il circolo in P e Q che, proiettati da 7 forni

gcono in O R ed O S i valori delle radici dell’equazione data,
col relativo segno,

La fig. 129 si riferisce al caso dell’equazione:

o A4 g 2
P —-3a42 quindi ikl p 3
@®=08=2 @y=0R=1

Quando g é negativo le due radici sono reali e di' sesgz
opposto; infatti M ed O N risultando in questo caso di segc
opposto, 1a M N é necessariamente segante del circolo, ecc.

T M
F Q
P
Q N R S
¥ig. 138,

Se g ¢ positivo, T M e O N hanno segni uguali e in t8l c:azq
la M N pud riuscire segante del circolo (due radici reali, d

ugusl segno); tangente (una sola radice —E’L), esterna (nes-
suna radice reale) (1).

Equazioni di 2° grado.

Soluzione ool regolo calcolatore. — La somma delle radici
dell’equazione generale di 2° grado:

Ptewtd=0

& uguale a — ¢, e il loro prodotto & uguele a d. Da cio queste
regola:

() Vedasi la dimostrasione geometrica dl A. PApoa nel Bollettino di Mate
matics. Anno Ifl (1904) n. I, & quella analitica nelle « Questions riguardanti 16

Geometria Elementare» di F. KNxiques, pag. 406.
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D Se il terzo termine dell’equazione e positivo :

Mettere il corsoio sulla divisione d di R (essendo R ed r le
divisioni superiori del regolo e della parte scorrevole); poi
spingere r sino a che la somma di y, numero letto su R di
contro alla divisione 1di r, e di z, numero letto su r di fronte
al corsoio, sia uguale a c. Le radici dell’equazione sono allora
y e z; tutte e due sono di egual segno, opposto al segno del
secondo termine. Cosi nella posizione della figura, il regolo da
le soluzioni di :

Xx*+9x 20=0 (radici : —4e —5)
- 9x +0=0 (radici : + 4e + 5

Fig. 134

2 Se il terzo termine e negativo :

Mettere il corsoio sulla divisione d di R ; poi spingere r fino
a che la differenza tra p, numero letto su R, di contro alla
divisione 1di r, e Z, numero letto su r di contro al corsoio,
sia uguale a c. Le radici dell’equazione sono y e z. Esse sono
di segni contrarii e la maggiore é& di segno contrario a quello

del secondo termine dell’equazione.
La posizione della figura corrisponde alle soluzioni di:

X* X —20=0 (radici : + 4e —5)
x* —x —20=0 (radici: —4e+ 5

Equazione di terzo grado. — Abbiasi I'’equazione :
X,+px +qg=0

i. — Le radici reali dell’equazione sono le ascisse dei punti
reali comuni alla parabola cubica y = & e alla retta:

y +px+qg=0
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Prendiamo, per esempio, ’equazione:
5 2

@ ——-@— =0 _avremo &=y i
L B ®
y—gao-5=0 .

B+ TN

O

IR
P M

Fig. 135,

La retta (2), ossia m, sega la cubica (1) in tre punti, epper?
P’equazione proposta ammette tre radici reali,

2. — Possiamo cercare i punti comuni alla parabola di se-
condo grado y = &? e all’iperbola equilaters:

xy+petqg=90

iy




- 249 -
3. —Cominciamo dal considerare |I'equazione:
X*+px* gx=20
Ponendo y —x* si ottiene :
y,+ Pi/4-ga? = o

Queste equazioni sono quelle di due parabole delle quali si
dovrebbero trovare i punti d’intersezione. Ma essendo i loro
rettangolari, i loro punti comuni sono sul circolo che ha
per equazione:

il che riduce il problema a trovare le intersezioni d un circolo
con una parabola, escludendo Il'origine.

4, - Sia tracciata su un foglio di carta trasparente qua-
drellata la parabola j/1= x (ossia o a?, oy)\ sopra un sec
foglio siasi disegnata una serie d’ iperboli equilatere av®’ !
stessi assuntoti 0> x], 0’ yi e corrispondenti a valori su”
temente approssimati dalla potenza (equazione x'y —P>
variabile). .

Se si trasporta il primo foglio sul secondo in nodo ®
assi o> X ', 0’ < siano paralleli ad o x , oy e passinoP P
0” («, £> del primo foglio, I'equazione di una delle pe
ferita agli assiox , 0y sara:

(@—a)ly —j3=p

®le ordinate dei punti nei quali questa curva incontra la pa
rabola sono radici dell’equazione:
0

¥ ~«iy—Q=p
ossia;
y*—Py *xy —p~ 0

Questa puo essere resa iden-
tica ad una data;

y%t Ay*+ By -fC =0
facendo :

Fig. 1%
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5. — I sistema articolato rappresentato neila fig. 133, do-
vuto a Sylvester, fornisce le relazioni:

a . a b
AB‘-—‘-—-O—A—- BC= OB AD= AC

dalle quali 8i deduce:

B OA @t —b)OA=a*-0D

Equazione di quarto grado.
1. — Sis ’equazione:
+parttyqetr=90
Poniamo y = %, ’equazione diventa:

Y*+pytgqo+r=90
che si pud mettere sotto questa forma:

D+ (p—-ytextr=0

che & I'equazione d'un circolo, del quale hasterd trovare le
intersezioni con la parabola di secondo grado y = &*
Esempio. Abbiasi I’equazione:

-t o —-2=0

Se ne otterrenno le radici reali come accisse delle interse-
zioni R, S della parebols (fig. 135):

=t ()
col circolo:
4P -2yt @ —2=0 @
2. — Nel caso generale, sia ’equazione :
Frrndtpart+qrtr=90
Ponendo »*=y 4+ a & avremo:

yP+atmaoyt - - =0
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S é cosi condotti a prendere a = — per cui si debbono

trovare i punti comuni alla parabola :

afl=:y~~-a3

e al circolo

Esempio. Sia I'’equazione data
X* —4a)s+ 5wi-f-a}]—2=0

Le radici reali saranno le ascisse dei punti d’intersezione
E, G(flg. 132 della parabola:
X*=y+ 2X (3
col circolo:

sfl+y'+ &6-2 = 0 w

Equazioni numeriche ad una incognita, di qualsiasi grado
Sia:
axm+ bxm~I+cxm~i+

un'‘equazione di grado m nella quale le lettere a, b, c e * * »
rappresentano coefficienti numerici (flg. 137).

ba un punto O preso ad arbitrio, prendiamo, verso sinistra
ad esempio, una lunghezza OA = a che servira come unita.
Perpendicolarmente ad OA portiamo da A in B una lunghezza
AB = b andando verso sinistra se b & dello stesso segno di a,
o verso destra se € di segno contrario. Perpendicolarmente ad
«dB portiamo da B in C una lunghezza BC = ¢ andando verso
sinistra se ¢ € dello stesso segno di b e verso destra se é di
segno contrario. Facciamo la stessa costruzione per tutti i coef-
ficienti dte, f ........... p.fce arriveremo infine ad un ultimo
Punto K dopo aver tracciato un contorno poligonale rettango-
le OABC e e« «GK i cui lati sonoin numero m + 1, uguale
a quello dei termini_dell’equazione proposta.

Cio fatto, se si puo passare dal punto O al punto K seguendo
unaltro contorno poligonale rettangolare O A' B1C
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di m lati solamente, i cui vertici consecutivi poggino x'is¥>em"1
vamente in A’, B!, C' « « « -+ - sui lati AB, BC, CD + + - - * ae

. t
contorno primitivo, il numero che esprime la lunghezza AA
é una radice dell’equazione.

Quante volte differenti si potra andare cos! d}a 0in K, Dﬂgg
sando per dei punti Af, Aty AT .+« .. situati sul lato 45

altrettante volte si avranno delle radici reali dell’equazione,

rappresentate dalle lunghezze AA’, AA!, AA - - - - espressé
in numeri.

Quanto ai segni di tali radici, esse saranno positive sz i
punti A’, A", Al cadono a destra di OA (andando d8

O verso A), e saranno negativi se tali punti si trovano 2 sini-
stra di OA.
Esempio. Sia:

B—6xr il —6=0

'equazione da risolvere. Si fara nel modo indicato, la costri-

zione del contorno poligonale rettangolare di quatiro lati

0 A BCK. Si pud allora andare da O in K seguendo i tre per-
B B B* B~ _C

Alﬂ

O

K
corsi rettangolari, di tre lati ciascuno, OA! B! K, QA B K

OA!" B!l K. tre segmenti rettilinei AA', AA", AA! Tappresen-
tano le tre radici dell’equazione e siccome esse sono respettiva”

mente uguali ad OA, 8 2 OA, 8 3 OA, e situate a destra di 04y
8aranno:

+1 + 2 +3

Uno strumento speciale venne inventato da} Capitano au-

striaco Lill per supplire al tracciamento grafico dellg figura,
ma non & qui luogo da descriverlo.
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Metodi fisici per la soluzione
dei sistemi di equazioni algebriche.

Metodo idrostatico di A. Demanet. —Questo metodo € adotto
alla soluzione delle equazioni di terzo grado, della forma:

X*+ X=¢C

nella quale c indica una costante positiva data. Esso e basato
sulluso di vasi comunicanti di forma convenientemente sta-

bilita. Se s’introduce un volume determinato di liqui oin u
di tali vasi comunicanti, I'altezza comune del liqui o nei
vasi fornisce il valore della radice cercata.

Per risolvere I’equazione :

X3 X=¢€

si prendono come vasi comunicanti un con® di'base r
(ad asse verticale, col vertice in basso) il cui ¢S

e I'altezza a siano nel rapporto:

e un cilindro di base uguale ad un centimetro quadrato. Se si
versano ¢ centimetri cubici di liquido in uno dei due vasi co-
municanti il liquido s’ innalza ad una medesima altezza h in
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ciascuno dei due vasi; il volume di liquido contenuto nel vaw
conico é sllora uguale ad A%, quello contenu

to nel vaso cilir
drico ¢ uguale ad h; si ha dunque:

R h=c

. dice
L’altezza h, che si pud misurare, fornira dunqueé una rb
@ = h dell’equazione:

tto=c
Per risolvere 1'equazione:

o—-od=C

. jlindrico
s'introduce nello stesso vaso conico isolato un solido (;::::e ver-
di un centimetro quadrato di base, in modo che il vO

. ter~
sato ¢ sia la differenza del volume h® de! liquido che con

: ume
rebbe il cono se il pezzo cilindrico fosse isolato, € del vol

s o1-
h del cilindro. L’altezza osservata h del liquido versato f
nisce dungue una radice dell’equazione:
R—-w=c ”
Questo procedimento pud estendersi facilmente ulle_ e;l)w
zioni trinomie qualunque, poiché esse possono metters!
1a forma:

oMt pt=¢
D'altronde, mediante la sostituzione:

y=avVv p

si pud ridurre quaisiasi equazione ridotta del terzo grado:
VEtpy=q

(nella quale p e ¢ sono numeri positivi qualunque, dati) alle

formsa:
P to=c

1l metodo Demanet si complica pero assai per le equaZiO“i
a piu di un parametro.

Bilancia idrostatica di G. Meslin. — Con questo apparecchio
8i puod risolvere qusisiasi equazione della formna :

pamtqan4 .. ... =A

qualunque sia il numero finito dei termini del suo primo
membro.
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La bilancia di Meslin & costituita da un giogo al quale sono
appesi, mediante sbarre rigide ad esso articolate, dei corpi
solidi (M), (N)......... ad essi verticali, dei quali la forma e
le dimensioni sono tali, che i volumi immersi, quando li siim-
merge di x unitd di lunghezza in un liquido, siano proporzio-
nali ad xm, xneeee Sj fissano questi solidi (Af), (N) eeee
a distanze dell’asse di rotazione rispettivamente proporzionali
ai valori assoluti (p), (Q)......... dei coefficienti p, q ..ccoenvene.
dell'equazione data, a destra o a sinistra di tale asse di rota-

zione secondo il segno di tali coefficienti, e in modo che 1
punti di sospensione siano in uno stesso piano orizzontale
guando il giogo é in equilibrio.

Equilibrata la bilancia, si sospende alla distanza 1 dall asse
di rotazione del giogo, un peso uguale ad (.A), a destra a si-
nistra di tale asse di rotazione secondo il segno di A- L*e(lu"
librio & rotto, ma lo si ristabilisce versando del liquido entro
a dei vasi comunicanti posti al disotto dei solidi {M), (Af)

Se h é I'altezza immersa quando I'equilibrio é ristabilito, le
spinte esercitate sui solidi (M), (Af) «* « ee trasmesse al giogo,
sono rappresentate da h'n, hnemee+;i loro momenti rispetto
all’asse di rotazione del giogo, sono dunque rispettivamente
uguali ap hm g hn ee e+ Poiché si ha equilibrio, la somma
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e ANj /\ | *
ANis ;?et to | 16?1* mornenti hag'éale al momento A el =

ris o stésso asse ; si
phm-tqhn-f. ... a
una radice immersa che é facile misurare, farise
Se do™? h dell’ec<iaazione considerata,
versa una min?6 C Sl trovata una soluzione dell’equaziore, §
or (r ; f, r ntit?,d nei vasi posti al dsito
8e si continua'a versar* e dagprlma distruttO' n8
bilito, I'alt*?™ h, Sare flno a che esso 8la nuovamente nda
I'equazione e cn«i ™mersa fornisce una seconda radice di-
Percheil'v! seguito.
ad gua n IlUM? imiuerso del solido (M) sia proporzionale
un solido di rivol!?™6&™ 6 di x' basta prendere per M
equazione : zlone la cui curva meridiana abbia g"
y % eoo™—

nelle quale il vai
lunghezza scelte. °Fe ~ ° d*pende dalle unita di massa e d

Al termine & deli’A
cilindro, al termine J*uazione considerata corrisponde cosi N
e cosi via. Paraboloide, al termine ir3un cobo
risolvere un’
non occorrono dumuufi?116 ridotta qualunque del terzo &
b Paraboloide che cn ~ 88 cllindro e un cono,
s ituito da un diedro a far?*00?6 8l termine a* puo essere a
d orizzontale. il cilindro n.!P 886 la cui c°stola sia in bes
zio 8°h ° da una piramide essere istituito da un prisco
di 8 0 liteJdzo grado, ridotta ~Ulsa che Per risolvere un'equ

Altri profaC<e piane- n°’ 9 PU8 far uso s°lamen
qualsia»? dovutiad X ch m t* n°n descriveremo per h<
Sn 2 datT; aw vl,fStrarre le cadici, dordi.

sistema di n equaziéni Uneir (2>P™ la soluzioi
storio elettrico di ptt eCC

cienti realf~tft21086 aleebrk?a di~rad” reali od imma

una sol» ate nurnericamente ado qualsiasi, a coe

“ SOa »°TJ° a,tenute c«

oolcoli con un procedi
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mento dedotto dalla teoria dell’elettricita ed esposto da Felix
Lucas in una sua memoria all’Accademia delle Scienze di Pa-

ri%ii nel ]%8)' . . o .
a F(z) = OTequazione data, di grado n. Ad arbitrio, fis-
sianmo n -f-1 numeri reali disuguali =

, X3 * Xnei
e poniamo :
f{z)= (2- a,) (z - &,) . {(z ~ J

Scomponendo la funzione razionale - in frazioni semplici

d puo metterla sotto la forma

Fz) _ N *1
f(s) z—a, ' z—:

rella quale Jysono tutti reali e determinati.

Seguiamo nel piano (P) delle variabili complesse z, assimi a
ad una lastra conduttrice circolare di raggio sufflcien eme
grande, i punti :

, ¥a n*i
dell’asse reale avente per ascisse :

X, , XU . ¢i

Se si carica ciascuno di tali punti »i di una quantita di ™
tricita proporzionale al numero >, di medesimo in '

nno

nodali delle linee equipotenziali tracciate nel piano

ipunti-radici dell’equazione considerata F (z) — tioa
Beninteso che caricare un punto d’una quan, i a3

di elettricita, significa, scaricare questo punto

soluto di detta quantita di elettricita. conduttrice

Per tracciare le linee equipotenziali su qualsiasi, lo
(p) basta rendere tangibile, con un procedeterminare
stato elettrico di tale lastra. Si puo, peif es ] " Kirehhoff (2)

tali linee col galvanometro applicando * Guébhard (3).
o disegnarle elettricamente col proc

v. Conptea reudus. Volume X¥ i®) pal. N nata i ag.«7.
((E)) v. Annaleu Phys. und Chemle, VoI")’ p Olume i (ianaea?m pag. 20s.
(3 Journal de Physgue théor. et app u

17- Ghrusu - .Afotem. diteti.
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I.o stesso Lucas fece notare (f) essere piu c(;’:‘:d:;“_ «
per iz una funzione razionale intera di grghe Eorrispan
di grado n 4 1. Il metodo elettromagnet!cp o i una e
tale grelta riesce particolarmente sempllc_:e-onmmem'o s
costituita da un foglio di carta ben teso orxzz0 agnetico 3
una sottile lamina di vetro, si crea un cam{P”O Le linee 8
spande sulla lastra una fine limatura ai eB dt; persesﬁeﬁ
forza del campo magnetico si disegnano a'“ordice  ercati %
per mezzo della limatura di ferro. 1 punti-rad i sui qui
i punti neutri del campo magnetico, cioé quei 4
la forza magnetica e nulla. ) gerve alt
Un apparecchio elettrico immaginato da L-'h:iﬂ“
valutazione delle sole radici reali delle equazionl.

Risoluzione elettrica delle equwo:l
coll’uso del ponte di Whesatstone.

e vieiog di Londs
Nella seduta dell’41 giugno 199 della Societa Fisica

. o
. : ico per
Russell e Wright presentarono un dispositioo elettr
lutare le formole e risoloere le equazioni.

10
- resentd
1l dispositivo speciale del ponte di Wheatstone r?!\);;rigm per
nella fig. 140 secondo 1'Electrical World, dovuto a

G

Fig. 140.

roette di determinare, con una manipolazione semplicissxmﬂ‘
tutte le radici reali A’ un’equazione algebrica di grado qud
lunque, purché uno dei suot termini sta affetto dal segno 1¢”
gativo, il che si pud sempre ottenere mediante opportuna t18°
sformazione.

‘_.‘
1y

(1) C. R. de 1'Academ. des Scleuces de Paris,

1888. Volume 107 pag. 1072 € 1800
volume 111 pag. 965,

- |
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Questo ponte di Wheatstone ai compone di un filo resistente
diviso PQ, in mezzo al quale, in O, fa capo il Alo proveniente
daunodei poli d'una pila. Alle estremita di questo Alo Q sono
comnessi, da un lato i Ali dun galvanometro G, e dall altro,
dei circuiti derivati A, A, At, eco. contenenti delle resi-
sterze Bt B, B3 eco. e il cui numero & uguale a quello dei
termini dell’equazione. Ciascuno di questi circuiti rappresen a
uo d questi termini ; quelli del lato A, A,, ecc., i termini po-
sitivi, quelli del lato A,, i termini negativi. Oro, si sa che se,
in questo dispositivo, la corrente che attraversa il galvano-
metro diventa nulla, le resistenze di questi varii circuiti sono
tali che la somma delle conduttanze dei circuiti dei due fase
paralleli e opposti € uguale, e che attribuendole il segno -f o»
secondo che essa rappresenta dei termini positivi o negativi,
la somma di tutte queste conduttanze é nulla. Se dunque per-

veniamo a rendere queste conduttanze ugual’

dei termini dell’equazione nel momento in cui somma
traversa Gsara nulla, avremo ugualmente annullata la somm

algebrica dei termini di questa equazione.

dispositivo
. Per megliofar comprende come P “ o”uguaie
e pervenuto a rendere ciascuna di ques tratti di

uno dei termini dell’equazione, supponiamo che «
trovare le radici reali di una equazione

a? a,x*—«i * + a#—o0O

e che si voglia dare alla conduttanza di uno dei circuiti un
va'mol‘oreluguale_ad atxl*. ircuito una resistenza B, che

tal uopo, intercaleremo tenza costante SB (fig. 140aia)
sara composta d’'una prima
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¢ duna rsisenan regolable 05, Quest e 8 oL
isolante, di forma t le che d'un garbo ONSCP Y it "800
fra un punto N uaf ¢ che la cond.uttan;a d?l filo corppresq
questo garbo e 3 \n:que dello spigolo inferiore re?tih?\eod:‘
fronte a tal pumo%m ? B sia espresso 'dalla cifra iscritta @
La conduttanza di SSBu la scala logaritmica (a) di questo gorbe
uguale ad 1 e quell dsara dungue uguale & 10, quella fix 0B
medio qualunq?xe eaB el fllo compreso fra un punto N inter
presentato in vera gr Sgra tale che il sno logaritmo gara rap
lettera p. 1 fili grandezza dalla lunghezza ON segnata dalle
i avvolti sul garbo sono messi 8 scudo 1ungo s

1 costola OS e un corsoi0 mobile

P lungo questa serve a far variare 8

rp I / volonta la resistenza fra N € B.

A of ™ La resistenza in questione & Mo
K tata sul circuito derivato del ponte

x di Wheatstone nel modo indicatd

r nella fig. 141. Si rende il corsoio

Q mobile N, della costold AS dells

resistenza, solidale con up regold

OP lungo il quale esso pud scorrert

del pari, che si fa muoveré verth

calmente e parallelamente g 8

stesso lungo IV, di lunghez2® mi-

Fig. 141. surate, sulla scala Q, da un indice

" i‘b:rrcae indicheremo con & !
un ango etta OP f ticale

si abbia g téoeei?evg{l:’ per il termine sul qiaf: :lo ;’;l‘;;ra 0y
uguale ﬂll’eSDOne;lte di Zdlre che la sua tangente si8 gempre

In queste condizioni per’ nel ?eanine rappresentato.
sharretta OP uguale 'ad waualsmsl spostamento verticale del?
Soio lungo AS sard uguale &adlu“ghezZa di cui si sposta il 0T
Se, inoltre, disponiamo 1 @ tg 6,0, nel caso attuale, 8%
rigine 7 del movime a resistenza AS di tal i ro-
luneh nento di N sia ad e guisa che

‘ '1g ezza AN sara ugusie a p 4 2 una distanza p da A la
¢ Jogarilme della conduttanzs a6l oireuito conter lunghez?’
stessa ugual ra i punti N e B, questa co ito contenenie la I
e a p " Bastera dunque, nel nduttanza sara essd
»nel ponte di Wheatstone

di fare p=a .
= (y perché questa con
grandezza, il termine o, &*. duttanza rappresenti, in vers

Per o . ! )
ttenere un circuito simile a quello della fi i
g. 140, 1a cU
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conduttarza rappresenta dei termini della forma n
«, ¥X> ecc. basterebbe far fare alla sbarretta OP un angolo

la verticale, la cui tangente fosse uguale a 4, 3, t, ecc. ew
stare la resistenza per modo che la lunghezza
rispettivamente ad a4, a,, at, ecc.

Per trovare le radici reali dell’equazione di terz g
coe esenpio, il ponte di Wheatstone é disposto come
laflg iti bis. | quattro circuiti posti I’'uno al disopra e
soro tutti simili, coll’approssimazione dell’angolo ,a ci
della flg. Hi. Nel.circuito AB, che corrisponde al termine co-
stante, questo angolo 0 é nullo ;
regli altri, questi angoli O sono
tali che le loro tangenti sono
rispettivamente uguali ad 1, nel
circuito A, B,, a 2 nel circuito
A]B, e a 3 nel circuito A3Bv
Inoltre, le resistenze di questi
quattro circuiti sono spostate
versola sinistra delle lunghezze
espresse da ag, a,, a,, a3 sulle
scale logaritmiche di queste
resistenze. Infine, i tre circuiti
AB, AsB, e Aj B3sono connessi
a punto P del filo P, Qt, men-
tre il filo del circuito A4B, e
collegato al punto Q di questo
stesso filo, situato ad una di-
stanza QO da O uguale a PO.

Per trovare le radici dell’equa-
ziote- datm, basia spostare ver-
ticalmente la sbarretta II' sulla quale sono fissate tutte le
sbarrette oblique, fino a che la corrente che attraversa il ga -
vitnometro G sia nulla. Ogni qualvolta questa corrente si an-

nulla, si nota il valore di & indicato dalla scala S; & una delle
radici cercate.

Pare che uno sperimentatore un po’ esercitato pervenga fa-
cilmente a determinare queste radici coll’approssimazione dei
pit che sufficiente in pratica.

il

Fig. 141 bis.
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QUADRATI
POLIGONI E POLIEDRI MAGICI
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QUADRATI MAGICI

Abbiasi un quadrato suddiviso in un certo numero n* di
luadrelli, come una scacchiera. Collocando in ciascuna caselle
in NnumMero, senza ripetizioni, in modo da avere la medesima
sonma sia addizionando per colonna, dall’alto in basso, sia
per riga cioé da sinistra a destra o viceversa, sia per diago~
naie, si avra un quadrato detto magico (1).

L'origine dei quadrati magici é antichissima. Quando si at-
tribuivano a certi numeri particolari, delle virtu cabalistiche,
e naturale che se ne siano attribuite di grandissime, tali da
chiamarli magici, a certi quadrati nei quali la disposizione dei
numeri offriva caratteristiche singolari. Troviamo quadrati
magici in India d’onde vennero portati in Europa probabil-
mente da Astrologi. . L .

Cornelio Agrippa (1486t535) costrui quelli di ordine 3, 4e e e
Ano al 9, i quali secondo lui rappresentavano simbolicamente
i sette pianeti d'allora ; Saturno Giove, Marte, il Sole, Venere,
Mercurio e la Luna. Egli deduceva |I'imperfezione dei quattro
clementi (aria, terra, fuoco e acqua) dai fatto che non é pos-
sibile costruire il quadrato magico di 4 caselle, cioé d’ordine 2
E tale quadrato fu da altri adottato come simbolo del peccato
Orl'ﬂﬁmglfoh preservativo dalla peste era un quadrato magico
inciso su di una lastrina d’argento. Amuleti di tal genere sono
ancora in uso in alcune regioni d’'Oriente. Il quadrato magico

"M ~t~artieolari 8,Ua teoria del quadrati magici si posaom, couaul-
Ne:G. Arnoux <Les capace* hypennagiquea, e A. Margo”™ au <De lordo -

oance'dea uombres dans les carréa magiques impaira» Parigi ~8.

hditore
Hermann-, da quest'ultimo volume

ho ricavato gran parte del capitolo sui

quadrati magici dispari.
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seguente si trova su di un quadro di Alberto Dilrer rappre:
sentante la Melanconia (1500).

Per lo piu i numeri sono scelti in progressione aritmetica,
ma cid non é necessario, come vedremo. Si potrehhero at}c'htg
usare n progressioni aritmetiche differenti. Per semplicia
useremo in principio solamente s

! progressione costituita dalla sefie

! 15 ‘ 13 \ 4 dei numeri interi naturali 8 ¢
\ minciare dall’ unita.

\ La somma costante per colonne,

" ’ ! 5' ! righe o dingonali & detis la oo

|——

stante del quadrato. _

3 110} 1 ‘l 5 La somma dei primi r? numen

E naturali ¢ f%ﬂni, La costante

13 | 3 2 16 et )

L*—J ]l di un quadrato sara —gy n por

Fig. 142.

. i
ché vi sono n righe o colonne. B

; 1
cesi bage, modulo o radice ?1:0
quadrato il numero n delle caselle del suo lato. Cominceré

i dei s s . . Iy Q
coll’occuparci dei quadrati il cui modulo dispari € un numere
primo, maggiore di due, & vedremo poi seguendo quali norio

si possa passare da tali quadrati & quelli i cui moduli non
SONO numeri primi.

Quadrati magici i cui moduli sono numeri primi.

Osservando il gruppo fondamentale, ossia la serie dei primi
25 numeri naturali disposti di seguito per righe di 5, no-

tiamo subito che la costante 65 & uguale al prodotto del
modulo pel numero centrale 13, e che

le somme per diagonali e nella riga

e colonna mediane danno appunto la f_ i i :_,. i
costante. 8 7 8 9 10

Si possono dividere i quadrati magici — e —
in due grandl classi; una comprende 112 43| 14 (45
quelli nei quali i numeri hanno una e
disposizione ordinate, ben determi- 16117 | 18 | 19 | 20
nata, Y altra comprende quelli nei ol e
quali i numeri non seguono in appa- "z ' 23 | 2|2
renza un ordine determinato. Comin-

Fig. 143.
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cererao coll’ occuparci dei primi, dai quali d' altronde molti
cki secondi derivano. Si possono poi suddividere tali quadrati
indLe tipi dei quali ci occuperemo partitamente.

Tipo di quadrati magici a disposizione obliqua.

Per costruire un quadrato magico di modulo 5, per esempio,
cominciano coll’'adottare la notazione usata dagli scacchisti,
indichiano cioe con a, b, c, € e, le caselle della prima, se-

........... colonna, e con 1 2 3,4,5le caselle della
........... riga. Cosicché a 4 indichera la

Fig. 144

Quarta casella della prima colonna, d 3 la terza casella della
Quarta colonna, che sono segnate in figura con un punto. Chia-
meremo poi diagonale ascendente la D B &diagonale discen-
dente la A C.

Immaginiamo ora, attorno alla scacchiera principale, trac-
ciate altre quattro scacchiere uguali 'A, B, C, A disposte come
uella figura 145. Collochiamo poi il primo gruppo (1 a 5 della
Progressione, partendo da un punto qualunque (per ora; ve-
dremo fra poco quali posizioni siano da eccettuarsi), s unsi in
lai modo occupate le caselle che diremo regolari a 3
coi numeri 1, 2, 3 e le due caselle d 1, e 2della scacchiera A col
4e il S. Riporteremo il 4 e il 5 nelle medesime posizioni, ma
nella scacchiera principale. Al disotto del 5 collocheremo il 6
e successivamente, sempre seguendo la diagonale ascendente-

7,1 8 il 9 e il 10 Questi quattro ultimi occupano quattro ca-



indi ri i nelle cor
selle della scacchiera C, dovremo quindi P‘lpgé‘;‘i‘g; orincigs
spondenti caselle a2, 63, cé, d5 della_ sca Ao relativa f 0
Sotto al 10 collocheremo 1’11 e sulla dxagg;liew B alla
14 e 15, riportando il 13, 14 e 15 dallg Scadenti‘ s cos via S
chiera principale, nelle casellg corn_spon on(;izione perd die
ol 25. 1l quadrato ottenuto sara magico, a ¢

—{l Fig. 145,

la diagonale ascendente risyjtj Occupata dal gruppo med"an.a
(11, 12, 13, 44, 15) gelln Progressione aritmetica usata, il che di
pende naturalmente dalla casella sceltg Ccome punto di par-
tenza per collocarvi 1’1, In altri termini, occorre che 1'11 cade
SU una casellg della disgonale ascendente, Ossia che il 10 cada
SU una casells della diagonale superiore g quella ascendente,
€cc. Per ottenere Cio basters collocare it Primo numero ip una
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parallela alla diagonale ascendente, il cui posto a partire da
questultlma, sia precisamente quello della linea magica nel
gruppofondamentale.

Alle linee e colonne di questo gruppo fondamentale si puo
far subire qualsiasi permutazione ; tutte le disposizioni cosi
ottenute potranno venir considerate come altrettanti gruppi
fondamentali sui quali si potra operare come gia si e veduto
per il gruppo fondamentale naturale. Si avranno sempre dei
guadrati magici, purché sia soddisfatta la condizione di collo-
care sulla diagonale ascendente la linea magica o mediana
del gruppo fondamentale considerato.

Esempli, in seguito a diverse permutazioni siasi trasformato
il gruppo fondamentale naturale in quest auro.

B 52 2 A 6 19 5 2 13
3 5 1 2 4a 7 3 1 ¥4
B 5 n 2 wu 24 5 12 8 1
8 © 6 7 0 3 1 9 0 2
BD®B 1w o 5 8 18 21 4
Fig. 146 Fig. 147.

Cominciamo col collocare su di una diagonale parallela,
ajla diagonale ascendente, la seconda riga 3, 5, 1, 2, 4; poi al
disotto del 4 il 13 e successivamente 15 li, 12, 14, della riga
Magica, sempre secondo la regola sopra stabilita ; sotto al 14
collocheremo poi I’ 8 della riga successiva, ecc-

Si potranno cosi ottenere un grandissimo numero di qua-
drati magici differenti, nei quali si potra far occupare ad un
dato numero, non appartenente alla riga magica, una case a
determinata, purché non appartenente alla diagonale ascen-
dente. Tali caselle sono in numero di n* n ossia n (n —1).

Finora si & detto di collocare il primo numero della seconda
riga del gruppo fondamentale, immediatamente al disotto del-
I'ultimo numero della riga precedente ; ma si pud invece col-
locarlo 2 3 ecc., fino a (n—2) caselle piu in basso e proce-
dere poi come al solito, pur ottenendo sempre dei quadrati
magici, come nel seguente esempio, nel quale lo spostamento
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¢ appunto di n—2==3 caselle. In questo caso il quadratg_ oct:;
nuto presenta la particolarita di avere la dt_ngonale x:u :
dente occupata dai numeri della colonna mf:’dzana del_g 1())%0
fondamentale. Bastera scegliere la casella di partenza inm ;
tale che il numero centralt

| tale (i}
del gruppo fondamen
ak \ 92 1_15_ nel nostro caso) corrisponds
10118 ( 1 | 14 \ 99 al ecentro del quadrato.

17| 5 |13 21\9

s ife,
1l quadro di modulo 2 ¢ unico poiché é un quadrato im
essendo nel suo caso (n—2) = 1. . o st
Diamo alcuni esempii di quadrati magici del tipo finor

: " i diversd
diato, cioé a disposizione obliqua, di modulo 7 & di dive
grado (figg. 150, 151, 152).

6 132l e PERCARIN

3

e

et

341 8 |4t )18 | a4 10 | 23

14 140 1 47 | 43

39 116 1 49 1 26

23l 7 13310 36 | 20

! ) ;;—"J
Fig. 150, - Grado 2. Fig. 151. - Grado 3.

Si otterrebbero ugualmente dei quadrati magici jscrivendo

il primo numero della seconda riga del gruppo fondamentalés
1,2 « - -n- (n — 2) casella pill in &lto anziché piy in basso det”
Pultimo numero della prima riga; 1o stesso dicasj se jnvece di
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collocare i successivi numeri da sinistra a destra venissero
disposti da destra a sinistra (vedi fig. 153.

Lh quadrato magico del tipo obliquo finora considerato, ec-
cettuati quelli di grado (n - 2), si trasforma in un altro pure

B8 &4 8 4 2 B4
/s 1 H 1 H#HA B|A
U B 4 B 2 D M4
¥ 7 A 5 19 B 1B
63328|17461236
0 Z 1B'49 1D!P 5
% 1B5j48 9 & 3 2

Fig. 122 - Grado (n —2)= 5

magico dello stesso tipo, se si trasportano un numer

q -
di linee della parte superiore-inferiore alla par e i
superiore, a condizione di trasportare poi uno s ess
di colonne da destra-sinistra a sinistra-destra fi
n
9 2 X 18 u 6141220 1B
3 B uif
4 10 51 BIYT
2 0D 1B 6 4 24 7 15 8 |
B 14 7 5 2B B 1 9 2 B
5 8 1 2,. » 0 3 24 B
I —
Flg 153 Fig. 154.

Cosi, per esempio, nel quadrato della fig. 153 trasportando
al disotto le due righe superiori e poi a sinistrale due colonne
di destra, si ottiene il quadrato magico della fig. 154

Si possono far subire altre numerose modificazioni ai qua-
drati di questo tipo Cosi, per esempio, abbiasi un quadrato
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magico diviso in due parti secondo uno diagonale; si tragart
i riangolo che forma la parte di destra facendolo scorm
secondo le sue colonne fino a collocarsi al disotto dell'dto

N

9 5 18 1
3 2 19 2 1
2 D 13 6 4
B 4 7 5 x
L 8 1 » 17
2 B 18 |
© 12 10

6 4

Fig. 15 &3

triangolo; si potro formare
quadrato con le nuove dare
ottenute, che non sara pud
tipo obliguo ma di quellode
descriviamo nel paragrafo &
guente.

19 224 1B 5 Ir
3 2 24 1
2 14 1 B8 D
B 8 X5 12 4
5 2 © 6 33

Fig. 15

Quadrati magici del tipo a salto di cavallo.

In questo tipo di quadrati magici la disposizione dei
‘una stessa riga di u ruppo fondamentale viene tu
Iogo cﬁ ﬂ 3 Arupp

e per flnaa«

ai successivo si debba segi

lo spostamento del cavallo '®
gioco degli scacchi; cioe)
diagonale d’'un rettangolo
due caselle in un sensoel
nell’ altro; senonche nel n
stro caso la diagonale das
guire sarebbe soltanto una
quelle d'un rettangolo di d
caselle nel senso orizzonta
e tre nel senso a questo R®
P_endicolare come vedesi nel
1g. 15/.

Indicando con x lo spost
mento di una casella in sen
orizzontale e con 2y quel



- 23—

d due caselle nel senso verticale (semplici no”~”™om ~ poskt
tme) potremo indicare con (@+ 2f/) le coordinate dun ™
mero qualunque rispetto a quello che lo p ec -
2U + 2y) indichera la posizione d’'un numero rispetto a quei o
de lo precede di due posti; cosicché [kx + py) ;
in generale, che per passare da un eerio numero ac un
altro, occorrono k spostamenti d’una casella nel senso onzz
tale e p nel senso verticale. Converremo di assumere come
origine delle coordinate la casella d’angolo a sinistra, in asso.

Quanto ai coefficienti di x ed y essi non potranno avere c e
valori interi inferiori ad (n —i).

Per costruire un quadrato magico con questa regola si co-
mincia col collocare il primo numero della prima riga aun
gruppo fondamentale, in una casella qualunque; si colloca 1
successivo a salto di cavallo nel modo indicato e verso des ra

inalto. Quando tale salto conduce ad una casella esterna a
quadrato in costruzione, si

colloca il numero nella ca-

sella di uguale posizione nel B » 65 1B 8B 0
quadrato in costruzione, co- 9 % 4 21 3 48
me gia si e veduto per i qua- 1
drati OblIQUI. 7 17 % M4 I'].12 2 D
Ecco un esempio (ftg. 153
Quanto all'ordine delle ri- 8 5 £ 3 2 0 4
ghe e colonne del gruppo
fondamentale esso puo es- B B8 1 BB 6D
sere gualungue, e il primo N 4 2 19 0 8% o
numero si pud collocarlo in
una casella qualsiasi, senza P H 10 Z7 ¥ 5 1B R
restrizione. ’
Sein un quadrato magico 4 1 18!3% 4H I3
del tipo a salto di cavallo .
Si ope?a una permutazione 8 9 BB 4 2454
circolare delle righe e delle
colonne, il quadrato non
viene alterato nella sua ma- Fig. 13
gicita, neppure nelle diago-
nali( e questo carattere & proprio dei "juadraU ~ Uellc
Mici. Cosi, per esempio, dal quadrato fl colonna da

ftg. M per 1l semplice spostamento degié p

Titod? «Silo Sipud anche farlo secondo la diagonaie d’un
IR — (Ihrksi. — Afateli** diteti.



rettangolo di 1per 4, 1per 5§ e+ e+« 1per (n —2) caselle, cicgin
modo che i numeri abbiano successivamente queste ordinate
(x -f 3y) (x-\-4y)......... [x -f (a—2) y\ Anche questi quadrati
cosi ottenuti, salvo quelli del grado (n —2), riescono diabolici
ossia possono subire permutazioni circolari qualsiasi di rigne
o di colonne, restando magici. (V. fig. 161-162-163-164-165-166).

Anche qui, come si é gia osservato nei quadrati del tipo
obliquo, il quadrato della serie limite (n —2) offre la partico-
larita di avere una diagonale costituita dalla colonna magica
del gruppo fondamentale.

p ¥4 22D 7 2 3 7 4 5 6
5 2 3 0D D &4 8 6 17 21 8 19 D
1B B8 1 B B 6 6 ¥ B P DO A
1« 2 19 0 % U % DA F R B A
4910273751532 4445494647481
1 8 3 6 13 B p B 24 B 5 B Z
g B B 4 2 3|8 9 10 4 n 2 B
Fig. 150, Fig. 160

Nella flg. 163abbiamo un quadrato di tal genere cioé di modulo
7ad n 2= 5passi, derivante dal gruppo fondamentale della
flg. 180 nel quale la colonna magica € la quarta (somma 175.

La fig. 162 rappresenta un altro quadrato della stessa natura,
come pure le fig. 163 e 164, con modulo 5

La flg. 165 rappresenta un quadrato di modulo 7 con passo 3
e la fig. 166 un quadrato pure di modulo 7 con passo 4

Si possono poi ottenere altre varieta di quadrati scrivendo il
primo numero di una nuova riga del gruppo fondamentale non
immediatamente al disotto dell’ultimo numero della riga pre-
cedente, ma 2 3, <<« caselle piu basso. In questi quadrati la
somma del passo e del grado non eccede n —1; quando tale
somma é uguale ad n —1, i numeri della colonna magica del
gruppo devono occupare la diagonale discendente del quadrato.



Fig. 165
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La flg, 167 offre un esempio di tali quadrati limitimAltre serie
di quadrati magici si possono ottenere collocando il primo n+
mero d'una riga del gruppo fondamentale, non al disotto op-

B 5 2 9 1
6 13 20 2 4
24 1 8 1B 17
? © 22 3 10
5 7 14 16 2B

Fig. 167. - Quadrato limite.

pure al disopra deH ultimo della riga antecedente, ma bensi 1,2,
3 ' eeeposti a destra o a sinistra di esso. La flg. 168 fornisce
un esempio d'un quadrato di modulo 7 nel quale tale sposta-

3

4 2 &6 B D 9 % U 5 6 0O B
B8 2 B 7 0O 24 8 7 5 £ B3 n 48 B
b Z N 4 H 19 3 5 B B8 34 9 7 F
A 5 6 P B U 47 B2 2 » 7 8 b
26i0433418i242 4 2 04 F B *J
i2l;s'3B 2 13 S0 ® D 18 g B A DL
9B W 1 o4 1 B %5 uwm D
I-'ig. 18 Fig. 160

mento é di 3 caselle 3x) e il passo 2 mentre nella flg. I»
abbiamo un quadrato magico di grado | di pB8so (2x 4-3V)

La flg. 10 rappresenta un quadrato di spostamento™e di
passo (x -f 2y).

Il quadrato della flg. 171, di modulo 7, corrisponde pure allo
spostamento 2 e al passo (x + 2y).
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;  Comsideriano il gruppo fondamentale, per esempio del mo-

dlon =5 ripetuto riga per riga e colonna per colonna ne
paoun certo numero di

wdte(flg. I72. Se passiamo

daun numrero X ad gn ¥ D b B 4 DD
7 2 8 0 16 B 24
15 3 1B 9 4 27 3 B U1 B
6 24 p 3l ¥4 P 5 4 B 6
2 D 8 B B 2 % 0 2 1B
B 1 4 B 382 4 2 5 D
B 7 5 s 1 B 9 4 1w D
Fig. 170. Fig. 171

altro qualunque avremo determinata una d‘medesimo ordine,
‘Muale dovremo incontrare, seiuV* pulitamente. Par-

PRI R MBS GehurhERd & Boggigmo seguire nello stesso
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modo un’altra direzione qualunque, e tanto in un caso cone
nell'altro i cinque numeri avranno somma magica. Partendo
poi dal secondo numero della prima direzione, per esempio, e
seguendo una parallela alla secondo direzione troveremo uwa

R

2

&3

A 5 2

2 B A4 B 2 2 B A 5
B 17 18 19 7 18 9 0 16 I7 18 © D
n 2 13 14 15 1 12 B M4 15 1 2 B U B
6 7 8 9 06 / 8 9 0 6 7 8 9 D
1 2 3 45 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
2 2 B A B A 2 B A X5 2A 2 B A5
B 7 8 9 D 1 7 1B 19 D 6 7 8 © D
n 2 B3 4 15 1 2 13 14 15 1 2 B3 14D
6 7 8 9 0 6 7 8 9 0D 6 7 8 9 D
1 2 3 45 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
A 2 B3 24 5 222 B U x5 2 2 B A5
¥ Ir B 9 0 6 7 8 9 0 16 7 8 9 D
I 2 B Y4B N1 R2 B U 1B U1 2 B U 5
6 7 8 9 D 6 7 8 9 W6 7 8 9 D
123451234512345
Fig. 173

altra serie magica di 5 numeri e cosi via formando un qu
drato magico, come si vede nella fig, 173. La regola e genere
qualunque sia il modulo n, ma fanno eccezione le due direzio
parallele alle righe e alle colonne del gruppo fondamenta
cioeé parallele alle direzioni principali di esso.

Ricordando le notazioni precedentemente adottate si F

tranno definire le righe e le colonne del quadrato cosi otl
nuto, con :

— £=x -f2y
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Ladiagonale ascendente sara :
20 2 * fi 13
2 -f (3 3aj 3y
9 il 18 B 2
eqella discendente :
B3 5 7 4 16
a- fi= x —y
2?2 19 22 3 10
esepure magiche perché non paral-
Idealle direzioni principali del gruppo. 1 8 B 17 24
Tlquadrato & dunque magico e il suo '
Fig. 174

spostaneto e4a-f3 ] 3eil suo grado

2r+ 213 La sua diagonale ascendente

e costituita dei numeri della diagonale ascendente e g P

presi3a3 L'esatta soluzione del problema dipende da a se

giudiziosa dei parametri delle due equazioni fondamen a i.
Ingenerale, perché due equazioni del genere =

* —ax-\-by fizax+by
mo<juio ri del

di risolvere
gUali ecco

possano dare un quadrato magico occorre ¢ >
(ab’-b a ") dei loro parametri sia primo co
gruppo prescelto. Tali due equazioni perme
nuerosi problemi relativi ai quadrati magici*
alcuni_esempi: numero del gruppo
aS' Determinare la casella che un dato grupp

fondamentale naturale occupera net quadra
D Quale € la posizione, nel gruppo, di un
conoscendo le due

. che nel

quadrato occupa un posto noto?
c) Determinare il grado del quadra

determinare i Pa"

direzioni che lo determinano.
corrispondono a

d) Dato un tipo di quadrato regolar®’
rametri delle due direzioni principu® c1
irato (flg- 175 ® de”

magica venne tra-

venne dedotto a

itne cinque rig e

tale tipo. .
Eccopgra qualche altro esempio. U dua
dotto dal gruppo naturale nel quale a
sportala in prima fila, e il quadrato s-
gruppo fondamentale naturale nel qua

vennero trasportate in basso. . auadrati asano.

Facciamo ora seguire alcuni ese"ip.al gruppo natura e
cavallo (flg. l78—179-180—181—182? dedo* Ua d’origi&e’ eccett
quali I'unita é stata posta nella ca
quadrati limite.
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M 217 ML IB D 3 D A4 D
A 116 @ 2107 H'2 B 0 D B
15 68 21 106;48,1;% P 18 8 D
& 0 16 4'N %B1BV 5 & 20 14
V1IN %6 D|B F¥ % & B 13 7
1B 46 0 U B &6 & 7 112 ® 18
%5 8 B B 6 % Bin B I 1@
7 i3 &4 B B P2 M 1 O 5
A 4 8 & %4 120D B B 10D B 6

B R 8 B U R MWD 5 D
- 6.8 B 18 13 ©
1 | 1 10 58 4 ®

Quadrato obliquo di Modulo 11 - Grado 8 - Costante 671
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33 ;4 B 6 I|0!5)ilﬁ§'94[25 I3 5 A

l/\

S

i 74 5 18 491.1_62'913j24_}|_137 5 0 12
EB_4:3)_ZB_Z[6_1;92 Bilv A4 O Iti D
2:3 ™ & @mgﬁp}_&.&a 1w B 1%
2 1B 4 1 I8 2 1% &6 &;10 ¥ 1B 7
TEBI DB B IED RO 1
A7 N B R E B O B EH ® B D
109100 B B @ 16 ¥ 1Dj6 L 15 8
D)y B 6 8 1.3 40 711l 124 £ 18
B!' @ & 117 35 48 6 10:123 4 167 B
M1 8 116 H# 7.8 9 12j4 166 ¥
B 15 B M 57, g 210 RUB % 4 140
P4 2 16 B 7jl10 5 14,65 B 1P 57
Fig. 177. — Quadrato obliguo di Modulo 13
Grado 5 - Costante 1105.
2 3 48 9 26 36 4 13 15 24 33 42
6 14 24 41 2 19 37 46 6 8 17 26
2 39 7 17 34 a4 28 30 39 48 1 10
5 15 32 49 10 27 12 21 23 32 41 A
0 4 8 25 a2 3 45 5 14 16 25
B 23 40 1 18 35 29 38 47 7 9 18
¥ 6 16 33 43 1 20 22 31 40 49 Z
178. gr:da;tc; di 4 passi Grado a
Modulo 7 - Costante 175

35

19

36

27
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68)44138712410962*158953
» 16 @ B W7 O B B 8 4+ B
& 2 158 2 % H© 2 & 4 14
BH D U &4 0 & B 1LR2B XD
B ® s 9 8 B 12 74 7 &
5 7 g9 % 1M R S5 ito 8 B D
0B/ 1MW O B 186 U BRSO
e 2 16®H 2 T D 3 84
DMy A B 8 1 & P U7
6 9 B 46 10 84 Ftm H B

1w e 7

1. ..
a 55 8 & FH 1Ix BID

Fig. 182. — Salto di 6 passi - Grado 4.

*Noia. — il seguente quadrato magico, di modulo

stante 65, di B. Portier, non risulta costrutto con a cun

regole indicate e non dipende né da un diabolico ne

quadrato a cintura.

2128 B 1 4
g8 1B 9 20 I
9 5 1B 2 7
4 6 17 1 18
2 5 1 3 A

Quadrati magici dispari a moduli non P

Dato un gruppo fondamentale di modulo di P pPO non
ua linea qualsiasi, inclinata sui due assi di
incontrera sempre n numeri diversi.
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Se i parametri a e b cruna direzione .—a X -f b sono primi
col modulo N del gruppo, tale direzione passa per n punti di-
stinti appartenenti ciascuno a linee e colonne differenti, e sara
magica.

Se uno solo dei parametri, d per esempio, € primo con Ne
I’altro no, le ordinate dei v-arii numeri incontrati dalla dire-
zione considerata non sono tutte differenti, ma le loro ascisse
10 saranno, dimodoché questa direzione passa pure per N punti
diversi; ma non si puo affermare che sara magica; infatti
alcune soltanto delle linee che essa determina offriranno la
magia voluta.

Nel caso in cui @ e b abbiamo un fattore comune e col mo-
dulo N, ossia se ti= tp la direzione a X -f by non incontrera
piu che p punti diversi, in modo che la formazione del qua-
drato magico con tale direzione diviene impossibile.

Condizione essenziale per la possibilita del quadrato si & che
11 determinante (@b'— ba') delle due direzioni principali sia di-
verso da zero (se fosse nullo, le due direzioni non sarebbero
distinte) e primo col modulo- E inoltre necessario che in ogni
una delle due equazioni, i due parametri non siano nello stesso
tempo non primi col modulo.

Non sempre perdo queste condizioni sono sufficienti.

In generale, se i quattro parametri, come pure il loro deter-
minante, sono primi col modulo, si ottengono quadrati a linee
e colonne magiche, nei quali perd0 non é assicurata la magi-
cita delle diagonali. Occorre che le due equazioni forniscano
pure delle diagonali magiche; ora spesso avviene che le quan-
titay+ £e $ a clie le determinano abbiamo uno dei loro
parametri non primi col modulo, il che, come si & veduto, puo

alterarne la magia.

Abbiasi, ad es., il gruppo naturale di modulo 9- la SOmMMa
m agica & 369. Siano :

*
«=-05 +2,

le equazioni delle due direzioni principali scelte per la COStru-

zione del quadrato ; i loro parametri ed il loro determinante
sono primi col modulo. Ma si ha pure :

ji=x-y

P+ P:y &_y~zl .._ »V

quindi la diagonale montante sara

del gruppo, necessariam. ite la mediana, poichéYETsoli
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dica La diagonale discendente che é funzione del parametro 3,
varia secondo il numero che viene posto all’origine del qua-

d%?anentei numeri 5,32 e 50 (distanziati di tre in tre) rendono
megica la diagonale considerata. Cosi la direzione 2 x —3y)

rmn e magica che per alcune delle sue linee.
Passianp ad un altro esempio con :

a= —x + 2y ~= 6% —2y

Illdeterminante abl—ba’ = —8 ossia uguale all’ unito, po-
tendosi aggiungere un multiplo qualunque del modulo, senza
dlterare le quantita. Le due diagonali saranno definite da:

a-f £= 4x I3_a=6X-1Yy

QU la diagonale ascendente é costituita taie
line, magica del gruppo, pre,i con un in M.
lirea i soli numeri 37, 40 e 43 posti ali ongi
Sicurao la magia della diagonale discenden e* . faocia

Non occorre piu ricorrere a tali restrizioni f mazjone.
subire al gruppofondamentale una convenien e para-
1 11mo, alt, ,ola conditone che « « zAni <Tw-
metri sia primo col modulo, le equazioni di »,nsCuna per
luue inclinate sugli assi del gruppo e passan ~ovr™ Veri-
n punti differenti, daranno dei quadrati magici. erentit per
ficare che le diagonali pure passino per n pun Erezioni
il che & sufficiente che i due parametri de come giu

ron siano nello stesso tempo non primi co m
si € veduto. Cosi € del gruppo seguente :

64..65.&3..69.67072°70’n
55.55.5.59.60~580°61°62
13.74.75.77078.76081°@°8)
28.29.3).32033-31°35°34.35
45.47.4{3.5)051-‘9-54’52;53
Fepem. 4. 2.0 -BBH
]9.3).2[.23°24-22°27°25'26
oXRl .12.]4°]5-13°18°]6_]g
1-2. 3. 56-4- 977
Fig. 134
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Applicando ad esso le equazioni :
X=8X +Yy £= 500G+ 2y
per le quali si ha:
abk—ba' =il
si trovera che le equazioni delle diagonali sono :

*4/3 = 405+ 3y 8—a=-3a5 + (/=6a5+ V/

e si ottiene questo quadrato magico:

w
R

R}
o)

N B &8 8RB o B
8 8 > 8 8 3 3

F BN AR B B A B B
HE B 8 v N B I B
N

R 8 8 8 B &8 B
H 8 R o B B @ 9 kB
PR 9 B § o R G
I VB 8 a8 R B 8 8
B B 8 R 8 o«

B

Fig- 186

che ha il passo a+ 4A8e il Rradft q

mutare circolarmente le linee e 1 *t~ '3 Se ne Possono Per"
magia. Le medesime equazioni non  onne senza alterarne la
naturale se non a condizione di aanno quadrati col gruppo
i numeri io, 37, 64- 13 4 67 - @? nella casella d'origine

Ecco ancora alcuni esempi di a,Jn *e
fondamentale sopra indicato. M acati dedotti dal gruppo
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1* Quadrato di cavallo, semplice :

a= 3@-f2v 3= 8x 4 8y
n e % % 6 5 4 B0
2D O 6 B3 M D B 8
4 B %5 5 7 6 W R D
5 ® & 5 8 260 7 D
A ® 3 2 8B B 67 7 D
8 68 ¥ 46 B8 0 9 19 D
6 2 2 2 74 ® 16 B B
1T 2o % 4 % B B
i B M B8 18 37 R 63

Quadrato di cavallo di grado 1e di passo a + *3

» = 5g 4 4y 3= 8au4 8¢
2+ 3= 48+ 3y p—z=3x+iy
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2» Il quadrato di cavallo di posso a 4. 73, € I'ultimo ddla
serie. Non si puo collocare un numero qualsiasi del gruppo in
una casella ad arbitrio. Dovendo la colonna magica occupare
la diagonale discendente, rimane limitato il numero delle ca-
selle nelle quali si puo collocare il primo numero per costi-
tuire il quadrato magico. Il quadrato seguente ¢ ottenuto di.

sponendo il humero 68, appartenente alla colonna magica, rella
casella superiore di sinistra.

B

of
R
B

8 61 I 42
6 B D B 10D A P H
B ® 7 8 20 1 & 3
Z 4 D 2 P® U
4B 1B B H A 2 5
B D5 9 BB 4 s B
B M B 2 B E B 3 55
A B B 7 8 3A L U G
Fig.1&352937171)814924

medesimi humerar °avallo>'e colonne sono costituite da

Le — 1cor-
6a?-f?y 0=8%x 8u

La diagonale discendente a mj
tuita dalla colonna magica del gr* * * N aPPunt® "

Questo gruppo trasformato fnrn™VV,
drati di tipo obliquo, di diversi e™ UgUalmente dei quU3
durre, come per i moduli primi dei m ™ possono pure de'
e di grado della forma (fc a+ 'm Sigradratl dl caval]o d’ ordine

magico ha il passo («. + 4si e il ~ ° S M se“uente quadrato
corrispondenti sono: g do 83z —3). Le equazioni

a=8x {vy _
da cui ?=5 +2y

e+ £= 4a?4-3y
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Bxdé il numero dei quadrati che si posson6é dedurre da uri
joruppo trasformato sia assai grande, non si possono pero ot-
terere tutti i tipi che possono fornire i gruppi di moduli primi.
; Lostaoolo sta nella natura stessa del modulo. Non si potra mai
foostruire un quadrato il cui grado non sia primo col modulo.

OB 3 il 9 4 2 B B
> DB 6 6 U 21 B H
4 8 O B & MWW 9 13 24
b Z7Z 0 85 2 B % &4 8
6 2 0 6 B8 % 31 B P
M B8 ®& 5 2 0 I 533 3#
4 B O 6 » 4 5 B P
2 2 9 0D 1 B 71 7 18
I:IQJEQL_l17545493377565

Metodo Arnoux. - Sia un modulo n = r s e supponiamo r
* Prm- Si comincia col formare due quadrati di moduli
re poi gi sostituisce ognuno dei numeri di uno di tali quo-

A F ' 8 B B B 1
VD2 u;wm 7P R KIS
d B B!'H BB 7T 0 B
2 7 Vjo H5 B B B D
2 B B|PD 4 8 5% P A4
> 9 Un. 4 I 22 DO
6 2 & 4 9 2 O S 4
6 8 ©® 3 5 7 8 D X
Fgoim A 6 ® 8 1 6 8 % 3l

B~ Gir*sl. _ Mat,n diUu
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drati, quello di modulo r, ad esempio, col suo prodotto pers
operazione ciie non alterera evidentemente punto la nega
del quadrato. Si sostituira quindi al numebo contenuto in da
scuna delle caselle di questo nuovo quadrato la sommad
guesto numero con ciascuno dei .numeri del quadrato di no-

6/ 72 6BjHU P R 15 10 13

1B 18 191
66 68 0 W B 9 174 176 178 12 1% 1%
17 % 0 B 9 9% 1™ 12 177 197 10 1%
16 171 164 22 207 20 4 9 2 & D 8
16 167 1® 201 28 26 3 5 7 8 &% 8
10 163 168 26 19 204 8 1 6 & & &
!1131811768174112]17]_10139144137
2 ¥k B 7 ®1m 11315 138 140 &
710 15 80 B 78 116 10 114 143 136 141
10 1365 128 148 153 146 211 216 20 2 27 20
120 131 1B 147 149 151 210 212 24 21 2B 5
1%1271:2]521451502152082]3261924
1841891824045%585612.126119
1&31&3187394.435596112012124
1&31811%443742625560125]18123

Fig. 191

dulo s gia costrutto. Con tale operazione ciascuna delle caselle
del quadrato magico di modulo r conterra s* numeri. Questc
guadrato ne avra dungue r* s* e sara magico

Esso risultera formato dai numeri della serie naturale, il cu
primo termine sarebbe (1+*»); bastera dunque dedurre s*d

ciascuno di tali numeri per avere un quadrato costituito ck
n» = r5s* primi numeri naturali.
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Il metocb € applicabile ad un modulo composto di numeri

?Da volta costrutto un quadrato di modulo n= rs”~co”
struira, applicando la stessa regola, il quadrato di mo
emidi seguito per un maggior numero di fa ori.
podidue quadrati di moduli 9 e 15 costrutti con

il primo {fig. 190 é costituito di due quadrati 'dentici, di m”
dio3 e il secondo (fig. 191) per mezzo dello Stesso qu
d3edunguadrato di cavallo, di modulo 5, di pas '

Altro metodo. — Consideriamo ad esempio un mo u
per poter applicare il metodo basta saper costrurre
drato di modulo C.

S dispongono le linee e le colonne del gruppo na
tre serie, senza modificarne Cordine. Il gruppo si rcw® q
diviso in nove compartimenti contenenti ciascuno 1
colonne. Ognuno di essi costituisce un gruppo fon a
di nodulo C che puo dare origine a numerosi qua ra 1

metOdo.

starti di questi nove gruppi sono in progressione a nti
inlirea e in colonna, di ragione pero diversa. 1 .03
formano dunque pure un gruppo fondamentale )t;mO0
S costruisce un quadrato magico dedotto da g ~infiroie
gruppo e si sostituisce poi il numero che occupa e come
caselle, con uno dei quadrati magici aventi tale n nG
costante. llquadrato magico di modulo 3C saro cos e
Applicando la regola ai gruppi naturali di mo «0parti-
troviano che il primo di tali gruppi diviso mnove ., fTUppO

menti da, con le costanti relative a ciascuno di es , »

fondamentale ausiliario :

3B L 51
nm4a n3 1
I 24 213

dal quale si deduce, con la regola gia nota, »» n,iadrato magico
seguente, la cui costante e 3®.

r 1B 12
23 183 3B

114 51 M
Fig. 12
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Sostituendo ciascuno dei termini di questo quadrato con un
guadrato magico dedotto dal gruppo corrispondente, si otterra
un quadrato magico di modulo 9

11 gruppo di modulo 15 diviso in nove compartimenti costi-
tuiti ciascuno da 25 numeri, dara con le costanti di ciascuno
di essi il gruppo fondamentale :

165 190 215
540 55 590
915 A0 95

da cui si dedurra il quadrato seguente che ha per costante 185

50 215 90
X5 556 16

190 915 530
Fig. 193.

Si sostituira ciascuno dei termini con uno dei numerosi qua-
drati di modulo 5 che si & veduto come si possono costruire.

Cosi, per il modulo 21, si avra il gruppo fondamentale :

460 518 57
1498 147 15%6
27 56 265

da cui si deduce il seguente quadrato :

518 2527 19%
2625 1547 489

148 %7 57

E si sostituira ciascuno dei termini con uno dei quadrati di
modulo 7 ricavati dal gruppo corrispondente. E facile esten-

dere questo metodo al caso di moduli composti d'un numero
gualsiasi di fattori



Quadrato magico di iato tre.

I primi nove numeri si possono disporre in quadrato

inurasola maniera (fig. 195, che pero si puo ripe er diffe-
rieta per cosi dire, quando si vogliano considera e
rentiiquadrati, effettivamente uguali, che differiscono
indicato-solo per avergli fatto subire ro-
tadiani di A 1800 27/ nel senso delle sfere
cHlorologio <ftg. 196 a 202) o per avere 4 9 2
sguito un ordine inverso nella distribu-
Zae dei numeni, che da pero quadrati

7
icentid a quello della flg. 195 L’ identita 3 >
oo=se in cio che le somme costanti

D sempre ottenute coi gruppi 1,5,9- 8 1 6
4i07-348-249-3 57-16,8 pa-

rallelarente ai lati del quadrato e 2, 5, 8 Fig. 49%.

-t § 6 diagonalmente; dovendosi con-

sicerare come quadrati magici effettiva-

niente differenti quelli sui quali la magicita e o e
aggruppamenti di numeri varii dall’uno all’'altro.

8 314 1 8] 21, ,°
1 5 9 1'15 3 > 5 1
6 7 2 " 9 4 4 3V
h
6 7121 1 6
1, s 9l 5 7
2

Fig. 195 a 22
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Metodi di De la Loubére
per quadrati magici d’ordine dispari.

Questo metodo é assai semplice. Si comincia col collocare |l
primo numero nella casella media della prima riga seguendo
poi la diagonale fino al 5 1l 2e il 3 che restano compresi rel
guadrato ausiliario A si riportano nelle caselle della stessa
situazione nel quadrato principale, come pure il 4e il 5che

A B
. 5
4 0
3 10 19
2 9 B 5
Va 18 51w a
3 5 7 4 1 xp
4 6 B 1 » C
D 2 9 21 3
n 8 x5 2 g9
Fig. 28
si trovano nell’altro quadrato ausiliario s. Poscia nel Quadrato
principale si comincia la seconda serie rii quadrato
locando il 6 immediatamente al disotto nuxnen c0 ?
un andamento diagonale con successive tr * e.8» uend0 P°!
e detto sopra. Si collochera I'il al disotto d ' T OI'I come si

Se si cominciasse collocando il primo nnml!L< 6CC

qualunque si avrebbero dei quadrati magici per rigLTper
colonne, ma non sempre per diagonali F ugno e

La figura seguente da la spiegazione della magicita della di-
sposizione ottenuta col metodo De la Loubére B Uta deUa ai
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Possiamo osservare Che in questa figura si possono far su-
bire ai simboli 1,2 3, 4e 5un numero l1le2e3e4e5= 120 di

permutazioni diverse, e ai simboli 0, 5 10 15e 20se ne possono

B+2 D+4 0+1 5+3 10+5

Dr3  0+5  S+2 10+4 1541

0+4 5+1 10+3 1B+5 D+2

5+5 10+2 15+4 20+1 0*3

0+1 15+3 20+5 0+ 2 St 4
Fig. 24

far subire | ®2 ®3 e 4 e5 = 24; sicché combinando le

permutazioni con queste altre si avranno in tu

quadrati magici, dei quali pero 720 soltanto
distinti.

eramente
SO

Quadrati magici pan.

. . . tipi lorq ordine na:
o unquadrato di 16 caselle disponiamo P acf I

0oro posto i
ei 16 primi numeri (ftg. 205). Lasciar»
I

a™ri ovto ne
i delle diagonali, permutiamo fra * Qsara magico.
| indicato nella flg. 206 11 quadra o

12 3 4 1 15 14 4
5 6 7 g 2 6 7 °

1 5
9 1 1n » 8 1 )

3

B 4|15 16 13 '

. Fig- 207
Fig. 206, Fig- 26
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Metodo generale di De la Hire. — Per maggior chiama
applichiamo subito il metodo al quadrato di modulo 6 S @
struiscono due quadrati ausiliari!, il primo coi numeri dl'l

al 6 secondo queste regole :
t.° Nelle caselle della diagonale principale si scrivonoi n+
meri 1 2, 3 4, 5e 6in modo che i numeri complementari Sap

in caselle complementari, cioé nell’ordine naturale oppure in
questaltro: 2 6, 3 4 1, 5

1 5 413 2 6

6 2 4 3 5 |

« 5 3 4 2 1

1 5 3 4 2 6

6 2 3 4 5 1

112 4 3 5 4

Fig. 28

o) DD 0 DIO] 1 % % 3 2 6
24 6 24 24 6 8 88 7 U 7
18 18 2 12 12 18 24 23 15 16 14 1
2 12 18 18 18 1 B 72 2 20 B
6 24 6 6 24 24 2 % 9 10 0 5
D 0 0 DV 0 D 52455:
Fig. 20 Fig. 210 )

2» Ciascuno di tali numeri viene ripetuto nella casella a*
sodata verticalmente ossia, nella casella che nella medesima

perSia°CCUPa N ° 816830 Ordine a Partire diUus

30 Nelle caselle libere della prima colonna si iscrivono u
volta lo stesso numero gia scritto in due caselle e tre volte il

numero complementare (p. es, nel nostro caso, si scrive 1e6
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«enza imporsi un ordine, ma in modo da soddisfare alla con-
gizione espressa nel N. 3 delle regole sotto indicate. .

{0 1 numeri complementari di quelli della prima colonna
¢engono riprodotti nelle caselie associate orizzontalmente con
quelle della prima colonna.

30 Le caselle libere delld seconda € terza colonng sono
riempite secondo la stessa regola seguita per la prima colonna
¢ nelle caselle associate orizzontalmente a quelle di queste due
colonne si iscrivono i numert complementari. 1} quadrato cosi
costituito & necessariamente mMAgICO secondo le righe, le cO-
lonne ¢ le diagonali.

Ecco le regole per costruire il secondo quadrato ausiliurio:

1o Nelle ceselle della diagonale: di sinistra si iscrivono i
numeri 0, 6, 12, 18, 24 ¢ 30 disponendoli in modo che due ca-
selle complementari contengano numeri complementari.

20Le caselle associate orizzontalmente con quelle della
diagonale vengono occupate dai medesimi numeri che occu=
pano quelle della diagonale.

i» Le caselle libere della prima riga vengono riempite col
numero gia seritto due volte nella medesima riga 0 col su0
zz‘g“ugiimemﬂrg (p. es., nel caso nostro con 10 0 con ?,0). Si puo

Te un ordine di iscrizione qualsiasi, imponendosi pery due
condizioni:

a) la riga deve contenere tre volte ciascun numero;
Siliar‘fg 561 uns casella della prima riga del primo quadrato au-
COmple;} a 6ﬁ§el1a associata verticaimente, contengono x}umer;
S0ondo entari, la casella corrispondente della' pnma.mga de
mente dqglﬁdrato ausilisrio e la casella associata orizzontal-

io Nel bono contenere lo stesso numero. 1
prim r_e"le caselle associate verticalmente cON c_;uelleufie‘ hl:
ﬁguran:)b& si iscrivono i numeri complementari di queill v

soLeneuGl prima rige. ; . riempiono
nell;; o caselle .hbere nella seconda & terza riga sl rllen gseue
ad essa maniera di quelle della pruma riga e nelle ¢ °

esse associate verticalmente si jserivono 1 npumeri comple
gzzta”- {mche questo secondo quadrato ausil?ario riesce ma-
gico per righe, colonne e diagonali cOome il primo. .
mResta perd da dimostrare che la clausola addizionale di cul

N.3 (¢ e b) puod essere sempre soddisfatia.

Quando si tratti d'un quadrato doppiamente P T aselle
isogno d’iscrivere dei numeri complementart nelié

o4 itiari meno
8ssociate verticalmente del primig quadrat® ausitiario, &
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nracfi0 nOn tOrn< comodo>e>se ne vengono inserite, la lao
zionaleT n°n *mpedi8Ce di soddi9fare alla condizione add-

w110 (Juadrato semplicemente pari é inmpossibile
8re a 8 clausola restrittiva, se una riga qualsiasi
n<-Airr,"Ua rat® aU8ldario ha tutte le sue caselle associate ver-

or-f-nno/1 " *eccezione fatta per i due quadrati della diagonale)
occupate da numeri complementari.

finroLa«!!Se? Uenza' cO8truendo il primo quadrato ausiliario ed

. 0 a refola (), &€ necessario fare in modo che ineia
«hhi» Una caseda almeno, non comune con la diagonale,
fit propria casella associata verticalmente occupata dallo

se si haU/i>212lerO ~8le condizione pud sempre esser soddisfatta

snn”BBaf)8 il-fTiQdo di COstruire il guadrato magico. In ciascuna
corrisnnnaod-14 rlVe la 80rama dei numeri scritti nelle caselle

Altro roxr 1 -6* quadrati ausiiiarii, come vedesi nella ftg. 20
di m od u li-1possono seguire per ottenere quadrati magici
piu suUargomentT 000 crediamo di dovere ~

insistere d
ill% 3 |1 5 ¥ 8 2 1O
VD[22 8 Wi & 17 8 19 i
DIP B 77 5 » 4 B8 2 11
Ai1P1B # 68 68 ¥ B & DO
0 £ B 5 H 46 4 553 M 8
D X B 4 % B 54 48 p 4
6 2 3 & B H 67 8 P O
210 B A B B A B DD
20 & B & 15 16 & 13 g
9 9 B 4 6 B 7 B 2 1

Fig. 211.—Quadrato magico di Modulo 10



Hquadrato magico delia Villa Albani a Roma

LECTOR SI DOCTUS AOMIRATOR SI IGNARUS SCITO
QUADRATUS HIC MATHEMATICE CONSTRUCTUS
A uno vsqve ad octoginta unum 331 unitates
includit qujelibet ipsius columnas tam in linea
plana quam in recta et trasversali unitates
3Dove DUCTA: per NCVAEM gasdem 31 UNITATES

RESTITUUNT et APPELLATUR MAXIMUS QUIA MAXIMAM

POSSIDET EX TENSIONEM VALE
Caetanus Gilardonus romanus philotecnos

inventor A. D. mdgclxvi.

L8 202 &3 24 1 4 6
7 Z 31 8 B ® O 1B B
B 8 VAL &4 2A B B
B 19 X5 £ 10 B D 6B R
2 %5 P2 1 560 B B O
D H PV 6 2 8 T 24 3F
W e o 2 77w 3 58 81
% B g [ 0 B 4 B2
5 e B 9 ® ¥ 4 5 N

Fig. 212



Diversi modi di generazione d’uno stesso

quadrato magico.

Cio die caratterizza un quadrato magico €& P ordinamento
adottato per la serie dei numeri che lo costituiscono. Cosi,
esempio, il quadrato seguente a ordinamento obliquo, dedotto
dal gruppo fondamentale naturale nel quale la linea magicaé
stata trasportata al primo posto é di grado 3x —3

Questo quadrato si puo anche
considerarlo come di grado 4=
si prendono le linee del gruppo
nell’ordine

2 1548383312

La variazione del grado di-
pende, come € evidente, dall»
modificazione della disposizione
delle linee del gruppo naturale.
Analoghe osservazioni si pos-
sono fare riguardo ai quadrati
con ordinamento a salto di ca-

Kig. 213 vallo.
Cosi il quadrato della flg- ¥*
di grado 7 per il gruppo nel (pag. 2%)? a Sé.llto d|_4paSS|_e
questo ordine : guale le linee siano disposte in

5 19

%

8 R 8 &

s a R e BB 8

N o B B & &
B3

R B8 & B N

B8 9 &8 B w o
o R @8 8 & N »
o B B R 8 R B

o)

1%6 &4 37, %, 19 73 10 B
e cosi via.

Quadrati magici a scompartimenti.

Diconsi a scompartimenti quei quadrati magici che si possono
scomporre in un certo numero di quadrati essi pure murici

Proponiamoci p. es. di costruire il quadrato magico a scom-
partimenti, di ottavo ordine. Dividiamo i numeri dall’l al 4 in
otto serie di otto numeri consecutivi ciascuna. Componiamo 4
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qQueddi d 4ciascuno con due di tali serie che siano comple-
et (sono complementari la 1»e 1 8% la seconda e la 7, eco.).
Ogoriano poi i quattro quadrati nel modo indicato in figura.
Inquesto quadrato a scompartimenti si puo fare lo scambio
d de dei quadrati parziali senza che esso cessi di essere
naga

60 6 7 57 52 14 15 49

61 3 18 64 53 11 10 56

7 471 46 20 25 39 38 28

24 42 43 21 32 34 35 29

Fig. 214.

? * —Il quadrato magico di 60ordine non si puo
Aylvrre in pit quadrati magici.

A Un Mua™ra”™ magico a scompartimenti deve eviden-
p ne essere scomponibile in fattori ossia non primo.
i Csyure il quadrato del 9° ordine si possono scomporre

ri». M * numeri in 9 progressioni aritmetiche di 9 termini
d&oua e di ragione 9, cioe:

HlelDe1Qeee. .73
H20ﬂ0%0000074

f-Qel18eZ oo . . 8l

termini ciascuno progressione si forma un quadrato

asfT? di 8 ordirie ;questi quadrati parziali avranno P®
“e«Che HIi, iti, 117, 120, 123, 126, 129, 132, 135, che coetituiscon



—3p -

una progressione aritmetica ; si potranno quindi disporre nma
gicamente queste somme come i quadrati di 3 corrispondenti.
Si ottiene in tal modo il quadrato della flg. 215 nel quale rn

si possono per0 scambiare i quadrati parziali come nel e
drato di & ordine.

71 8 383 & i 4 &® 6 4§
> 4 & 19 37 H A4 2 @
d O 7 8 B 10 B B 15
6 3 48 5 0 NV 7 =2
2l ¥ 57 B 4 P S5 L 4
D B 227 14 A P B
6/ 4 © 2 9 54 & 2 &
2 D B 27 H5 B8 0D B B
A B 1B 135 8 18 12 A 1
Fig. 215
A zone. — Un’altra maniera di ottenere quadrati composti &

dovuta a Frenicle e consiste nel cingere un quadrato magico

con una fascia pure magica, cioée tale da costituire, insieme col
quadrato che ricinge, un nuovo qua-
24 y 5 drato magico, come vedesi nelle fi-
2 7 gure 216 e 217.
2 7 0 4 In questo modo si pud passare da un
uadrato pari ad uno dispari e vice-
2 10 B B 5 (\:l/ersa. P P
8 6 9 14 8 Volendo costruire con questo proce-
dimento un quadrato magico conte-
1 > 1 -2 nente i primi a numeri, partendo dai
1 . . ..
quadrato magico di {a —21 numeri, il
procedimento pit semplice consiste nel
riservare per le 4(a - u caselle della
fascia i 2 (a-1) primi numeri della serie naturale ed i 2
(a-1) ultimi numeri. Cosi, per a= 7,1 numeri riservati per
la fascia saranno dall’'l al 12 e dal 3 al 49 inclusivamente-

Fig. 216.
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La somma dei numeri compresi in ciascuna riga d un qua
drato magico di modulo (n - 2) e } (n - 2)

2)* + U,

termine medio essendo} [(n

- 2f + 11. Cosi pure, il termine

medio in un quadrato magico d’ordine N e-~ (n f

renza tra i due e 2 [n - 1). Cominciando

dungque col costruire

fascia, procedendo per tentativi.

nuadrato nucleo, ma
11 metodo € dunque razionale rispetto

I nniichiamolo alla
éempirico rispetto alla fascia aggiun a.

costruzione di un quadrato di modulo

nelle quali
Cominciamo col «.porro 136 "uine" " “r “*oe quelli la cui
.1 corrispondano 1 numeri complementari, cioé que
somma vale 37 ; avremo : _ _
. Uu 12 13 14 15 16 17 18
12 3 4 5 6 J 8

>6 25 2423 22 21 20 19
3 35 34 33 32 31 90 29 28 Z
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Mediante otto qualunque dei numeri della prima fila edt
loro complementari della riga inferiore formiamo un prino
quadrato di 16 numeri (4° ordine) valendoci delle regole in pro-

posito gia esposte, prendendo i numeri
secondo il loro ordine crescente di gran-
dezza, per esempio :

1-2 -3- 4- 5. 6-7-8
D -D e eR-BeHA-FHBH

in modo da ottenere la flg. 218
Prendendo questo quadrato come- nu-
cleo centrale di quello del 6 ordine da
costruire si vede che, dovendo in questo
essere la somma magica ili, rimarranno da collocare in cia-

SCl.ilna riga, colonna e diagonale, due numeri la cui somma
valga :

Fig. 218

= 3.
-da ®” ungere saranno quindi coppie di numeri cor-
rispondenti nelle due file indicate in principio. Scegliamone

due qualunque, per es. 9e B3 D
B3 5 % 18

10 e 27 e collochiamoli ai quattro an-
i goli del quadrato in modo che i
% 1 3 3% 4 1w complementari formino diagonale.
5 2 6 7 08 » Ora nell’ ultima riga bisognera
collocare numeri la cui somma
6 8 D 3A 5 o valga;
24 B 3 2 3 13 Ii-(27 + 2= %
Fra i numeri (hon complemen-
ZAE R mar) non ancora adoperati osser-
. viamo che :
Fig. 219

n+ 12-fH+ 19= 5%

Dunque disponiamo comungue questi quattro numeri nella

ultimiel ri%a e. nella prima, al posto corrispondente, i loro
complementari.

Analogamente si vede che nella primo colonna mancano 4
numeri lo cui somma deve valere:

m- Q9+ 27)=7
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Trai numeri (non complementari) non adoperati troviamo
5+ 16-f 0+ 24= 7

quird disponendoli nella prima colonna e i loro complementari
d postocorrispondente nell’ ultima colonna, avremo il quadrato

aonpleto.

b 2A 2 B A P DO %
Z % 2 N U &4 B B
VD B a 3 2 &4 D B
2 2 8 3 » 5 B R
A B 6 7 ¥ 7 3A
$ b 1 8 & 4 O X0
S 9 BB % 5 18 10 8
Y 4 g1 4 5 D

a on analogo procedimento si passerebbe dal quadrato del <;
ple o di & ordine (fig. 220) e cosi successivamente.
er costruire il quadrato di 5 ordine si comincia col co-
Ume nel modo indicato, uno di 3 ordine, dal quale si passa
‘duello di 5; da questo si otterrebbe quello di 7, ecc.

LN, 2 3 4 %
B 3A 13 1C 2N ST
P VD B 2 B D H
B8 B ¥ B B T 7
i b2 20 A A 4
5 5 3 »¥F B 9 H
-4 4 MBst& 8 9'io

Fig. 2L m ==

** _ (ihkksi. — Muteni. dilett.
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A Croce. —La figura seguente rappresenta un quadrato na
gico a croce. Un quadrato magico a zone si pud sempre tra
sformare in un quadrato a croce, nel seguente modo.

Consideriamo il quadrato a zone, del 6° ordine ottenuto pre-
cedentemente (flg. 2199 e scomponiamo il suo quadrato interro,

1 3 6 22 #A 4

2 6 20 17 7 D
S5 26 9 10 283 18
2, 27T B 14 19
, VD 24 13 A 5

IB 3 Bj2 2|F
Fig. 222 B

di 16caselle, in quattro quadrati uguali, disponendoli nel nmodo
indicato nella fig. 222 Quanto agli altri numeri li collocheremo
in modo che tanto le diagonali, come le righe e le colonna
conservino gli stessi elementi come nel quadrato a zone.

A intelaiatura. — Se invece di disporre i numeri del gqua*
drato interno nel modo testé indicato, si dispongono come
nella flg. 223 si ottiene un quadrato magico a riquadri ; nella
sua composizione occorrera tener presenti le stesse norme so-
pra indicate per quello a croce.

A
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Quadrati doppiamente magici o satanici.

I. - Conquesto nome vengono designati quei quadrati magici
[sche riescono ancora tali sostituendo, rispettivamente, a ciascun
£runeo situato nelle loro caselle, lo stesso numero

aumncerta potenza Xx.
I G ades. il quadrato magico di modulo 8qui rappresentato,
| idie ha per costante 260, € ancora magico sostituendo ai suoi
nuneni i rispettivi quadrati, ed ha allora per costante ti 180

innalzato

5 33 6O 5% # 8 D
9 9 583 6 &4 B 1B 12!
P B 27yl

r
24 3 4 4190

Fig. 224.

h problema non & possibile per il quadrato di modulo 3 con
nureri disuguali, come pure per quelli di modulo 4con sedici
NUMer consecutivi.

Goti ad es., supponiamo un quadrato formato dei primi i6 nu
“eri consecutivi; si ha in tal caso 34 come costante del qua-
drato di primo grado e 374 come costante di quello di 9eco
Brado, u numero jg» _ 256 dovra appartenere almeno a

SY'e>ina la differenza :
34 — X = US

fon é componibile che in una sola ‘n ““sicch'eTim-
tfe quadrati differenti due a due, cioe 1, b ed 8l Slcche eira

Possibile formare un quadrato magico di secondo «rado con
Sedrci NUMEri consecutivi.
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Furono costruiti quadrati satanici di 8 910 e M4caselled laal
.x i possono anche formare quadrati semplicementem
11 * una mosicita particolare, quadrati cioé non nasliti
ce o diventano innalzando per es. e quadrato dasup
oei loro numeri, come ora vedremo.

R -

Pl+ (-~ r»—s2 2(qr_fpS) 2 (93 - pr)

2@r=PS  p2i - 25 2(rs 1 pw)

1
! 1

2(qs -fpn 2 (rs —pQq) ip*q. 5¢_ q% r>

H guadrato che si puo formare con le espressioni algebri
indicate, assegnando valori qualunque alle diverse lettere, rie

magico per colonne e per righe, innalzando a quadrate
espressioni stesse, ma non per diagonali. La costante &
P* + ?%e+ r* + g*

Dando ad es. i valori seguenti, alle lettere:

p—2 =6 r=3 g5=-124
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Le espressioni di cui sopra daranno luogo al quadrato che
sge rella flg. 26 dal quale, innalzando ciascun termine a
guedrato, si ricava quello magico la cui costante é 4225,

Quadrati diabolici.

G nome di quadrati magicamente magici o
goo designati quei quadrati nei quali oltre a ottenere
sonmma costante nei 2 (n -f 1) modi soliti, la Aprtremo me-
tamolti altri modi, regolari o geometrici, eom
élio con esempii che con lunghe spiegazioni.

Nel quadrato della flg. 228 la costante 34 si PuO
quaternelin 8 maniere; 70 di queste sitrQvaa’® a
tilione geometrica, simmetrica per coppie., co
unte flg, 220230 ottenute congiungendo a -——- ,
foma di quadrilatero chiuso i 4 numeri
d ciascuna combinazione. Sei sono sem-
itici. Le altre 10 sono le solite par co"
lore, ecc.

Gon regole analoghe a quella d| De
Coubere (V. pag. 294) si possono costrui
quedreti diabolici d' ordine Bit.h ®

— KILoAH-Nf A0 1T- 10 -
tareil Yes’Y*zione pero, che biso nall gaot- Fig- 228,

ovimentodi caoalioanziché quello

i, “erg PefoASIETIREUaP GAFAUR Bhnsccutvi ¢ che
O TRRE DS saRone! 21 EIRALE & RECESSANG SUablTIFe

wm regole speciali per passare dalla casella occupata dal
ero kn a quella occupata dal /cn-f-t.

rg

.f.npre per
ere dlspo-
. rileva dalle

,a
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La flg. 22 fornisce un esempio di quadrato diabolico di mo-
ddo n= 5 Non esiste quadrato diabolico per n= 3. Con n= 4

s hanno 8 quadrati diabolici. Se € un numero naturale di

| s non esiste quadrato diabolico di n. Se € un numero

: naturale dispari, non divisibile per 3, € possibile costruire qua-

drati diabolici di n.

r Metodo dell’Autore, — Operando con questo mio metodo la
restrizione di cui sopra non & necessario essendo esso generale

1lperi quadrati diabolici d’ordine dispari.

B 6 19 2 15 6 L 4
4 2 5 8 1 11
|
D 8 1 4 2 3 !
i 24 7 20 3 S
2 -
Fig 22 r 5 B 2 9 1 Fig.233

S comincia da una casella qualsiasi, col Pr™ °
fa poi verso sinistra un salto di cavallo mo j ca ,* hi2x 3

d comprendere un rettangolo di 2x 4 c®se™® de cosi fino
cone r.el salto usuale del gioco di scacchi. P gto eSem-
a aver collocato I’ennesimo numero» cioé i 1 , posto
pio. Si colloca allora il humero successivo ( ) H
6 3o 2 4 |k 228 =
v 2 1 8]5 o 1B 1 W 2
3 0 19 2 n IZ_7 D 3
u 18 B 5 7 v 5 B 2 9
5
5 0 g n B8 B 6 19 2 Fig. 235

Fig.24
rella diagonale ascendente di sinistra come

«ra 233; si dispongono il 7,8 9e 10a salto di ~avallo come
sopﬁe I’ ik colloca in diagonale con la regola indicata p

» S, Si ottiene in tal modo il quadrato diadico
della tig. 234
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Partendo dalla stessa -casella e seguendo il metodo di Cdb]
Loubére modificato nel modo precedentemente accennatosd1
terrebbe il quadrato della flg. 236 In entrambi si ha la soni]
costante (66), oltre che per le solite diagonali, righe, colomel
e diagonali spezzate, per altre molte combinazioni simmetriche
quali le seguenti, fra le tante:

Fig. 234 Fig. 3%
6+ 13+ 14+ 17+ 5 4+ 12+ 18+ 10+ 24
2L+ 1+ 12+ 10 ( <8 B8+ 1+7 + 24+ B
2+ 9+ 5+ 3+ 6 7+ 0+ 21+ B3+ *
64" 7+ 18+ 11 +24 21+9+15 + 2+ Db

Stesse figure secondo I'altra diagonale

6+ 4+ 18+ 5+ 12 4-f 6+ 5+ B+ 7

2A+ 8+ 5+16+12 ] B+ 4+ 24 +5+ 7

2+ 21+0 + 3+ 12 j 5+ 3+ 19+ H+ 7

1+ 9+ 3+ 10+ 12 t| i f 20+ 13+ 24+ 7
6 + 13+ 2+ 5+ 1Beco. ! 4+ 12+ 6+ B+ Dece

Le fig. 236 e 237 rappresentano quadrati diabolici di moduli
ed li ottenuti col mio metodo sopra esposto.

B D 19 1 ®» B 10
> % H 17 6 I

X 2 B 4 B 5
312024)22]149:

4 D 18 7 B o7
¥ B U B A B 5
21 4 B 2 B P

Fig. 2%6. — Somma costante 175,
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l
1

6 Z 1D 8 B 4 1" 8 0 1
& 4 B 10 2 4 5 B P 31 13
¥ 9 A & ¥ W WO 2 W
5 B P2 & % i7 18 O 4 2 %
4 © 0 B H f PV O P 14 H
B 0D 2 & 5 138 P 8 R 1B T7
;gﬁifaags_loﬁmzrzs%a
._201(274$A1 ® 6 B 15 F B
31%765267]15&)52]31(66739
312._5_54_1-4517no71434975330
1375.3)»900223135$492

Fig. 237. — Somma costante 671

Quadrati cabalistici.

Ssono quelli ad un tempo Satanici e diat>0" JIQueste con-

titi quadrato cabalistico con N tale che s gjo un numero
dizioni . Non sia primo; non sia uguale a ~’ imi alla prima
composto avente per fattore imoopici"1™ jej ,ueujrati

potenza solamente. Si possono quindi c

cabalistici con n= Se con N —9-

Quadrati magici derivati.

*e — Qttenuto, coi metodi indicati, un quadrato magico, se ne
Possono derivare infiniti altri, sia aumentando ogni suo numero
duna medesima quantita 3 cioe costituendolo con una pro-
gressione nuova, di ragione r -J-0, se r era la ragione della
Progressione primitiva, sia in altri modi. Cosi, per esempio.
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sia il quadrato magico (fig. 238) forgiato con *a progressioni
3 e57 ........ 19; posso formarne uno nuovo aggiungendo d
primo numero Tultimo moltiplicato per un numero qduTLe
ad esempio per 10, al secondo i' penultimo parimente e
plicato per 10,'e cosi via.

Numeri primitivi :

3-5-7 ... 19
Numeri nuovi :
3 +10 5+ 10 7+ 190......... 19+ 3D
9 19 5 1 O 15
7 n 15 B =2 B
7 3 13 }W 18 1B
Fig. 238 Fig. 20

Ottengo cosi il quadrato fig. 239 che necessariamente € me-
gico e la cui costante é:

3 x (il + 110= 33

*1. — La serie dei numeri eoi quali si puo formare un qua

r
magico puoO essere una progressione

aritmetica oppure u
serie di diverse progressioni aritmetiche, nel seguente mo
N numeri:

a a+r a+ 2 a + 3r ... a+ (n—1)r

oppure -

[a+ (n.— I>r + m) [a+ (n —\\r —m]+r

[+ n—Dr+ ml+ 2r .. a+ (n—i)r+ m]+ (- o=
e cesi via. Si pud assumere ni negativo e di grandezza com-
patibile eoirennesimo numero della serie ordinata in quadrato

magico per evitare ripetizioni, come ad esempio, nel quadrato

(fig. 240) di modulo 3 nel quale r=1 m = —6, e che sarebbe
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derivato dall’altro della fig. 241 Evidentemente il quadrato ma-
gico derivato non € altro che quello diretto che si sarebbe ot-
tenuto coi numeri 3 4, 5,7, 8,9, li, 12,13 cioé con r= led m= 2

7 5 14 19
B 8 3 B 15 I
4 il 9 B 1 B
|
Fig. 240, Fig. 241
7 4 & 9 B
3 7 A H D
® B 7 A B
5 2 B & 1
51 5 19 B ¥
Fig. 242

Sia, ad esempio, il quadrato magico (flg. 242) nel quale u - 3
edr = 2. Nel nuovo quadrato possiamo lasciare tali e quali i
primi cinque numeri. | successivi cinque potranno essere ad
«Sempio :

n+ 4= 15 15+2 = 17 17+ 2-19
9O+ 2=2 21+ 2=23
e 'a terza serie di cinque :
B+ 4= 2 27+ 2=29 29+ 2= 3L
3092=3 B+2=3H
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1. — In un quadrato magico, di iato 3 ad esempio, dgu
niamo ordinatamente al posto dell*I, 2 3

a a X a-f 2»
b b+ x &+ 2a

c c -f x c 2X

costituenti cioe tre progressioni aritmetiche di ragione x, ' ai
primi termini siano a, b, c. Avremo, per colonne, le somme.

per righe :
a+ 6-fe-f3a>

prima diagonale :

seconda diagonale :
Fig. 243 a+ b-fc+ 3x

Affinché il quadrato sia magico dovra dunque essere soddi-
sfatta questa equazione :

« + 6+ c= 30 ossia a c=ib

Esempio. — Facciamo ¢

dovremo fare :

In modo analogo, si possono formare
quadrati di modulo qualsiasi, derivan- ————— e
doli da uno di quelli di cui abbiamo
studiato la formazione, scegliendo i pri-

mi termini di ciascuna progressione in modo da evitare ripe
tizionl di numeri.
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Esenpio. —Dal quadrato a cavaliere di modulo 7 indicato
rellaflg. 246si pud dedurre quello della flg. 246 facendo:

®=3 a=1 0=5 c=9

d-5 e=30 /=44 g=2
8933 42 a|Js w44 0ZAD
T M p 2 ® BB BB T DD
85423203)471534657243344
[ s581 388 22 4835
24 1 ©®» 5 ¥ a & 4 2 D 43
2O 0T F 5 » HL 1 0 D B 9
4)1185451_’823 » 1 18 8 3B D B

Fig. 245 Fif- 246

IV. —Un quadrato magico lo sarda ancora modi®7aucello
unreri eoll’aggiungervi accanto lo stesso numero ~La

ella corrispondente casella di un altro quadram® ~ co™do
o 2B8da un esempio dei primo caso, e la 113.

DO B B1
D 8 3

84762

V) Anche ripetute volte se
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ccorre perd osservare che le unita del medesimo ordined»
iano a corrispondere ; cosi per es. il 7non diventera nel restro
caso / ma 707; in altri termini si deve considerare il 7comeft
e — Si e gid veduto come si possano formare quadratimi-
gici a prodotto; un caso «particolare ne sono i quadrati ap

enaa, dei quali le flg. 252-253 forniscono un esemplo,
i avra un quadrato magico di questo genere ogniqualvolta

A > 3 g 253 9
> 33 37 2T 243 25/
3 3 X g6l 3 75
Fig. 22 Fig. 233
9 2 W 7¢ s
5 7 \Y/ 7» V
1 6 79 s M
Fig. 244 Fig. 2%

gli esponenti siano tali da costituire un quadrato magico; in-
fatti nel nostro caso essi formano quello fondamentale. Sicché
sarebbe magico, ad esempio, il quadrato della flg. 255 poiché in
ogni riqg colonna o diagonale si avrebbe come-prodotto
ossia 7, KS.

VI. — Quadrati nei quali la costante & uguale ad un mittt~
simo determinato. — Questi quadrati si formano partendo da
un quadrato magico del medesimo modulo e aggiungendo a cia-
scun numero di esso un numero che si determina col calcolo»
a seconda del millesimo scelto.,Consideriamo un millesimo di-
visibile per 3 ad es., e sia 18%; dividendolo per 3si ha per quo-
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liente 632 questo é il numero che dovra occupare il centro del
quedrato e, naturalmente, deducendone 4 si avra il primo nu-
mero della serie cioé 628 (Fig. 256

9 puwo anche dedurre dal millesimo la co-

starte 5 del quadrato di modulo 3 1856 — &l 6%
-15 = - dividere il resto per ossia
m L P 3 a2 64

3-=67e questo sera il numero da ag-

. - . . 628 633
giungere a tutti i numeri del quadrato di mo- 65 63

«uo 3fondamentale.
| S il millesimo & pari, ma non divisibile
per 4 si comincia col sottrarre da esso la costante 34 del qua-
gdrato di modulo 4, poi si divide il resto per 4e si ha il numero
y fisso da aggiungere a ciascun termine
WO B 43 473 del quadrato magico di modulo 4, il quale
dovra quindi cominciare, per esempio, nel
caso del millesimo 1832 con 458 e termi-
i dr R nare con 473
A Nel caso del millesimo 1910 9 avra
R 42 4 45 ~ dungue:

Fig. 256.

B 45 456 478

. J?IMN4 - = 40
Fg. vs1.

Diagrammi geometrici dei quadrati magici.

Sein un quadrato magico si riuniscono con rette i“ooU -
sueeessivi per ordine di grandezza, si ottiene
gonale avente per estremi il
nuMmero piu basso o il pia alto,
che & caratteristica del qua-
drato stesso. Molte volte tali
linee sono di disegno elegante
npotrebbero servire come aiu-
to mnemonico per ricordare la
formazione del quadrato. La li-
rea poligonale, unica nel caso
di n = 3, e rappresentata nella
figura 28 E assai semplice e
quindi facile a ritenere, e pud
essere di giovamento per lo co-
struzione rapida di quadrati
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di modulo 3 a numeri elevati, come pure per quella di quadrati
composti (V. pag. 200-201). Le fig. 259-260-261-262 corrispondenti

rispettivamente ai quadrati delle flg. 263-264-265-266 forniscono

esempi delle linee poligonali accennate, il quadrato della flg. 24
é a cintura.



B 2 3113
5 11 10 8
9 7 6 I2
4

X 5 1

r- (Ghkr<i - Matem dilltt

~ 2 18

w N R B "
s B £ N

6 4 7
» 0 B
3 22

a}gmmlﬁ

I__.

Fig. 26

BN &~ oo © B

B » B K



POLIGONI MAGICI

Rettangoli.

Si possono costruire rettangoli magici, nei quali cioé le o>
lonne donno una somma magica e le righe una somma pue
magica, in generale diversa dalla prima. Queste due sonmre
non possono essere stabilite comunque per un dato rettangolo'
Cosi, ad es., in un rettangolo di 5x8 = 15 caselle la somme

totale dei termini (serie dei numeri naturali a cominciare
dall’ 1) é data da:

numero' rtiQgica d'una riga dovro essere 13di tae

ossia 3x 8= AX N~ 4> 6 la somma magica d'una colonna’s

UambU s'ol 0 p.rH m8el° 0 mo

Sbo°terminUrw,!!. al yetten801lo magico 2x1; si scrivono i
uguali a 9 6in mo<io  avere le somme per colonne

4 2 3 4

elemem”uno”per c'inscuna”olonnaMa6
tali elementi costituiranno una S ?UL somma Valg '
spooicnti. L'aura rigo, come si ,£* a rti™ ‘tuo ~

1 7 6 «
—
Fig.2s7. © 2 3 5



J innmpdo analogo si procederebbe per costruire il rettangolo
%dspan’ di 3x 5(flg. 263.

—————— r~~-m "f m k-
S i 13 10 4 22
5 9 3 6 7

Fig. 28 8 2 1 M4 §

| I -
|  Ecoo ora un esempio di rettangolo magico di 4x 8;le somme
J per colonne danno la costante 66 e per righe 132
i

M 15 4 5 4 2 23 &

f 8 % 6 13 24 3 3 A4
L

I 5 7 Z7 0D 2 D 2 9
i s

Fig. 200 16 18 19 28 n 10 1

Triangolo.

EENN)

Nella flg. 20, composta di triangoli equilateri concentrici, i

> numeri dall' 1 al 27 sono disposti in modo da avere la costante
¥ come somma dei sei situati su ciascun lato esterno; e la
costante Gl per i tre lati del secondo triangolo a quattro numeri

ciascuno.



1+8+5+9+2=25
2+9+4 + 7+ 3= 5
3+47 +(+ 8+ 1= 5
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K La proprieta del triangolo

magico fig. 273 consiste nelle
leguenti somme magiche ;

4+ 8+ 16+ 3= 3i 5+ 1+ 16+ 3+ 10= 4

2+ 16+ +6=3
1+ B+ 9+ 5=31

11+2 + 16+ 3+ 13= &
R+ 1+ 16+ 2+ 4= 4

4+ 15+ 8 11= B
6 + 7+ 12+ 13= B
5+ 9+ 10+ 14= 3B

4 +8+15+ 1+ R+ 7+ fi=5
4+8 + 11+2 + 14+ 9+ 5= 5
5+9 + 10+ 3+ 13+ 7+ 6= 5



Fig. 2/a
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NH triangolo della flg. 274 i gruppi del genere di quelli, indi-
cai rella flg. 273 danno pure somme magiche, in gran parte

pero diverse dalle precedenti, cioe :
37 in luogo di 3t
£ 3) * » 3B
5] * » 53

Laflg. Z6 offre un altro esempio di questi triangoli.
; NH triangolo di lato 3, invece delle quattro somme magiche
< re hanno soltanto due, al massimo, come negli esempli

ddle flgg. 2/6-277-278.



- 8
7+5 + 2+ 6= 20
8+5 + 3+ *
9+4 + 1+ 6

7+2+5 + 3+ 8=25
0 7+2+6 + 1+ 9=25
20 84-3 + 4+ 1+ 9« 5

Triangoli a perimetro magico.

Sui oertici e sui lati d’un triangolo disporre i primi noce n
meri interi in mouo che la somma dei quadrati dei é nur

meri disposti sopra un lato sia costante, qualunque siad
lato considerato.

a*+ O*+ oo+ d¥= ? ok + e*+p+gt:r

p*+ h*+ i*+ a*= g



~NAddizionando:

a»-fd,+g,+ (a,+ 0*+ ¢, + d*+ e*+ f*+ Ot f A*+ 4% = 35

‘* la«quantita in parentesi € espressa da

9(9 4-1) 2x9 + 1)_ ,85
6

per cui :
a+ i+ e»=3( - 9H

Risulta da cio che la somma dei quadrati dei tre numeri posti
a vertici del triangolo deve essere divisibile per 3 e per con-
'seguerza questi quadrati sono della forma :

Mult. di 3 o] Mult. di 3+ 1
Le sole ipotesi che si possono fare sui r
duge:
M=3 d=6 0=9
oppure
a—1 d=4 0=7
o infine:

a=2 d=5 Yy=8
La prima non € ammissibile poiché se ne deduce:
aF+d+g-—16= 37- PH da cui ? =137
La (I) diviene allora :
o*+c =1l —(@*+d» = R
dacui:
0+ o*=R- 2bc= Mult. di 4

La somma b + e essendo pari, b e c sarebbero della stessa
Paritaj ora combinando in tutti i modi possibili i numeri pari
Vi, 8 oi dispari 1, 5 7, non si puo ottenere come somma dei

quadrati di due qualunque tra essi il numero 92
Cosi pure e da scartare la seconda ipotesi perché essa da.

ar+ a*+ gt=66= 3(?- 9H da cui ?= 117
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La (1 diviene allora:
b*+ &™ s __(@*+ d¥= (0
«la cui :

{b 4-cy = Muli, di 4

6 C 8000 de™a stesso parita; tn« la somr
10 e In fUe Mua*un(fue de* numeri interi 3 5 9 non pud esHi

dpi Nnn,«8 ~SS° Vale per la 80mnia Uei quadrati di due qualungi»
del numeri pari 2, 6 od 8. Restano dunque 1 valori

a=2
Se ne deduce:
3 (-
Per conseguenza :
ax4-c** 97 e 4p 37 hi+p, 38
numeri rimanenti j, 3, 4, (i, ' e 9 sono tutti della forai

Mult. di 3 o] Mult. di 34-1

? é divisibilirper 8n° quindi delia forma medesimo, e sicoor
dei quadrati /? sS3¢ segue (poiché a*= 4e n*= X chea
forma Mult dii.° 6 ferma Mult' di 3+ 1le l'altro

Inoltre la somma2/4*46t applicabile ai quadrati e, ed h\

¢ pari e l'altro dis8Dari+\L essendo disPari, uno di tali num
P eNon si puo dunque avere che:

oon; " 'OPPUre7  3oppure» » oppure 6

r — fi oppure 4 3 oppure 9 7 oppure 1
e I’ezfame di %uesie varie i%otesi dimostra che si ita b= 91
C~ doppure b« 4dcon'c="9
6 be7%easoﬁqﬂ5qve fatte per e*, f» con i numeri rimanenti 1

e—1 con f=at d
; 0 €~ a con i
Infine : r« i

*= 3 con k—7
od t=7 con p@m3
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Ecco dunque in figura la so- 5
luziore del problema.
9 pud osservare che si ha in

[peri tenmpo:
ato+c+d=20
E+<?2+/ + £= 2D
9+h+i+a=2

Fig. 230,

Pentagono.

Nei pentagoni concentrici dellu flg.28t i numeri dall’ 1all’ O
sono collegati in modo da avere per ciascun lato la somma



costante 24, 248 e 12 rispettivamente nel 1° 2 e 3 pentagoo
a partire dell’esterno; inoltre le somme dei numeri che coou
pano i vertici dei quattro pentagoni sono uguali a @

Esagono.

Negli esagoni della fig. 282 abbiamo i numeri dall’! al Bd-

sposti in modo che ciascun lato ne contenga rispettivamente
7, 5e 3e tali che:

t.° Nell’ esagono esterno la somma di 7 numeri di dasoun
lato é 259, nel medio 18 e nel centrale 111

2. ° In ciascuno dei tre esagoni la somma dei numeri occu-

panti i vertici & uguale a 22 come pure quella dei punti medii
di ciascun lato.

3. ° Le diagonali dell’esagono hanno per costante 259 com
i lati dell’esagono esterno.

4. » Le congiungenti i punti medii dei lati opposti hann
pure per costante 2D
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Stelle magiche.

.. - Nella stella esagonale della flg. 283 abbiamo queste
some costant :

0 +2+ 2+ 3+11+1 —39
5+9+ 4+ 7+6 + 8= 3P

D+5+8 + 6+11= =0 2+ 9 +5+
D+5+9 +4+12= 40
n+6+7 + &4 12= 4

8+ 1= 5
2+ 9+4+ 7+ 3= 5
3+ 7+6+ 8+ 1= 5

a stella di cinque punte nu-
**e —La flg. 284 rappresenta

i h ot li'l al 15 in modo da avere
egerate coi numeri progressivi
le seguenti somme costanti :

8+ 6+ 9 +14= 37

9+ 7+ 10+ =3/

0+ 8+ 6 +13= 3

6+ 9+ 7+ 5=2a3

7+ 10+ 8+ 2= 3F



1+ 2+ 4+ 15= 2
2+3+5-4-12 = 2
3+ 4+1 +14 = 2
4+ 5+ 2+11 = 2
5+ 1+ 3+ 13= 2

n+ 10+ 13=3#
13+6 +15=3#
1547 +12=3#A
2+ 8+U=3A
14+9 + 1= 3H#A

3K -

1+ 8+5+ 13=2Z
5+ 7 +4+11 =2
4+ €+ 3+ 4=2
3+ 10+ 2+ 12= 2

2+9+1+15 =2

IO+ 13+ 6+ 3=22
6+15+7 +4=22
7+12+ 8+ 5= 2
8+ 14+ 9+ 1= 22
9+ 11+ 10+ 2= 22



POLIEDRI MAGICI

Ottaedro magico.

Collocare in ciascuno spigolo d’un ottaedro e nel punto mecT
d'ogni sua costola dei numeri tali da aoere som

stante per ogni serie corrispondente ad una cos o a.

c

Fig. 286
6 . to ip costole dovra avere
Sa r la somma costante. Essendo’ 1numeri agli spigoli, che
+ C in cui S é la somm e ~ la somma dei numeri
furano quattro volte nelle ~ " ‘zono computati una volta solo.
\Y

a
‘Punti medi delledostole, che vengono
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li problema non & possibile coi primi 18 numeri, ossia ing

nerale. con 18 numeri in progressione aritmetica. Infatti d>
vremo avere :

3+a-fs=4 eco.
Affinché non si abbiano numeri ripetuti occorrera crele

somme x + |§ a+ <€ ecc., non siano mai uguali fra loro. O*
si ha:

ossia

essendo M lg, somuma, dei 18 numeri, del prablema. Coi primi B
numeri naturali tale somma é 171, e dalla formolo di ~siae u
che i valori di S non potranno essere che quelli della progres
«ione aritmetica di ragione 4, dal 23 al 9L

Affinche le somme suddette siano diverse tra loro, dovranno
essere diverse tra loro le differenze tra x fiySe9 ossia le
stine non potranno avere che una di queste forme:

1-2-4-7-11-16 2-4-7-8-12-17 ecc.

Ma la somma S deve avere uno dei valori suespressi; dunqLe,
come minimo, potremo avere 1, 2,4,7, 11, 18 Ora fra le I5com
binazioni binarie di tali sei elementi, solamente tre, ciog 27,
&* *? °on sono utilizzabili; abbiamo S= 43 da
dunque bisogna escludere 7 + i8; ii -f 18; ma il 18 non pos-
siamo computarlo che una volta perché le tre combina*!L
da escludere devono comprendere tutti i sei elementi di S. &

ne deduce quindi I'impossibilita di risolvere il problema coni
primi 18 numeri naturali.

Cubi magici.

Consideriamo un cubo di modulo n. Potremo immaginarlo
composto di n* piccoli cubi elementari disposti in n strati d
n* cubetti ciascuno. Quando in ognuno di tali cubetti sia iscritto
un numero tale da avere, per ciascuna colonna corrispondente
ad una delle caselle del quadrato base del cubo, una somma
costante, come pure per ciascuna riga di cubetti in senso orli-

zontaie, nonché per quelli formanti le diagonali del cubo dato,
il cubo stesso sara magico.
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Per n= 3noné possibile una disposizione di numeri di tal sorta.
Pam = 4si hanno & cubetti elementari. Le figure seguenti
rappresentaro la disposizione che debbono avere i numeri nei
;quattrostrati di cubetti costituenti il cubo principale. Ciascuno
d i 1quadrati € magico per
[colore e per righe ma non
A diagonali. La magicita si
Jiia per le diagonali del cubo

idhe soo:
B-P-DB-2
i-B-2-&4
« -2/-3B-16 B
6l- B-2-4
. . C
Cosicché la costante 130 si
Otiene in 2 maniere diverse. D
Inun cubo di = 15 cubetti
& possono disporre i primi 125 Fig. 286

nureri naturali in modo da

2 e“ere P volte la somma costante 315 cioé 75 volte con
o colonne e 4 volte per le 4 diagonali del cubo.

B 2 » B8 18 A 1B

2 I 12 g BT

> 4 8 110 ¥ B B

$ 0 a 5 0D 46 3

F'g. 287. - Strato A. Fig. 283. - Strato B.
1 © H 14 4 H D =2
7 2 B 5 5 24 L0 9

i 83 2 ® B8 B8 4 5

D 31 5 2 B B 17 &

Fig. 289, - Strato C. Fig. 20. - Strato £

2 —MNhkksi. —Matfm. diUtt.
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Si e veduto come si possano costruire dei quadrati megicid
modulo dispari con due quadrati magici ausiliarii ; parimente
si possono ottenere cubi magici di modulo dispari, per mezo

21 2r 8 14 D
io 6 117 48 D
4 100 1 5 13
]153 1® 0 a9 2

I 18 % 16 2

Fig. 291 - Sezione superiore.

B 114 65 » B Y D 7L I & 10 B 7 8
2 :
2 B B MW &1 e n B 4 @OMd
10

8 19 ® . 6 1N 0 BB >Dal

! LB 2B 1154 979 33 B RIBHIYG

U8 ® & 6 & 24 5 165 3% B 30 8 2 Bl
Flg 22 - 2* Sezione. Flg 3 Flg 2N - 4y Sezione.

3* Sezione (mediana).
b 2 2 18 P
™M B & 17 B
B ® 15 6
4 B 9 & 16
% 12 8 ® 5
Fig. 26 _ 5, Sezione.

®US8,,,ap" - Cosi 1L magico di modulo 5si ottien
co ocando U numero medio fra 1le 15 che € il «3, nel ine»
della mediana; si hanno cosi le 30 diagonali delle =

ziom verticali e orizzontali (fig. 21 a 29%).
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DI ALCUNE CURVE NOTEVOLI

PRSP

Cubiche.

Cubiche semplici. — Le cubiche che possono essere rappre-
sentate con la pit semplice equazione (un'equazione binomia)
non sono chie tre ed hanno per equazioni:

&= ay" =ty xyd =at

Cubica semplice, parabolica. — Questa curva detta pure
parabola cubica di Neil o semi-cubica & 18 curva isoerona Cioe
~ quell4 seguendo la quale un COrpo cadente percorre spazi
uguali in tempi uguali. E anche 18 gviluppata della parabola.
pura la traiettoria ortogonale delle posizioni successive di
una parabola che si muova perpendicolarmente al proprio
3sse, osgia & quella curva che sege tale famiglia di parabole,
& 8&d angolo retto. .

E costituits da due rami parabolici ed I all’origine, una
Cuspide. 8i pud costruiria nel seguente modo (v. fig. 296).

Sia un angolo retto @ Oy ed una retta K paratield ad Oy.

Conducia aue che segherd 12 Kin D;
, mo per O una retta qualung S ern e da O la per-

da questo punt . mo la parallels &

' Dendicoiarz adoeS;): dcl;?;m; seg{;er‘a in E; 18 palfa\le{a ad Oy
condotta per E determina sulld o D un punto M il cuiluogo ¢
la parabola cubica.
Quanto alla tangente in
con M un punto P dell'asse OY tale che:

ON
orP= "3

un punto M si puod ottenera unendo




- -
In generale per una curva la cui equazione é della fom:
Xm—Ayn

I’'equazione della tangente nel punto (x,y) é:

Cubica semplice parabolica a centro. — La parabola cu
combinata con la retta (V. pag. 247), col circolo, o con laPa
boia fornisce la soluzione grafica delle equazioni di 3, *
grado. Combinandola con la curva;

~

yi=1—X
che le & identica si ha la soluzione dell’equazione :
X9=t—x

Nota. — Questa curva serve a raccordare nelle rotaie deHe
strade ferrate, archi di circolo con rette permettendo il Pa8
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Hggio graduale dalla curvatura costante dei primi a quella
rula delle seconde.

Qesta curva si pud considerare come una trasformata del-
I'iperbola equilatera riferita ai suoi assintoti (flg. 297) nel modo
seguete. Costruiamo il triangolo rettangolo A OM che ha

angolo retto in O, un vertice sull’ iperbole (ramo R) e I’ ipo-
tenusa parallela all’asse Oy ; la cubica sara il luogo dell’'altro

vertice Al. Essendo :
Xy a*=o
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lequazione dell’ iperbole, quella della cubica sulla trasformeti
sara:

X* - a* Y

Siccome si sa costrurre |'iperbola equilatera con rigai
squadra, si potra costruire pure in tal guisa la cubica.

La tangente in M si avra facendo OP = 20N e oconducado
la PM, come risulta dall’equazione (*) del § precedente.

Cubica semplice iperbolica. — Dato un angolo retto xQf
ed una retta k parallela ad Oy conduciamo per O una retta ge-

lunque; dal punto A in cui sega la k, la parallela ad Oso; da
O la perpendicolare ad OA che sega in Se C tale parallela «
la k; le paralléle agli assi Oso, Oy condotte per Ce B rispetti-
vamente, si segano in M il cui luogo é la cubica cercata.
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1 = qf quella della tangente &:

La sus equazione essendo @ ¥

X X _

& vercio hastera fare 0Z=30 He
- langente in P.
¢ Cubiche circolari unicursali. — Le cubijebe circolari unicur-
- soli sono cissnidi; la conica divettrice & un cerchio che passa
& 1ol punto doppio e per i punti d'intersezione dell’assintoto
- regle  distanza finita con le tangenti al punto doppio ; questo
2 circolo ¢ quindi determinato.
k- Quendo si voglia prescin-
‘ ‘dere dal circolo tracciato,
48 si pud considerare la gene- 7
S razione delle cubiche circo-
% lari unicursali nel seguente A
P 3 modo,
§iano due punti fissi O O, M
 (diametro del circolo) e la
" retta flssa m, Conduciamo
8 ter O una retta variabile O o /
E OPeda O, la perpendico- "
“ lare ad essa G, 4; il luogo Fig. 299
; d{ A. sard la circonferenza
di dismetro 0 O, ; se portiamo da O in M un segmento uguale
 ad A P, il luogo di M sara una cubica cireolare unicursalg-
Strofoide. ~ Con questo nome si indicano le cubiche cIreo:
lari unicursali le cui tangenti nel punto doppio sORo® ortoganall
Sia C (fig. 300) i circolo direttore, O il punto doppio € °s
Passintoto della curva; O A, OB saranno le tengent “o "
Prendiamo P simmetrico di C rispetto ad O Da P (polo 4570
curva) condyciamo una retta qualunqueé P R e portiamo RM=
=RM,=RO (essendo RO una parallela da O sil’assintoto). u
logo di M M, sard 1a strofoide ; retta in questo caso perope
0C ¢ perpendicolare ad A B. Considerando la curva co::;i{cxis-
soide si otterrebbe come lu0gO 10 oy

di M, facendo C.)M"_.- i
Lequazione della strofoide Te gto agli assi 0@ OY
€ (OC = a_):

.
A

unire Z con P; sara ZPla

tta rispe
(m’+y')(w+a)-"—’-a!l’=°

T —— e
eocanico dells clasoide v Trisezione dell'angoto.

(1) ¥. pure i1 tracclamento m
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La strofoide pud essere generata in molti altri modi (v. Nitt
alla pagina precedente).

Consideriamo, ad esempio, un rettangolo OABC (flg- 3>e
due punti fissi, cioé un suo vertice O e un punto P su AB

Conduciamo per O eP due rette fra loro parallele, e dal
punto Q nel quale la seconda sega il lato BC del rettangola
conduciamo la perpendicolare alla prima che la seghera in U-



?;

ll'luogo del punto M é una strofoide.
Sia A B un diametro di una circonferenza (fig. 302). Se il

punto P’varia su di eseq, in perpendicolare da Pad ABe la
i‘wncolere da‘A ad A P si segano in M il cui luogo & una
, mentre il luogo di X, puato medio di PM ¢é una

strofoide.
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P

M

Maclaurin e
ntiin questo
ta curva di

Trisettrice di
unga Oubic:ec-dl Mac Laurin. — La trisettrice di
punto sono irlll(‘:?io,:a:e retta, con un nodo; le tange
aanou di 60 e 120:\ e rispettivamente sull'asse del
ra i ; D
Curval,::qh l.nOd‘ nel quali si puo gener
L = Datmdxchero alcuni dei piu interesss
a (fig. 303) una circonferenza (0), se pel centro O ed

un pu
punto fisso A di essa si conducono due rette parallele che
condotte in Med N

inc i

i s‘?“‘mo la curva in M ed N, le tangenti

Sent,gt,ano in un punto P il cui luogo € 18 trisetirice rappre-
ata dall’equazione polare:

are questa celebre
nti (1}

p=r sec-;—— nella quale r=0A P"—'—'-‘“OP o = 3613

—————

(1) Vedasi pure « 2risezione delt anyolo *

N
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Infetti gi ha P oM = po B e I'equazione (1) si deduci

immediatamente dal triangolo rettangolo MOP, Goa re
are che la retta condotta per O sega la circonferenza ax
che in M, e che la tangente in questo punto sega la tagene
in N in un altro punto P, appartenente esso pure alla ara
di cui si tratta.

Si ha un punto Q della tangente alla trisettrice in P- Prc
lungando la N M ti M Q*=N M. Quando M ed N coincidon
con A e B il punto P é all’infinito e allora la tangente in ess
alla curva, ossia l'assintoto, passa per E simmetrico di B
spetto ad A.

La perpendicolare, ad A B sul punto di mezzo di A Osegal
circonferenza (O) in m ed n tali che le rette Am, On son
parallele e che le tangenti in m ed n si segano in<u sul mezz
di AE\ wé dunque un punto della trisettrice, e la tangeot
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inquesto punto passa pei punto simmetrico g di n rispetto
a m invertendo le funzioni dei punti m ed n si ritrova wcon
ua tangente &? simmetrica di ug rispetto ad A B. Dunque
ué uinpunto doppio, con due tangenti wg e «g' ad angolo
d 8 fra loro. .

Corsideriamo ora I'inviluppo della retta MN. Il punto di
cotatto R’ di MN col suo inviluppo € dato da:

Affi’ R'"N—4- MN

jg Tdeinviluppo € la polare reciproca della (P) rispe®
Roto (0). Esso & una cardioide; infatti, costrut o i

e di raggio OA’ —-j- OA osserviamo che M N R
-& unparallelogramma il cui iato N fi' prolungato Pf8&® Pe. .
edetae che Nn'rR'= A>B'; dunque l'inviluppo di MmN e m
“oonooice de'  irchio A> B’ rispetto ad A>cioe la car ,.

N putto di mezzo fi della corda M N descrive una

di Pascal lo cui equazione é:

a
o= T COS -y-
S puwd dimostrarlo costruendo un altro circolo di cent
ed raggio — OA e considerando un parallelogramma

aquello gia considerato m> N 'R M. fll mn simme-
u punto @ descrive una cardioide, poiché se «

nna
tricodi N rispetto ad O, la retta @' Q passa pe
lunghezza costante AB. .___tangente

H. — Dato un circolo O (ftg- 304), consideri pei punto

fismu in B, ed una mobile o. U diametro c

c i contatto di 0 sega u in un punto  j,ntoHd’incontro P
reno la seconda tangente «?. U luogo v facile vedere
delle rette o e 10 € la trisettrice di Maclaunn. e

t tyP}R
core I'angolo POM sia uguale a - 3-

quaje condur-

In e OB come asse polare
Nella fig. 34 prendendo O come p

I'equazione della curva € e

COS -
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e prendendo per assi la tangente u e il diametro BO eowtf-
vando che:

Paen &= a> p COS W-=r —y
© @
cos ©= 4cos* —--—-3C0S T

si trova :

x*(*r— y):y(3r- yf

I1l. — Si pud anche osservare che, se la tangente in un Pun
M ad un circolo O (figura precedente) incontra una tangeu
fissa u in F, il luogo del simmetrico p di F rispetto ad m e
una trisettrice di Maclaurin la cui equazione é:
— r
p=_

sen—=—
(@)

I’asse polare essendo il diametro del circolo.o parallelo ad «e
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IV. - Ilseguente modo di generazione deUa trJ*'fn°® il
lladaurin permette di ottenerne i punti coll uso di liga

(LEdka solamente.

Abbiansi sudi una retta 1punti A, é/ Ps 0 in modo che sia
OB=3A0 BC=AO0

econducansi le perpendicolari m , n a tale retta ne punt
OeC.Si conducono"per A e B due P»™ 11 "5

puto D nel quale la prima sega la m si con

dicolare alla p che seghera

inMla g. Il luogo di M é

latrisettrice di Maclaurin,

lacui equazione polare (polo

0. AO=a) e:

= ——=<—-4dAcqgs W
o)

6 in coordinate cortesiane
(ess OC, m):

X @i*+ i, = a(y - 3w
V. —in un circolo O (ﬁ—

gura 306) considero un dia-

letto fisso ed un angolo violare abbassata sul raggio
variabile AB, A OC- La perpendic B C in un punto P

OC sul punto di mezzo Msegherc‘) la
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il cui luogo geometrico é la trisettrice di Maclaurin puto
doppio in B, il vertice sul mézzo di OA , ecc. (Vedi Trama-
meato meccanico delle curoe).

VI. — Un altro modo di generazione della trisettrice eil &
guente. Abbiasi un circolo flg. 307 di centro C e raggio la
Sul punto di mezzo A del raggio CO si innalza ad esso lapar-

pendicolare A D. Condotta una trasversale per O, sifa Oh

~ — OAf{ essendo il punto ove essa sega la AD ad
queLlo ove sega la circonferenza. Il luogo di Afe la trisettri
Cubica circolare. — Una cubica concoidale particolare

qguella circolare che si ottiene con questa costruzione (flg. ®
Abbiasi un triangolo rettangolo PQR isoscele. Proiettisi
in A e B sul lato dell’angolo retto, un punto M dell’ ipotenu
La perpendicolare da M su A B passa per un punto fisso
che ¢ il quarto vertice del quadrato PQRO. La MO e segt
dalla AB in un punto Sl cui luogo quando M varia su

ipotenusa e la cubica considerata. La sua equazione rifar
al sistema d’'assi Ox, ov é (ponendo PR —a)\

N e e I Y - SV
e riferita agli assi O.X, OY:

X (X*+ y*)=a (Ks-f 3X»)

La parallela a PQ condotta per E, punto medio di OB

I’as%intoto re eEq_zéllla, cubica» il cui vertice E* corrisponde
punto medio di .
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S pud tracciare facilmente la tangente alla curva osser-
vando che si pud considerare questa come la pedale, dal
puto O, di una parabola inviluppo delle rette A B, parabola
cre ha per vertice E' e per foco E\ la tangente &€ dunque de-

term

23. . .
Gasasi. - Matem. ailett.



- 354 -

La sua equazione in coordinate polari é:

— N seny
p~ cos &

nella quale :

OM=p B OA —u OA-~d



- FPH-

Il. - Abbiansi due rette m, n parallele ed un punto O sulla
m Conduciamo da 0 una retta qualunque OS; da B ove sega
la n conduciamo a questa la perpendicolare, che segnerdo a
min C; da C conduciamo la perpendicolare alla OS: il piede
di questa perpendicolare sara M, il cui luogo e ancora la cis
soide, (v. ftg. 3L

Ill.  Abbiasi un angolo retto AOJ3. Da un punto fisso A
duno dei suoi lati conduciamo una retta qualunque A G, e a
s vertice O la parallela ad essa. Abbassando da G la pej*
pendicolare su questa si avra il punto Mrb il cui luogo e a
cigsoide, v flg. 309 (1).

La oubica circolare di Jerabeck. — Data una circonferenza
IG ed una tangente A C cerchiamo il luogo del punto med o
del segmento d’'una tangente variabile compreso fra il pun o
d contatto B e la tangente fissa A C.

Prendendo per assi O A e il diametro perpendicolare e m i-
cando con (X,y), (X>,y’) le coordinate dei punti M, B, si

trovano facilmente le equazioni:

X'* -fyi*= r* P+ yy' —r*
. ®e- +r)

dalle guali eliminando se¢' ed y':

dsey* (X —r)- - (2 - ro» - A
e sopprimendo il fattore a —r comune ai due membri:
4 X (»* -}py"- 3rra—rs=o0 <)
Il luogo di M & dunque una cubica circolare.. Si
strare geometricamente che questo luogo e D del
infatti, conducendo la tangente T re AD
15anza dei

diametro A D, e per M la parsile!lla a B D,
mRelaDT in Fesiavra Rt ~ perm 8 ~ caconfe_
triangoli FD R, BME. Ora, il punto E de

ronza di centro O e di raggio % f & Si ha RM =FE dunque
M descrive la cissoidale del punto > risDetto &lld circonfe-

renza rj e alla retta T.

(1) Vedasi pure al $strofoidi pa«- 346.
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Fig. 310.
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Scrivendo I'equazione (1) sotto forma omogenea:
i@ty =2r13xr 4

si vede subito che le retle:

i

®=0 y=x\/—-1 y=—av—1

" sono assintoti. Dunque le rette isotrope condotte per O sono
\ assintoti, ed O & un foco della cissoidale. Il punto R e un punto
isolato della curva e due punti d’inflessioné corrispondono ad

t
T = 5 r. Si pud costruire 1a tangente in M conducendo la

tengente in E at circolo OE e facendo E H = E G; H sppar-
tiene alla tangente in M; oppure innalzare sul suo punto di
mezz0 N la perpendicolare alla M F, che seghera la 0 Binun
punte S della normale in M.

— Sia P I'intersezione della polare di M rispetto al circolo
dato, con la retta O M. Siccome si ha OF - 0 M = r4, il punto
P descrive la curva inversa della cubica circolare (M), es-
sendo O il polo.

Dall’equazione (1), facendo:

P =pCO8 ¢ Yy =psene
¢ deduce I’equazione polare dells curva M)
ip‘cosq>-—3r'p005p_-r===g

¢ sostituendo p con _fg_ quella della curva (P

P’+3rf4’008?-4r30087=0

dalla quale si deduce 1'equazione della (P) in coordinate orto-

gonali:

(m’+y’)(w’+y’+3ra7)—-br’w==0

_Questa linea & dunque una quartica bi.Cil‘cotlﬁraﬂé Iée b}fmgenn
in M e P hanno direzioni aimmaetriche rispet Ouo S nsiderare,

- La retta B P inviluppa (00 curva o7e ﬁntipedale ai (P,
sia come polare reciproca delia (M), si8 come antipedale C e
1l puntoe df contatto @ di BP si Pud dUAIEE P Ty tangente
intersezione i B P con 18 perpendxcma"% @ il cul punto di
M H, sia conducendo per O uns rettd Yo
mezzo w si trovi sulla norme

le P, alld cuuva.

it Mt
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La concoide di De Sluse. — La costruzione seguita ds
De Sluse era questa: dati un punto O, una retta r e unacoe
stante k%, si conduce per O una retta arbitraria che segher
7 in M, e si porta su O M a partire da M e nella direzione OM'
un segmento MP tale che si abbia OM . MP =k Il luogo del
punti P é una concoide slusiana.

Prendendo come polo O e come asse polare la perpendico-
lare condotta per O sulla r si avra:

a 8
OFP=np OM:COS? MP= Cos?

quindi l’equazione polare della curva €:

a(ncos ¢ —a)=k*cos?p
e in coordinate cortesiane:

{
aw—a) (at+ yhH=k*a? W

3 . ione
Se si porta il segmento 5 r 8 partire da M nella direzion

M O in M P, il luogo dei punti P' avra per equazione: "
a(@—a) (@ +y?)=—k*a? '(

. i [

Essa non ha pit la forma a conca. Tuttavia potendosh ,lma

quazione (1’) dedurre dalla (1) cambiando la costante P‘Zs‘ s

k* in negativa — k?, & naturale di considerare (i) cOme l:qnte
zione generale delle concoidi slusiane quando k € ung ¢osla

reale oppure immaginaria. di R

~ Per ottenere una costruzione piu pratica di quells tl)ia.’

De Sluse consideriamo il luogo dei punti N tali che s abbia:

OM-ON =kt \
O, M, N essendo tre punti d’una stessa retta. Questo 1u0g0 e

: §
il circolo & che ha per centro il punto C (_2%_ , 0) e che

passa per ’origine. In ciascun raggio vettore partente da O
si ha:

ON=MP=MPpP

Dunque: «essendo dato un circolo 4, un punto O sulla sué
periferia ed una retta r parallela alla tangente in O, si con-
duce per O una retta arbitraria che sega la retta in M € il
circolo in N; su tale retta si porta, a pertire da M, sempre dal

lato di O, oppure dal lato opposto M P/, M P= Q N; il luog0
dei punti risultanti & una concoide slusiana ».

PN




Inquesta curva r & un assintoto d’' inflessione, mentre O & un
punto doppio. Il punto O &€ sempre un punto isolato se k*> o*

Quando k*< 0 esso fc un nodo, una cuspide od un punto isolato

secondo che h* é superiore, uguale od inferiore a - a.
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La concoide di De Sluse & una pedale di parabola, il pad
essendo nell’asse. Egsa smmetie una generazione analogst
quella della ciseoide, la tangente al circolo direttore essendo
sostituita da una parasbola a quests retts.

Si puo generarla meccanicamente con un inoersore (v. ?“fe)-

Trisettrice di Longchamps. — L’ ipocicloide a tre cuspidi fla
curoa meravigliosa del Cremona)si trasforma, per polart reck
proche, in una curva notevole che é una trisetirice ()

iametto
Consideriamo in un circolo di centro O (fig. 312), un dinmets
flsso A B.

Fig. 312.

Facciamo l'arcc A D=2 B E; ¢ noto che la corda D E invi-
luppa un’ipocicloide a tre cuspidi che tocca la circonferenza O
nei vertici d’'un triangolo equilatero A M N. Il punto di contatto
di D E col suo inviluppo & il simmetrico di D rispetto ad E.

(1) K la curva detia Tricralere regolare dal Bellavitis.

rar e At

Ak aih - =
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1 - )k o
,HLAB/ITIIwaro)cﬁ»/)é dunqgue la polare renNin
Sfrisplo8. circo.., 0, 0 *. é& Ib curve cercata.
Say
Ol=P /0B=<
le coordinate polari di 1 e poniamo i"EOB , OB =
Areno:

EOB + DOB _ 18— t= 18F - 2«
y=— ~2 2
DOB2EO fi _ 1SOlrli- = 3<a-180°
0B — N S 2

chau s deduce, considerando il triangolo rettango
l'equeziore polare della curva;

R 1D
cos 3«

asa, in coordinate cartesiane ;

P=

X@B —«‘'1—B((«* +y3 -0
La curva e dunque una cubica caratterizzatagjmrne-
punto doppio ombelicale e dall’am mettere re . ttrice (vedi
tria. L’equazione (1) prova che la curva e una
Trisezione deWangolo).

in ; basta os-
Per avere la tangente alia curva, per esempi ~ 2 punto F
servare che essa e la polare, rispetto al circo nei co-
in cui D E tocca I”ipocicloide ; siccome essa rti uguali
niugato armonico di F, basta dividere Dartire da E.
e unire | con K, primo punto di divisione vV ~

una cu8pide.

Pedale dell’ipocicloide di Steiner rwp n£A &partire da
- Se si prendono sopra una circotiferenz archi CD A—a
uno stesso punto C ed in sensi opp°s * inviluppa un 'P°”
CB= @doppi I’uno dell’altro, la retta a A~ di ANe simme-
cicloide a tre cuspidi. Il punto di co
trico di A rispetto a B. . g diviene tangente a
i punti A e B coincidono e la re

cerchio direttore quando; a=A"
=0 : 240¢
3= 0 ?= 1

3= 240



quando:

Il punto A coincide allora con C, C" o C; i diametri con-

dotti per questi punti sono tangenti all’ ipocicloide in punti
Z :Z n .~ T jORV immfitriCi di C - c" o C' rispetto all’altra
estremita del diametro. | punti O,0"', o- sono punti cuspidali.

Cerchiamo ora la pedale del punto O. Siano D il punto di
mezzo dell’arco CD A, N il punto d’incontro di AB con CO.
Essendo D B perpendicolare a CN ed a b paralleli aDC ai

vede facilmente che NB = DC. La OP incontra CD in un
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putdM cella circonferenza di diametro OC. | raggi dei cir-

ai CDA,CMO essendo nel rapporto di 1:2 bi ha CD =
s=DM=B N\ dunque MN ¢ parallela a DB e per conse-
fpeiiza perpendicolare ad O C. Da cui la costruzione seguente
Ideila peddle (P):
I] i proietta un punto qualunque M della circonferenza di
mmnietro QCin N sul diametro OC, poi N in P sulla corda OM.
Rio coordinate polari (p=0OP,«i = NOP) si ha I'equazione:
I p= a cos* <

H ana(P) haavuto il nome di Ooale di Munger.

Quartiche unicursali.

Il folio doppio.— Questa curva possiede un punto triplo
ide offre la particolarita d una cuspide per due rami e
laenache concorrono in esso. La curva ammette le irez

% 34

isotrope come_direzioni assintotiche dopPie' ~  tangente
folio doppio riferita ad assi ortogonali, dei quali y ta ¢

e punto cuspidale, e:

Xx*ax + by~ N
». - Possiamo ottenere la NAanSAonduclmo una
OAB e facendo le costruzioni » N lare ad essa OP; da

retta m qualunque e da
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P 1a perpendicolare PN ad O A e da N ls perpendicolar

O P che las sega nel punto M il cui luogo € il folio dop
La sua equazione polare é:

p=a cos® o + b sen o cos*w
nella quale:

A0 =a
A"

N \A

AB=1b OM =p AOM=0

Fig. 315,

:
i
|
Quando la tangente nel punto cuspidale ¢ pare asse di 5:36%
metria della curva si ha il folio doppio retto, che corrispont® |

m

Fig. 316. R

L e o P

§
s 3

M O N q
4
al caso particolare in cui a = b. Si puo ottenerla con la €0
struzione della fig. 315 nella quale Om ¢é una retta qualungué
O’ A perpendicolare ad essa, A N parallela ad 0 0', N M per
pendicolare ad Om.
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( gpue (quando O M =0 N) con quella della flg. 316, nella
(He mé uma retto qualungque uscente da Af; NE perpendico-
laead m; EP perpendicolare ad MF. La curva é il luogo di P.

Fig. 317.

«» - Siano i punti fissi O , A (fig. 31?7« Sl
gdoretto OBA. Si conducano B C perpen

Qv OAfF rispettivamente parallele ad O » ’
il luogo di M.

su OA e
curva sara

- Costruendo il triangolo rettangolo OBA (fig. 318 coi
teti passanti per i punti fissi O, A, conducendo B C parallela
0 Afino ad incontrare in C la perpendicolare in Oad OA e
issando da C la perpendicolare su O B si ha il punto M

i luogo é il folio d iQ retto. .
SJ#oHogsempllce. —&Du%sta curva ha un punto triplo e le
“genti in esso sono coincidenti; le direzioni isotrope sono

irezioni assintotiche della curva.
Sa OAaun segmento dato. Conduciamo per O una retta qua-
glie m, da A la perpendicolare SUdiessaA P; da P la per-
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nella quale A é una costante. Ponendo.-
OA=m OM=p MOA-m
si ha I'equazione polare della curva:

P= m eos* (0

1 follo semplice, detto pure Ooale di Munger, (1) n°ne

un caso particolare in una famiglia di curve la cui equazi
generale sarebbe :

P= m eos*nela
La ftg. 319 rappresenta la costruzione di un punto M relativa
al caso di n ~ 3cioé di;
p= m cos7®

La costruzione sopra indicata per ottenere il punto M é qu
ripetuta tre volte; in altri termini, il luogo del punto B =&

rebbe il folio semplice {n = i); quello di T sarebbe la curva
corrisponpente ad n = 2, ecc.

(1) Vedi pag. 362-363.
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L'espressione generale della distanza O & fra il piede delia
«orale in M sull’'asse 0 s e il punto O é:
ON 2n + i
O U 2n+2
equind per il folio semplice :
OX=~0 U

Il trifolio retto. — Questa curva ha un asse di simmetria a
ewnpunto triplo O le cui tangenti sono : la perpendicolare A

I’esse A per uno dei rami, e le bisettrici degli angoli for
ati dalle rette a ai per le altre due. Le sole direzioni assm -

tiche della curva sono quelle isotrope.
L’equa2|one del trifolio retto, rispetto agli assi e ,

L»* + = A

A é n n tt |
Ec one Ja tdstil%iort. 5. By €80GHCC una rerta anaeHHq:
a A laperpendicolare ad essa A P, dapr 1a perpen ICO-
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lare ad OA sulla quale segno P> simmetrico di P\da P at
duco la perpendicolare ad m ed ottengo su questa il puto U
il cui luogo é la curva cercata. Ponendo:

A 0 = a o Af=p MOA:a

si trova I’equazione polare :

p~a COSco—2a SEN cwcos co

ten™-mi™ &atr di BernouiUi* — Questa curva, tanto utile rella
Sr,nja he. e unzioni ellittiche, deriva il suo nome (come altre

ad otto 6 8 ®reco che significa striscia annodata

(nei8vita!l1?’ rnate™atico italiano, ne dimostro geometricamente
proprieta geometriche ; Eulero studio la curva ara

Food n 6 ma venne poi denominata da Bernouilli.
e Cal® part,icolar® degli ovali di Cassini (v. pag. 37
eh» aair, 83 6 Una pe<ta* dell’iperbole. Essa € pure la ana

nello atoB UJ ~unto Pe8ante A per arrivare ad un punto fiso,
nello stesso tempo che se seguisse la retta a B

Siano gli assi ortogonali Ox, oy ei punti M, IVAssi su <
essi. Conduciamo per Af ed N due rette qualunqgue m , n para
lele fra loro. Esse segano I n Ae B gli assi. Conduciamo da

la perpendicolare OR su A B. 11 luogo di R € la lemniscata 1
cui equazione é, rispetto a tali assi:

abay=[od+ g*)» nellaquale a= OM b= ON



Lequeziore polare ¢ :
p*= axcos 26

ad corrisponde liquazione cartesiana :
(ot +ey*)* = a* (oc* - y*)

riferita ad altro sistema di assi.

Lacurva ha un centro in O che é pure un nodo retto di essa,
esa pessa doppiamente per gii ombilici del piano. Tali sono e
caratteristiche della lemniscata. Essa pud considerarsi come
lapedale, dal suo centro O, dellliperbole equilatera che e in-
vilyyata dalle rette A B

Chiocciola di Pascal. — Consideriamo la curva come con
coick del circolo OA di diametro a. Possiamo allora costruire
lacurva con la sola riga e un’apertura Jisso. di compasso, in-

. . . . Dun ungue, e
fatti, prendiamo sulla circonferenza ml%er || (r:llgcolo
conduciamo per esso una segante c ~se segante

u | ottenuti

m un altro punto A; portiamo da A,
stessa un segmento dato b. Il luo,,

H — Gnhkkbi. — Matem. dilett.
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(prendendo O come origine, il diametro condotto per 0 comi

asse &, e la tangente in O al cerchio come asse y) avra @
equazione :

@I -f y—2a as*—b*(x*Ffy*) = o
e in coordinate polari :

p—2aeocaea-f-b
Esso & del quarto grado. La chiocciola di Pascal ha due puti
*  »ov*<» (i punti ciclici e un punto doppio al finitode

or gme. E quindi una quartica bicircolare ed unicursale.
Quando b< a la curva ha la forma della flg. 32

Quando b=*a la curva ha la forma della flg. 33 e allora
prende li nome di cardioide.

Questa curva & anche uh’epicicloide monocuspidale; & I'in-

versa focale della parabola e la sola chiocciola
Per a < 6< 2a si ha la forma della flg. 324.

Per b= 2a si ha la forma della flg. 35 e quando b> 2« si
ha una forma quasi ovale.

rettificabile.



Fig. 32~
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Si pud anche definire la chiocciola di Pascal come la curvi
inversa d'una conica rispetto ad uno dei suoi fochi.
L'equazione polare di una conica €:

L= 1—eeoca8

quindi I'equazione polare della chiocciola sara

** —
r**a—>bcos 6 nella quale g~e

La curva sara l'inversa di un’elisse o di un'iperbole, s
condo che sara a> oppure <d>; nel primo caso sara wn
chiocciola ellittica; iperbolica nel secondo. Quando a=3a|
curva e I'inversa d’'una parabola relativamente ad un cerchi
d’inversione il cui centro e il foco delia parabole e il raggi
ne e il semiparametro, eco.

La chiocciola di Pascal € anche una epicicloide, una isottic
di due circoli, nonché un caso particolare dell’'ovale di Carte
sio (nel quale due fochi coincidono).

Se si considera la chiocciola di Pascal come pedale del cii
colo da un dato punto, si pu0 costruirla con sola riga e squadra

Siano infatti (flg. 322) A il centro e M M' il diametro del cr
colo, conducendo per M e M' due rette fra loro perpendicolari
il loro™ punto comune S sara un punto del circolo.

La S P perpendicolare al raggio A S sara la tangente al cir
colo in S e la OP perpendicolare alla tangente dara il punti

della chiocciola di Pascal, pedale del circolo A da O.

Ovali di Cassini. — Cosi viene denominato il luogo dei punti
il prodotto delle cui distanze da due punti Assi, detti fochi, «
costante. Prendendo per asse delle « la congiungente i fochi

h, 6 Per a8Se delle y la PerPendicolare da essi e(iuidis_tante;
chiamando c, e - c le ascisse dei fochi e a* ii prodotto dei raggi
vettori, I'’equazione del luogo risulta :

[@»— c)*+ (@, + c)t + _a«=0
che si pud mettere sotto una di queste due forme:

@8+ y* + CY* —4c aw—a*=. 0

y*+ 2y'(a'+ o) -f (@*- c*)._a«=0
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* (QOresta equazione rappresenta una quartica bicircolare; le

frette isotrope condotte pei due fochi ne sono gli assintoti, e i

-de assi coordinati ne sono assi di simmetria. Consideriamo
i vari casi possibili relativamente ai valori di a e e.

l.- Pera>c\/ 2 si ha una curva simile ad un'ellisse,
dre percio venne detta elesse di Cassini (flg. 326).

Fig. 36

*e ~ La curva ha lo stesso andamento della precedente

quando a = ¢ \VV-2f ma é bitangente al circolo C di raggi® c
(flg. 320
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3. - 1 punti B e B, quando a< c/ 2, sono intemid
cerchio C (ftg. 328).

_ L'equazione, quando a = c¢ diviene (x* + y'il
—2c*(@j* —#*); ia curva é allora una lemniscata (flg. 39.

\T¥

5. — Se a< c la curva é costituita da due ovali separati
(flg. 330).

Fig. 30 SL
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Ordli di Cartesio. — Siano m, m' le distanze di un punto
I wriabite M da due punti fissi (fochi) O, 0'; h e k dtle quan-
11 tith costanti. Supponiamo :
mz+ hm' = = k

il luogo geometrico di M quando variano m, m' & un ovale
di Cartesio.
v (reslesha dato la seguente elegante costruzione di tali ovali.
\ Abbiarsi due circoli O, O'; per un punto qualunque H della
laocentrale O O’ si conduca una segante qualunque che se-
geal0inP, Qed in E, F; i raggi OP, OQ, 0'E, O1F
prolungati s’ intersecheranno nei punti M M ', N W che appar-
tergono rispettivamente a due ovali di Cartesio.

Casi particolari. — Quando H coincide con O il luogo di M
e~ circolo O e viceversa € O quando H coincide con O*

Se //¢é all'infinito, nella direzione O O' il luogo di M ¢ il cir-
colo che ha per diametro S S\ essendo S, S' i centri di
tudine di O, 0> Detto circolo ¢ il luogo dei punti dai quali i
due circoli 0, O' sono veduti sotto angoli uguali.

Se H coincide con S l'ovale diventa un'iperbole luogo dei
centri dei circoli C tangenti ai circoli 0,0"' in modo che quest
siano entrambi interni, o entrambi esterni alla serie di circoli
C1lse H coincide con S\ si ha I'iperbole luogo dei centri dm
circoli tangenti ad O, O in modo che siano O interno ed O1

esterno o viceversa.
Se H coincide con uno dei punti D, G,/ L uno degll ovali

si riduce ad un punto, (O od QU
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Si puo costruire I'ovale di Cartesio con un filo di lught
costante k in modo analogo a quello, ben noto, per la
zione dell’ellisse.

Abbiansi in O, 0> due spille, alla prima si fissa un cgoa
filo, si fa poi passare il filo attorno allo spillo In O' e si iato
duce la punta della matita nell’ occhiello che termina laiti»

capo del filo; spingendo la punta della matita contro il flI° ®
modo da formare il triangolo OMO"' si avra come luogo di M
un ovale che corrispondera ad:

m+ 2m'= k

h
Se QO '=*~ I'ovale riesce appuntito in O. Se 00 < ~l? 1

punti O, Olriescono entrambi interni all’ovale.

Cicloide. —E la curva descritta da un punto d’ una circon*
ferenza che ruota senza scorrimento su d’'una retta. E pure 1®
traiettoria d’un peso che tende un filo che si arrotola intorno

ad una circonferenza posta in un piano verticale. Essa si ri-
produce nella sua evolvente.
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Lacicloide é una curva tautocrona, vale a dire che i tempi
impiegati da un punto pesante a cadere lungo di essa, sono
wgdi, qualungue sia il punto dal quale esso parte. Hayghens,
vdendosi di tale proprieta scoperta da lui stesso, costrussa il
penddlo isocrono.

La cicloide € inoltre brachistocrona ossia é la curva che deve
seguire un mobile fra due punti dati, in un minimo di tempo.

Esaé inoltre il limite delle evolventi successive e alternate
duma curva pualunque fra due parallele date, mentre fra due

‘ rette concorrenti la curva limite sarebbe un’epicicloide.

>, Lacicloide fu proposta da Giovanni Bernouiili per la n- sezione
degli archi e dei segmenti circolari e Newton fece notare come
sareble assurdo cercare il valore del lato del chilogono, ad es,,
par mezzo dell’equazione dei millesimo grado che lo determina,
mentre si pud ottenerlo facilmente con l'uso della cicloide.

Epi e ipo-trocoidi. — Sono le traiettorie dei punti del piano
duncircolo che ruota, all’esterno o all’interno, su di un cir-
colo fisso. Quando i punti che si considerano come descriventi
la curva appartengono alla circonferenza stessa, si hanno i
casi particolari di tali curve detti epi ed ipo-cicloide tanto
usate nel tracciamento del profilo dei denti nelle ruote dentate.
Ipocicloide a tre cuspidi. —E una curva algebrica di quarto
ordine la cui equazione ¢ :

(«¢*+ /) -f8rx {83y% a”+ 18r*@> * y¥—TI r*>=0

Le proprietd notevolissime di questa curva, detta dal Cre-
nmfna curca meracigliosa, furono studiate da moltissimi geo-
metri ; sarebbe qui fuori di luogo I'accennare ad esse.

M limitero ad indicare che la sua pedale relativamente ad
un punto qualunque della circonferenza tangente internamente
alla curva é un trifolio, e quella relativa ad uno dei punti cu-
spidali & un ooale di Munger, del quale si tratta nel paragra o
apag. 3&2 fig. 313

Evolvente di circolo. — E la curva descritta da un punto
dun filo avvolto su di una circonferenza, quando lo si svo ge,
mantenendolo sempre tangente alla stessa.

Si usa nel profilo dei denti delle cremagliere, nei ponti le-

vatoi, negli eccentici e boccioli, nelle turbine, «cc.
La sua inversa é la spirale trattrice che ha le sue tangenti

uguali. ., ., .
‘evolvente di circolo € una pedale della spirale iperbolica.
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Catenaria. — E la curva che assume sotto I'azione della ga
vita una corda _od una catena pesante e di sezione costante
La sua equazione e:

y = e*+ e~xX

Offre la particolarita di avere il centro di gravita piu bessa
di quello delle curve isoperimetre passanti per due punti d li-
vello E il profilo teorico, delle volte di spessore costante ela
curva d'una vela tesa dal vento (celarla), die agisca nomal-
mente ad essa.

La catenaria é I'evolvente della trattrice definita dalla pro-
i)rieté. di_avere la tangente costante. E inoltre rortottica cdla
ogaritmica.

Spirali. — D’Archimede. La sua equazione in coordinate -
lari é semplicissima:

p= o

Una spirale d’Archimede viene descritta da qualsiasi puto
unito ad una retta e distante da essa r, quando si fa rotatela
retta su d’'una circonferenza di raggio r.

La pedale retta od obliqua del centro d’ una circonferenza
rispetto ad una delle sue evolventi e una spirale d’Archimede.

Iperbolica. - La sua equazione € :

pco= t

Essa e I'inversa della spirale d’Archimede, ed € anche la
prospettiva d’'un’elica veduta da un punto dell’asse.
La spirale iperbolica ¢ il luogo delle estremita degli archi

circolari uguali, aventi lo stesso centro e il loro raggio dor*
gine sopra una medesima retta.

*Logaritmica. - La sua equazione € :

p:

Questa curva gode della curiosa proprieta d’essere oziali®"
gmatica (cioe inversa di se stessa), di essere inoltre la pe-
dale, I'omogetica, la caustica, la polare reciproca, ecc. di s
me893|ma (t_IS ’ ’ P Rr ’

l.a spirale logaritmica e il limite verso il quale tendono le
pedali successive d’una medesima curva.

(1] Giacomo Bernoulli avrebbe desiderato che questa curva fosse moia»

suUa sua tomba con questa iscrizione » Eadem mutata resurgo,. Venne pure
* ph<emx perpetuai resurgens »,
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Isotrepenti. — Sono quelle curve che hanno per epicicloidale
uba circonferenza ; tale €, ad es., la spirale logaritmica.

Le isotrepenti poésono dunque dare un sistema di due ruote
retarti I'una sull’altra attorno a due punti fissi, per cui ven-
forp usate In varii meccanismi.

Lellisse € isotropente rispetto al suo foco.

Traiettorie ortogonali. — Vengono cosi denominate le curve
desegano ad angolo retto tutte le éurve d’una stessa famiglia.

Traiettoria
Famiglia di curve ortogonale

Gradi tangenti in uno stesso punto ad

una retta data o passanti per due .
Circonferenza

Circonferenza a parabola che si sposti L
Logaritmica
conservando lo stesso asse

Parabole aventi lo stesso asse e lo stesso .
Ellisse

Iperbole

Iperboli concentriche, aventi un punto Cassiniana

finiscate aventi lo stesso centro e gli Lemniscata

SEESST AS ST euunniiiiiiie it eireeeeaeeannn con assi a 45
con quelli d. prime

Jttrioi. — Se due rette brillanti ruotano uniformemente at-

10 a due dei loro punti, il luogo della loro intersezione e

linea oscura (interferenza). Questa curva, osservata la
na volta da Plateau e denominata da Schoute, comprende
casi particolari il circolo, I’iperbole, la strofoide, la tri-
“fice, Ig, sesqui8ettrice, ecc .
urva dinseguimento.” — Quale curva dezcrioevan.no tre
u che s'inseguano partendo ciascuno da uno dei vertici

n triangolo equilatero!l o
ssi seguiranno delle spirali logaritmiche.



ma negli altri essisi hanno equazioni differenziali, in gererde
non integrabili, u problema pud mettersf sotto altre fane
fra le quali le seguenti ;
ee «Un viaggiatore, sull’esempio dei tre Re Magi, s po-
pone di camminare dirigendosi costantemente verso una stele
e erminata ; precisare la sua traiettoria sulla sfera terrestre.
. F~ esploratore agli avamposti si approssima ad un
ero per meglio osservare un drappello nemico che sge
una rezione rettilinea ; quale percorso dovra seguire Questo
esploratore per essere sempre nascosto dall’albero?

Tracciamento meccanico
delle curve e delle superaci geometriche.

Sistemi di sbarre articolate. — Curoe (1), piano, sfera, e

Venne dimostrato da Kempe, nel 1875, in un teorema che porta
il suo nome, che & possibile, con un sistema di sbarre articolate
appropriato, il tracciamento d’'una qualsiasi curva algebrica-

Anche il Kcenigs dimostro (2) un suo teorema secondo il quale»
si puo sempre, per mezzo di sistemi articolati, realizzare un
movimento algebrico qualsiasi, e, in particolare, descriver®
qualsiasi superficie o qualsiasi curva nello spazio- Questo teo-
rema aperse un campo di ricerche nuove e feconde nel do-
minio delle combinazioni meccaniche e permette la soluzione
di molti problemi di Meccanica che altrimenti riuscirebbero
assai laboriosi.

Mannheim dimostro pure che una retta nello spazio puo es-
sere descritta con un apparecchio composto di otto sbarre-

(1) Vedaogl pure, per il tracciamento meccanico delle curve, 1i * Sistemi

articolati » <Trisezione dell'angolo» « Quadratura del circolo» <Duplica-
zione del cubo ».

{*) C. a. de I’Aoadémle dee eclenoee di Parigi, 6 maggio 18%.
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pig. 35
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Mi limitero ad un cenno sui principali apparecchi del g
nere, cioé su quelli atti al tracciamento delle curve pit@-
muni della geometria e di qualche superficie.

IlliBse. — Tracciamento col filo,

E ben noto il tracciamento col filo (detto dei giardinieri),cfet
consiste nel fissare, nei fochi, le estremita dun filo lugo
quanto l'asse maggiore, filo che deve poi essere nmantenuto
teso, durante il movimento, dalia punta tracciante.

E questo un procedimento grossolano, utile perd in nolt
casi nei quali la precisione non é richiesta.

Ellissografi articolati. — E dimostrato da Schooten che =
in un compasso articolato una punta resta fissa e l'altras
muove su di una retta passante per questo punto, ogni punto

del secondo braccio descrive ura e-
lisse. In base a tale osservazione
Peaucellier costrusse nel 18733 il pri-
mo ellissografo articolato, che é rap-
presentato nella flg. 338 nella quale
O ¢é il punto fisso; ogni punto M cella
sbarra B K descrive delle ellissi;

Analogamente nelle guide Hart e in
quelle rappresentate nelle flg- 343%
si hanno altrettanti ellissografi; ®
lettera M indica in tutte le dette fi-
gure la punta tracciata.

Se il sistema articolato di Hart e
un romboide, il punto F (flg- 3B ®
muove sulla perpendicolare ad A B
passante per A. Dunque cr=cA.&d

) ~ogni punto di GF descrive un’ellis8®
hUissograJl elicersi. — Numerosissimi sono i compassi per

tracciare ellissi o ellissografi. Fra i tanti ne citeremo uo
assai sempuce dovuto a Elia Remile che pud avere una reale
utilita pratica specialmente per disegno.

Esso é costituito da una riga scanalata longitudinalmente;
nella scanalatura possono scorrere due piuoli metallici che
si possono fissare in una determinata posizione con adatta vite
%il%g BaLE}]aE}rea |ing(§3i' All’estremita delia riga é fissata una ma-

Si porta la matita al centro dell’ellisse e si porta il corsoio
situato dal lato opposto della matita, nel punto piu discosto
dell’ellisse. Nel punto piu vicino di esso, invece, si fissa I'altro
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Jooreocio S dispone allora una comune squadra da disegno
rjooi vertice dell'angolo retto nel centro deU’etlisse e coi lati
pessati rispettivamente per i punti pit vicino e piu lontano
i dHlellisse. Si fa quindi poggiare uno dei corsoi contro la
«quedretta, mentre I'altro si fa corrispondere al suo vertice so-
vrapposto ai centro e si fé girare la sbarra, in modo che 1due

Fig. 337

corsoi rimangano sempre aderenti uno ad un cateto e l'altro
all'altro della squadra, tenendo questa ben ferma o fissandola
opportunamente. Con la posizione della squadretta indicata in
figura si otterra il quarto di ellisse, diciamo cosi, Nord-Ovest
e con tre spostamenti della squadretta si potranno tracciare
gli altri tre quarti.

Il principio fondamentale degli ellissografi di tal genere e
questo : Date due rette a, b comunque inclinate I'una rispetto



all’atra, se si fa muovere una retta e in modo ette gli esltt®
di un suo segmento costante M N percorrano a e b, un pro
gualunque della c descrive un’ellisse di centro 0. Se I'agdo

» b e retto il punto di mezzo S di M N descrive un circolo
di centro O e di raggio . Quindi alla retta b si pudso-

Scnn8»?»18 8hafra (flg. 338) rotante attorno a C, articolata ifi
CM Jdra sbarra = SC, il cui estremo scorra sadla
assi rrl u°J>unto qualunque P descrivera un ellisse di sai-
al* ™ r CS~PSeCH=CS + PS.

perhole. - Tracciamento colJllo.

tinuo °in aacrivere Un arco di iPerh®ie» con mooimento an
g esto modo. Si fissa in uno dei fochi F' (flg.

degli estremi d’'una riga in modo che questa possa rotare at-
torno ad esso punto. Un filo, la cui lunghezza & minore di
quella della riga della quantita costante AA' (distanza fra i
vertici) é fissato per un estremo al punto F e per l'altro al
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puto K estremo della riga. Se si tende allora costantemente

questo filo, lungo la riga, per mezzo d'una matita, facendo

rotare la riga attorno ad F', la punta della matita traccera
| 'arco d'iperbole voluto, poiché si ha sempre:

MF' - MF = [MF>+ MK) - (MF f MK) = AA’

Per la meta inferiore del ramo di curva si tende il filo sul-
l'altro lato della riga. Analogamente si traccia l'arco dell’al-
tfo ranm.

mL Iperbolografo a liqguido. — Sia, rispetto ad un sistema d’'assi
7ortogonali, y = f {x) I'’equazione d'una curva F ed AB una sua
Jsecante (A e B essendo due punti consecutivi d’intersezione
cdla retta con la curva). Proponiamoci di determinare I'invi-
lugo delia retta A B che limita sulla curva F una superficie
area data.

S l'area AF B € costante il punto di contatto di AB e del
spinviluppo sara nel mezzo di A B e a convincersene basta
considerare la posizione di AB infinitamente vicina.

Quindi, se (&0, @2, , yt) sono le coordinate di A e di B,
quelle (X, Y) di un putito della curva a, inviluppo di A B,
saranno:

X 04 Xxi
D

f (xt)+ f (a2) ?
2

Larea ostante S compresa tra la retta AB € lgefUiMghéziR)

puo considerare come la differenza tra oroiezioni di
Aab Se quella della curva F, a e 6 essendo le P

A e di B sull'asse delle &. Si ha quindi.

(», - x9 E.LM‘IL- J (x) dx = S <)
Eliminando xaed x, fra le tre equazioni (1) ~aso
equazione della curva a inviluppata dalla retta Am
articolare in cui la curva F e di secondo S™£ola cur
‘a conica omotetica, ossia la curva a e un ! F ¢ uii
parabola od una iperbole secondo-hecurvale un
colo, un’ellisse, una parabola, una P Noipirphnl*

'‘tema di due rette costituito dagli assintoti dell iperbole.
5 —Gnkhsi. — JHMK dittit
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L'iperbolografo ideato da E. Estanave é basato su d um
proprieta ben nota della tangente all’ iperbole. Essa axsirtt
in questo; L'area compresa fra una tangente AB all’ iperxt
e gli assintoti OA . OB, ossia l|'area del triangolo OABe @
stante. In altri termini, si pud considerare |’ iperbole cow
inviluppo del terzo lato d'un triangolo AOB d'area costarte.

Se consideriamo un recipiente (flg. 340 di forma prisnetici
MNO, AMni O' contenente un volume V di liquido, I'areacH
triangolo A OB determinato sulla faccia MNO dei prismadalli
superficie di livello ABB' A' rimarra costante quando s faa
rotare il recipiente attorno allo spigolo 00" orizzontale, essa
doché AOB x 00< = V.

0 O B" M B
Fig. 340, Fig. AL

In tale movimento di rotazione la superficie libera del liquido
inviluppa un cilindro iperbolico, le cui generatrici sono parai*
lele ad OO".

E facile dimostrare che i volumi di liquido da introdurre iu
uno stesso recipiente per ottenere due iperboli omotetiche
sono tra loro come il quadrato dei rmmni>tn ri’ nmntetia k
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$ Salla parete AOB (I'angolo di O essendo uguale a quello
.idegli assintoti dell’ iperbole da costruire) si adattano esatta-
ljmente lamine di rame ben deterso all’interno, e si usa come
llliquido una soluzione di bicloruro o di nitrato di rame, questo
contatto del rame precipitera il mercurio in istrati ben netti
ad ranme, purché il moto rotatorio attorno ad 00' (ottenuto con
meccanisno da orologeria) sia abbastanza lento ed uniforme.
G un apparecchio nel quale lI'angolo in O fosse variabile
d avrebbero due variabili ©e V, e si potrebbero cosi, trac-
dare delle iperbole d'assi stabiliti a e b.

9 potrebbero avere le iperboli su carta mettendo al posto
cHla lastra di rame una lastra fotografica (previamente velata
esponendola alla luce) e usando un volume V d'un rivelatore

» qualsiasi. Dopo la fissazione della negativa si potrebbero ripro-
dure in carta le prove dell’ iperbole tracciata dallo strumento.

Parabola. — Tracciamento col filo,

puo descrivere un arco di parabola con moto continuo,
sendo coincidere la costola d'una riga con la direttrice DD’
lla curva (flg HOQ) e applicando contro la rigd il cateto mi-
re d'una squadretta. Un filo, lungo quanto» cateto maggiore
essa HG é fissato per un estremo nel foco F della parabola
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e per l'altro all’estremita G del lato HG. Se si tende dia
costantemente questo filo contro il cateto maggiore ddla
squadra, per mezzo d'una matita, e se si fa in pari g
scorrere la squadra lungo la riga, la punta della natitad
scrive un arco di parabola.

Conicografi. — | sistemi articolati che servono a descrivere
le curve inperse delle coniche, gia descritti precedenterrente
(concoidograjl, cissoidografl, €CC.), pOSSON0O Servire Come coni-
cografl. applicandovi degli inversori.

Dell’Autore. = Cinque punti del piano determinano uaa
nica. Sul principio del teorema di Pascal & possibile costruire
uno strumento o compasso atto a tracciare la conica, INg
nere, determinata con tali dati A , B, c , D, E (rig- 33.

B

Fig. 343

L’esagono iscritto sara costituito dai cinque punti dati e dd
punto F incognito. 1due lati opposti AB , DE dell’esagono d
segano in O; il lato BCe quello variabile EF in rR, onde OR.
sara- la retta di Pascal ; essa sega il lato cD in P eppero la
AP segherd la E R in F punto cercato. Sostituiamo alle rette
delia figura altrettante sbarre rigide; AB, D E fisse, cOme
pure B ¢ e ¢ D. Un'altra sbarra rigida sara la o PR che puw
rotare attorno ad O, mentre le altre due sbarre mobili EF,AF
possono rotare rispettivamente attorno ad E ed A. Se le sharre
BC , CD ,EF, AF , OR sSono scanalate e portano dei corsoi in
R , P ed F, facendo rotare, per esempio, la E F attorno od E,
una punta tracciante fissata al corsoio F descrivera la conica
ahe sara ellisse, iperbole o parabola, secondo la posizione re-



lotiva dei punti dati. Siccome le sbarre dovrebbero avere lun-

ghezze eccessive pel tracciamento di certi archi della curva,

ronsdi fara altro che spostare il compasso assumendo come

'dati punti gia determinati col tracciamento d'una prima parte
| cHia curva, basandosi, cioé, su di un altro pentagono piu 6on-
* venierte del dato.

Tolto questo inconveniente, d'altronde di poco rilievo, questo
“oonpesso da me ideato funziona benissimo e puod riuscir assai

uile in Geometria descrittiva, proiettiva, ecc.

Cissoide e Strofoide retta. {Newton). — Siano AP ed AQ
mdLE rette rettangolari ; la prima assoggettata a passare per
i tnpunto P fisso; sulla seconda siasi presa una lunghezza co-
stante AQ uguale alla distanza del punto P ad una retta fissa

Fig- 34

Qtf sulla quale il punto Q é assoggettato a scorrere. Il punto
A descrive una strofoide. Infatti R essedo il punto d’ incontro
di AP con QR ai ha evidentemente RC= RA. Se I'angolo PAQ
® costantemente uguale a PCQ supposto qualunque, e se
AQs=pQ ii punto A descrivera una strofoide obliqua.
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li punto medio M di A Q descrive invece uno dsau®
Diocle. Sia infatti S il punto medio di PC; tracciaino il dré
di centro C e di raggio CS; esso sega SM in G S wtee*
SM é parallela a PQ, quindi se si completa il parallelogremo*
PSNQ la retta DN e tangente in D al circolo CD padéQ".
e uguale e parallela a CD. Ma il triangolo PTQ é isoscele afi?
i triangoli STM , SCG , QMJV, il che dimostra appunto de?
luogo di M é la cissoide di Diocle.

Questo modo di tracciamento permette di costruire laro-
male in M e in A alle due curve poiché il centro istantareo
di rotazione della figura PAQ é il punto E, intersezione diQV
con la perpendicolare PE. a PA.

Le normali cercate sono dunque EA ed EM.
Coneoidografi. — Le concoidi sono curve i cui raggi
tori sono quelli d’'un’altra curva, aumentati o diminuiti dua

guantita costante. Cosi la chiocciole
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tig. 340.

Fig. 347
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Conchigliografi. — Con questo nome vengono designati is §
stemi articolati atti al tracciamento delle curve dette Chix-
ciole di Paseal. Si possono trasformare in conchigliograf i
compassi gia descritti come ellissografi, introducendovi liev
modificazioni.

A

=

Fig. 348.

NS
F
Fig. 349, Fig. 350.

In quello della fig. 348 si rende fissa la sbarra C E; nella
fig. 349 la CD; nella 334 la AD; nella 350 la EF; neila 335 1a EF
e nella 336 la GF, (1).

(1) Vedasi pure « Concoidogras » pag. 390.

i
_‘..Il‘ﬁ

RS



Meccanismi articolati.

Il proiettore consiste in una losanga articolata, nella quale
. deeiati adiacenti sono prolungati d’'una medesima lunghezza
"arbitraria. Se le due estremita libere del meccanismo percor-
roo uma retta, i due vertici della losanga restano costante-
mente su duna stessa retta normale a quella e il quoziente
cHle Ipro distanze da questa retta resta costante. Per conse*
gwerza e il vertice superiore descrive una curva piana qual-
e g&, il vertice inferiore descrivera la proiezione di questa
ana su dun piano. Si possono costruire ellissografi iperbolo-
grafl, ecc. su questo prineipio.
Altri apparecchi del genere, quali I'inversore e la manooellct
duplieatrice sono pia complicati.

Cinegrafo.

Uma lavagna A € munita d'una rotaia sulla quale
carrello di due ruote B, B'. La B< é folle, mentre la e s

Fig. 351.

sul proprio asse. Quest'asse porta ad unestremita una puleg-
gia D che gira quando si sposta |'apparecchio sulla rotaia.
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Sulla puleggia D & avvolto un filo G che passa sopra I'amB
e porta una palla massiccia E. Questa scorre lungo la sbarraF
che puo venir fissata sotto angoli diversi. Questa palla rgqre-
senta il corpo animato da due movimenti simultanei die 9
tratta di comporre. Una matita di gesso portata dalla mla
traccia sulla lavagna il suo movimento risultante. Sugponiano
messo in moto I apparecchio secondo la freccia. La palla£
sale lungo la sbarra F; é il moto relativo-

L'altro movimento componente & quello di traslazione della
sbarra stessa. 11 moto assoluto é rappresentato dalla retta db
che la palla traccia sulla lavagna. Comunicando alla palla gli
stessi movimenti, uno dopo I'altro, si tracciano, due lati del
parallelogramma ac e cb oppure ad e db secondo I'ordine nel
guale si prendono questi due movimenti.

Si ha in questo modo una dimostrazione grafica della com-
posizione di due forze non parallele.

Ma quest’'apparecchio si presta al tracciamento di qualsiasi
curva, y -F[x% per ottenenere le quali nonsi ha che da stu-
diare opportunamente il profilo della puleggia M N (flg. 352 da

ficecara ciill’aceca Adalla riinta R
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2
A Eooo la teoria del cinegrafo, secondo Boleslao Mlodzieiowski

ldluniversite di Mosca.
, SupponianD la ruota B con la puleggia* M N immobili nello

ipezio, con I'origine delle coordinate polari in B. Allora:

D X =r?

'‘equezione di p B (posizione del Mio) e :
= sen (—wY= isen (» —u
Nd triangolo elementare CB\ B't:

CB'i . "__ o rdy

® Bawt < PP 4%
Terendo conto di (1) possiamo supporre:
HI g%ﬁ */(?)
Introduciamo (3) e @) in (2):
i3] psen (@—f) —rf (?)

MN, come inviluppo di pB\,pB't ___ si trova per mezzo di
© e ©):
PJfy) cos (? - 40

® ?cos(@—p=r b (?)—cos (2 —4)
Dalla quale :
@ tang (- t) = tang <?- + ~JTQM
Cosi, nel caso d'una retta:

y - CXx
avremo

f(?) =« eP(?)—°

da eui

P= ar
Nel caso d'una parabola :

u= Cx
avremo :
(8) Tr)= a2

e cosi di seguito.



diNnon Unrp 16 coslruzione del profilo MN e pdeible

mento nio a razmne olare, ma di seguire un procd-
mento piu semplice, cioé P g

Le equazioni (5) e (8) danno.
sen(m— —Df

&re CM6 seno dell’angolo B B\p e proporzionale &

0 p, che si prende come variabile indipendente.
« *rOgrffo' ~ *re Punti .fissi d'una retta m«' muowo
«rf/T, $re aventi i centri in linea retta, ogni altro puto
f* e reMa m descrioera una sfera, per modo c/ie con @

umz scelta di dati, un certo punto di essa retta destri-
« vera un piano ».

t?orema di Darboux pu0 servire per descrivere un

- a1l cui centro sia inaccessibile o il cui raggio sia gan

tissimo. In base a tale teorema il piano pud essere descritto
mediante un sistema di quattro sbarre.

.nj I Bidografo. si puo definire la superficie deli’ ellis-

Crae il luogo dei punti d'una retta, tre punti fissi della

detto p/,?Sf nVOno dei p*ani- Cid posto, in base a quanto 9 e
DerfieiJS|@flvamerde a»o sferografo, si potra descrivere la s

dici sbarrelSSOld&le mediante un apparecchio composto di do-



SULLA RISOLUZIONE
DEl PROBLEMI DI GEOMETRIA

CON ISTRUMENTI ELEMENTARI

Per istrumenti elementari s’ intendono la riga, 1 cO
lariga a due orli, paralleli, la squadra e la falsa squ ‘
L'uso della riga permette di effettuare (nel p ano
costruzioni lineari, cioé il tracciamento di rette e a

naziore delle loro mutue intersezioni.

1 problemi piu elevatiesigono altre costruzioni c ono
piu effettuabili con la sola riga. Queste cosfcruz oni
generalmente nel tracciamento di curve piu c eya , Ai stru_
e il tracciamento di esse si puo far dipendere a

«indo

menti di disegno piu complessi della riga.
| problemi costruttivi si possono dunque c assi 0
questi due criterii
La natura delle curve dal cui tracciamento si puo far

dipendere la risoluzione domandata (1).
2. La natura degli strumenti atti al tracciamento delle

nominate curve.

Col primo criterio si considera la semplicita geometrica delle
curve; col secondo la semplicita meccanica del tracciamento.

Nella geometria analitica abbiamo poi un terzo criterio ri-
guardante la natura delle operazioni di calcolo, algebriche o
trascendenti, dalle quali si puo far dipendere la soluzione che
si cerca.

Secondo tutti e tre i criteri indicati si presentano in primo
luogo i problemi di 1» grado (grafici e metrici).

Ftdtvico. — Lezioni di Geometria proiettiva.

@
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fic?'ep?ﬁ'é?r'?é’i)‘?"l'r?\??r%e; subito dopo i problemi di 2 grado (@a

1* Le 'ostruzioni che occorrono per la soluzione d ed
dipendono dalle intersezioni delle rette del piano con una-
chio fisso, di dato centro; ed il cerchio e, sotto molti agxti,

a linea piu semplice dopo la retta.

~°. Il tracciamento del cerchio occorrente all’ uopo s p.d
effettuare nel disegno con lo strumento compasso che & uo
dei piu semplici dopo ia riga.

3. La risoluzione analitica di tali problemi dipendedaua
equazione del 2° grado (e da equazioni del t» grado) ossia, ri-
chiede soltanto l'estrazione d’un radicale quadratico (ed gqe-
razioni razionali sulle quantita che corrispondono agli elerenti
dati); una siffatta estrazione e I’'operazione irrazionale pu
semplice che comparisca nell’algebra.

Ai problemi di 2° grado si possono collegare quelli che, sent6
essere di 2° grado, si riducono pero a successivi problemi d
2° grado; ossia i problemi che si risolvono nel disegno coll'usd
di una conica fondamentale fissa, la quale, nel caso dei pro-
blemi metrici si suppone essere un cerchio di cui é datoil
centro. E questi problemi sono evidentemente risolubili con
riga e compasso ; ma, viceversa, non & chiaro a priori che tutti
i problemi costruttivi risolubili con la riga e col compasso s
riducano a successivi problemi di 2° grado, e si risolvano quindi
coll’uso della riga e d’'un cerchio fisso di dato centro.

Tale fatto pud tuttavia essere stabilito. Basta notare che
I'uso degli strumenti — riga e compasso — corrisponde alla
possibilita di risolvere i due problemi fondamentali seguenti-

1° determinazione delle intersezioni di un cerchio con
una retta;
2° determinazione delle intersezioni di due cerchi.

Ora, il primo si riconduce (nel caso piu generale di una co-
nica qualsiasi) alia determinazione delle intersezioni d uma
retta col cerchio fondamentale fissato a priori (1).

11 secondo problema si riduce al precedente, bastando sosti-
tuire ad uno dei cerchi I'asse radicale dei due, il quali si co-
struisce linearmente.

Resta cosi stabilito che: Tatti i problemi costruitici deter-
minati, che sono risolubili con riga e compasso, Ssi possono

(1) Vedi Opera citata.
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?eUiloere con la sola riga e coll'uso di un cerchio fisso di

ItS °b a poi dimostrato (t) come: ™M U iprote£ *e«£
-pinati, risolubili con la riga e col compasso, sir
fuio dello riga e di un areo di circolo di dato ce
Sed tratta d'un problema grafico il cMtr° del dato are
e non e qum !«nffliarisol-

i. non interviene nella costruzione, ]
:i mentre se si tratta d’un problema metrico, che si g u

vere eon la sola riga, occorre introdurre fra i da 1
Uguale viene determinato assegnando anche il cen
Invece di considerare il cerchio come conica-luog sgjbjje

supporre dato come conica-inciluppo, ossia supporre P
le

ro

I'operazione del condurre per un punto esterno

w5, cerchio fondamentale, invece dell’'operazione corre.® 1 n >
f segare il cerchio con una retta ; si potra allora rigo
come dato un cerchio-inviluppo, gquando invece de co P
si possegga lo strumento riga a due orli (paratie i s i
col quale evidentemente si possono appunto con UITf hezza
I gentida un punto esterno al circolo che abbia a
ha

f della detta riga. . .
Dunque : Tutti i problemi costruttivi determina i,

t possono risolvere con la riga e col compasso, si po
crerisolvere con la sola riga a due orli. nroblem id»

Dopo i problemi di secondo grado, o riducibi ia P dQ le
secondo grado, i quali si possono risolvere « problemi,
mutue intersezioni di rette e di cerchi, vi so go modo,

della du_

piu elevati, che non si possono piu risolvere ne ~ 2
Tali i classici problemi della trisezione del »
plicazione del cubo, della quadratura del CIIFCO

E ora stabilito che la soluzione di essi, com
aede ®rrecjstéssi, sia_dai

ad oatenOrlti.

e domandatR

non ”~ pos-

dai_Greci, cioe col solo_us’o della ri
sibile; e si sono trovati d’altra parte, sia

Moderni Geometri, strumen iepiu eomp es ijrado, bssta Il
Pel due primi problemi, che sono del terzo «

(b Complementi di Geometria proiettiva, P*8- : coroe tutte le costru-

ii Poueelet prima, e poi Steiner, hatino i eseguire con la sol» riga,
rioni eseguibili con riga e compasso a* P ,,_r .io fl8S8O ot)l suo centro. K gia
quando sia dato nel piano della tigura i riconosciula la possibilita di ri-
ddano, Tartaglia e De-Benedictls A cou la ritta ed una sola aper-
“ Ivere 1 problemi della Geometria di hucim*

'‘ora natante di compasso.
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tracciamento di coniche, e quindi uno strumento (Conpesa
ellittico, iperbolico o parabolico) atto a tracciare queste ane

L'ultimo, trascendentale, richiede invece linee o strurert
piu elevati, ma si risolve anch’esso, nel disegno, coll’ integrafo,
strumento ideato da Abdank-Abakanotvicz (i).

Per limitarci al piano (2), le relazioni metriche si pssoD
tutte esprimere mediante lconcetti di parallelismo e d per-
pendicolarita. Il parallelismo di due rette si traduce nella po-
prieta di esse d’intersecarsi sopra una retta particolare, la
retta dell’ infinito del piano. La perpendicolarita di due rette,
o meglio di due direzioni, si traduce in una particolare rda
zione dei punti dell’infinito corrispondenti, i quali delbbono
essere coniugati in una certa involuzione che € Vinoolmione
assoluta sulla retta all’ infinito del piano.

La retta all’ infinito e I'involuzione assoluta su di essa, o
stituiscono gli enti metrici fondamentali del piano o, breve-
mente, l'assoluto ; tutte le relazioni metriche equivalgono a
relazioni grafiche coll’assoluto e quindi tutti i problemi ne
trici si riducono a problemi grafici quando fra i dati si pot
gono anche gli enti costituenti I'assoluto (o, in ca9 spedali,
una parte di essi), assegnando nel piano qualche figura fonr
damentale.

Per le costruzioni di parallele basta dare come figura fonda-
mentale un parallelogramma, cioé due coppie di rette paral-
lele. Per le costruzioni ove entra anche la nozione di perpen-
dicolarita, occorre aggiungere due coppie di direzioni orto-
nonali (individuanti I’involuzione assoluta); allora si risolvono
con la sola riga tutti i problemi metrici di primo grado.

In particolare questi problemi metrici di primo grado si risol-
vono con la sola riga quando é dato un quadrato, i cui lati ele
diagonali forniscono appunto due coppie di direzioni ortogonali-

Gia abbiamo veduto come i problemi di secondo grado (gra*
ftci e metrici) o ad essi riducibili siano risolubili con la sola
riga quando si abbia nel piano, completamente tracciato, un
circolo e il suo centro, in questo caso il circolo stesso (cono-
scendosi il suo centro), serve a dare gli enti metrici fonda-
mentali del piano. Esso serve infatti a tracciare quante si vo-

|i) Yeda af .i $ nei %uali si tr_attaI %ella costruzione meccanica deUe curve
e quelli relativi ai tre problemi celebri.
0

rf% \& estioni_.riguardanti la Geometria elementare. - Artioolo nono, di
Amedeo Giacomini.



diap rette parallele (mediante coppie di diametri) e quan
d vogliano coppie di rette perpendicolari fra loro.

Gn la squadra e la falsa squadra, usate in modo conve
riete, si perviene allo stesso risultato conseguibile con la
riga a doppio orlo per cui si pud concludere che :

. i problemi risolubili con la riga e col compasso si P«*ono
i . aderisolvere con I'uso esclusalo della riga a due or t, e
; SQuedrg, 0 della falsa squadra.

Lorerzo, Mascheroni poi nella sua famosa « Geometria e
compass» (1797) ha stabilito tutti gli elementi per la dimo-
straziore della possibilita di risolvere col solo compasso qua -
dad problema risolvibile con riga e compasso; ma la dimo-

, Straziore di questo teorema e dovuta all’Adler (1890).

} Uhproblema determinato dfcesi di terzo grado quando, con

f proiezioni e sezioni, esso riducesi al problema fondamen ae
d trovare le intersezioni ulteriori di due coniche aventi un
punto comune dato.

Unh problema determinato dicesi di quarto grado quando, con

, proiezioni e sezioni pud ridursi al problema di trovare le m-

j tersezioni di due coniche, delle quali non si conosce nessun

1 punto comune.

, Trattati analiticamente, i problemi di terzo grado conducono
ad uma risolvente cubica, e quelli di quarto grado ad una ri

solvente biquadratica.
Dal punto di vista geometrico: Ogni problema determin

di terso o quarto grado, si pud risoloere con. la ri*a e
compasto, purché sul foglio del disegno sia tracciata
i conica diwrsa dal circolo (1), od anche soltanto un ar ,

| munque piccolo, di essa.
Con la sola riga.

della sola riga, ossia tra
che nel piano della flgur
e limitato, ma assai inti
cialmente in Topografia.

U Skvkki. Complementi di Geometria proiettiva, pag.

26 — Ghkhsi. —
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Schooten e Brianchon furono i primi a proporsi la sdudae
di taluni problemi con la sola riga.
Dard solamente un cenno di costruzioni di questo gerae

che richiedono alcune nozioni di Geometria proiettiva (teaia
delle trasversali).

,, € uereiea,b il cuipunto d'incontro cada fuori
aglio, condurre per un punto dato X una rettade
paggi per detto punto inaccessibile (flg 353.

£Pj? q | 6tte ad arbitrio che segheranno in
P A 2 i "“i"00 le congiungenti E, ed

f
nque ohe seghi a“ i e N S™foi°® ™ '“[|rg rella |,M"
%‘lfl c|]1sent| 9 Au oo B/I 0/(.% |nterse2|one V delle con-

H' 18apa un “ condo punto della retta

] 11
I

Il. — Dati due punti H, K d’'una retta, supposta intreccia-

tile, determinarne quanti altri si cagliano>coll’uso della
sola riga.
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Conduciamo (fig, 354) due rette qualunque m , m' e congiun-
giamo un punto L d'una di esse m, coi punti dati # K. Otter-
remo cosi sulla m/ i punti M, N'. Conduciamo per X una retta
gualunque -che ci daré i punti N sulla m ed L' sulla m’. La

Fig. 354,

H U’ determinera M sulla m. Proiettando allora N da M’ ed N’
da M avremo il punto S che appartiene alla K H per un noto
teorema (1).

Passiamo ora ad alcuni problemi che si risolvono coll’ uso
della sola riga, quando sia data una certa figura nel piano.

WL — Dato un parallelogramma U,V , X, Y ed una retta
n, condurre per un punto dato P la parallela alla m,
usando la sola riga.

(1) V. Cremond. Klementd i Gecretria proiettiva, N, 68.
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Prolungati i lati (fig. 355 e una diagonale del pardldo-
gramma fino a segareinr, W, R, S, 0 la m, proettianp
da P i punti R, Se conduciamo per O una segante qualuLe
che determinera i punti Q, K sulle PR , PS. Le rette WQ,
T kK Si segheranno in z che apparterra alla retta cercatali).

Duntn circ®°l® e R suo centro o, condurre da un dato
due minti*¥ &igenie al circolo e determinare su questa
sola riga (flg."33% eguiAistanti da M, facendo uso della

Si costruisce la polare TR di M che determina il Pul ® g
tangenza T; si conducono la tangente MT, il diametro *
e la MS. Bastera allora costruire la polare di un gualsiasi
punto F della MS; essa seghera il circolo in Ded Etc ®
proiettati da S determineranno sulla tangente i punti X >
cercati. A rigore, non essendo stabilita la distanza M X, R®'
tpebbe servire la polare stessa del punto M che permette 1
avere il punto U simmetrico di T rispetto ad M.

1) v. Cremona. Elementi di Geometria . .
@ proiettiva, N. 89
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V.~ Dato un triangolo SX Y ed un circolo aoente per dia-
metro Ualtezza S T del triangolo, costruire, con la sola
riga, la medicna SM del triangolo stesso.

F
\
Fig. 356.

Sisno D, E (fig. 356) 1 punti nei quali i lati SX, SY del
tl:**“'lgolo segano la circonferenza. Bastera costruire il polo ¥
1D E e unirlo con S per avere M.

VL — Data una circonferenza € il 3uo centro, inscrioere in
es2a il quadrato, coll’'uso della sola riga.

Conduco un diametro quelunque A B, da A una retta qua-
lunque & ¢ da B un’altra qualunque y; esse intersecheranno

TN
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la circonferenza nei punti C, D che uniti con A, B darannoF,
la E F sara perpendicolare sul diametro A fi (V. polarita). $
diametro L O determinera M simmetrico di’G rispetto al da
metro perpendicolare ad A fi; quindi condotte A G, BM
avremo in H un punto di tale diametro che sarafi P ed
dara il quadrato iscritto voluto A P B N.

VII. — Iserioere nel ciroolo i poligoni regolari di 3.k £.8
- 12- 16- 24 - 48, ecc., lati usando la sola riga

Si cominci col tracciare (fig. 358) due diametri perpendico-
lari, nel modo indicato nel N.° VI. Si determinino (i) i punti

(1) 1 problemi ausiliari! riguardanti la divisione d'un segmento di retta in
due parti uguali, e il tracciamento i' una parallela ad una retta data, per
uu punto dato, sono tra i piu elementari della Geometria proiettiva.
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‘medii M, N, P, Qdeiraggi 0OA,0C, 0B, OD, e si con-
docano le rette MN,, NP, PQ, Q M nonché le paraliele ad
ssse dal centro O, e le parallele da N e @ al diametro A B. S5i
avranno cosl i poligoni regolari iscritti:

Trisngolo . . . . . . DEF
Quadrato, . . ACBD
; Esagono . CFGDHE
E Ottagono. . CLBRDSAI
3 16 lati . .ATIUC -+« -

E facile vedere come sia facile ottenere con costruzioni sna-
loghe i poligoni di 12 - 24 - 48, ecc. lati.

i
z' v &
\
I
L
N
E > F
.
M
A B
Q
H = - G
S R

Fig. 358, D

VUL — Iscricere nel circolo il pentagono regolare.

Soluzione, — Come ho gia notato precedentemente (v. nota
& pag. 406) le costruzioni con sola riga richiedono la ripetizione
di costruzioni che sono tra le pit elementari della Geometria

Proiettiva e che non ho tracciato nella fig. 359, accennando solo
al procedimento da seguire.
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Prima costruzione. — Comincio col tracciare due dansn
perpendicolari AB, CD (V. Probi. N. VI).

Determino E punto medio di O C.

Conduco la bisettrice dell’angolo FOA, determinando il
punto medio della corda A F mediante un quadrangolo cam
pleto del quale le parallele A F B Z sono due lati.

C

Da A conduco la parallela alla G C, valendomi delle paral-
lele GC , HD.

Avro cosi A M lato del pentagono cercato ed MO lato del
decagono.

Detemino il punto medio N di MO e da esso corduco la

parallela ad A B, valendomi delle parallele gia costrutte per
trovare CD.

Avro cosi P e Q vertici del pentagono.
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petermino S punto medio di C Q e conduco SO R.
Determino infine it quinto vertice 7 rhediante la C K.
Seconda costruzione. — Conduco due diametri perpendicolari

AB,CDela tangente in D.
'Y Determino S punto medio di O B.

Conduco S K parallelaa CDe ROF.
Portando F D da F in M avrei O M uguale sl lato del deca-

' gono iscritto. Posso ottenere M conducendo la bisettrice di
DFM (0 di AOR che gli é uguale) e abbassando poi su di

R c

F

Fig. 360.
urre la bi~

essa lg i D. Oppure posso cond
perpendicolare da PP e condurre

settrice detl’ angolo R O B, supplemento di A OR, l
ad essa 1a parallela da D, il che rinviene & condurre la paral-

lela alla corda A R. i i
Occorre ora portare il segmento OM ‘da O in N; il che
Posso ottenere, analogamente & quantosi € veduto sopra, con-
ducendo da M la paralleia alla cqt‘da D P.
Procedo poi come nella costruzione precedente.
IN. — Dato un rettangolo A B C D, trovcare, con I’uso .della
sola riga, la metd, il terzo, il sestv d’uno dei suol lati

per esempio A B.
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Conduco per B la BM qualunque; conduco poi AN,BD\
M Z mi dard0 E punto medio di AB. Le diagonali BD,AC

e le rette FA ,FD danno G ed S che uniti determinano K
Ora é facile vedere che EK = A Be BK=-~~ AB.

Si puo osservare che la superficie della stella PRESFGn
LP & un terzo di quella del rettangolo dato.

Col solo compasso.

Ogni problema risolubile con la riga e col compasso, pud
risolcersi col solo compasso, quando, beninteso, il problema
s’ intenda risolto allorché si siano ottenuti due punti di eia-

scuna retta che, eventualmente, figuri tra gli elementi in-
cogniti (1).

(1) Vedasi la dimostrazione di questo teorema fondamentale nella Geometria
proiettiva di F. Severi, pag. 187.
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# Mascheroni, nel 1747, pubblico la sua celebre Geometria del
ewmpasso, nella quale, ritenendo graficamente piu esatte le
-costruzioni nelle quali si fa uso del solo compnsso, che non
» quelle eseguite col sussidio dells riga, si propose di eseguire
. t0l s0lo compasso tutte le costruzioni fino allora praticate con
.-detti strumenti. Ma nelia teoria si prescinde da ccnsiderazioni
41 esattezza graflca, che il Lemoine ha voluto sottoporre a
minuto esame nella sua Geometrografia unitamente alla sem-
licita delle costruzioni.
* Chesles (1) chiama il libro del Mascheroni, originale e cu-
Ti030, e aggiunge : « Cette géométrie est plus riche et plus
;«étendue que celle de la régle, parce qu’elle embrasse les
o problémes du second degré qui sont tous ceux qui forment
“le demaine de la géométrie ordinaire. Mascheroni fait voir
- «qu'elle 8" applique aussi, avec facilité, a la solution approxi-
«mative des problémes qui dépendent des sections coniques
“et d'une géométrie plus relevee ».

L — Trocare il centro d'un eircolo. Dal punto A della cir-
Conferenza, con raggio arbitrario, descrivo un arco che la sega

N

c

/

Fig. 362.

M

in Be C. Dati tali punti come centri, e con 1o stqsso r'uggi(_),
descrivo duye archi che si segano ifl A’ simmetrico ¢i A ri-
Spetto alla retta B C supposta tracciata. Da A’ coine centro,

T——————

() Apercu historique, pag. 214, .
T N Y > Sy ’
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con raggio A A' descrivo un circolo che sega in M, N 'ara
B C prolungato. Da M ed N come centri, con raggio ugusle
alla distanza A B descrivo due archi che si segano in O sim-
metrico di A rispetto alla corda M N supposta tracciata. Taie
punto O é il centro cercato.

. — Iscrioere il quadrato nel circolo. Portando tre volbg
il raggio sulla circonferenza da B in R, C, E si hanno gli

it

Fig. 363. B

estremi B, E di un diametro; si descrivono allora 1 Gg‘(;‘;‘;
(B, BC) (E , BC) che si segano in a; A a éil lato del quadr
che bhastera portare da B in F e D.

Fig. 364. B

KA. — Iscrioere Uottagono regolare nel circolo. — Si procedja
come per iscrivere il quadrato, indi del centro g si porta il
raggio-ABin Ge Hed Aada Gin g e da H in h.
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IV. - lIscrivere nel circolo il dodecagono regolare. Iscritto
il quadrato (flg. 3B si porta il raggio A Bda Fin N etl O, ecc.

V. - iscrivere nel circolo il poligonodi 24  Iscritto”™ ~
gono (flg. 339 si porta il raggio ABda GinL e

Fig- 367.

~ Iscrivere il pentagono net circolo. Trovati i puntiN , O
ci del dodecagono) come nella tig. 367, si determina b con
descritti da N ed O con raggio A a. Si ottiene cosi il

s b del Dentagono iscritto.
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VIlI. — Iscrioere nel circolo il decagono regolare. Mdate
la costruzione indicata per iscrivere il quadrato nd drdo
determino il lato di detto quadrato A M. Con tale raggio &

scrivo due archi, dai centri C efi, che si segano in S; ottengo
cosi B S uguale al lato del decagono regolare iscritto edA S
uguale al lato del decagono regolare stellato iscritto (fig. Sa

vili. — Datosil lato A B costruire il decagono. pescritto il
circolo (A ,AB) (flg. %9), si porta sulla sua circonferenza il rag
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F.goinC,D, E, d; si determina a con due archi di centri B,
& Eedi raggio B D;si determina poi b con archi di centri D, de
‘ di raggio A a; infine si trova V come intersezione di due archi
F- di centri A @ B e di raggio b E. Con lo stesso raggio b E side-
F scrive il circolo di centro V che sara il circolo circoscritto al
k- decagono di lato A B.

- IXe — Data la diagonale A B costruire il quadrato. Con
;- centro A e raggio A B si descrive (flg. 370) la semi-circonfe-
: renza BE; con centro B e con lo stesso raggio si descrive
Parco C P, e si determina « nef solito modo con archi di centri
B, Ee di raggio B D. Si determina P con un arco di centro E
: e raggio A a. Risultera A P
lato del quadrato cercato.

Fig. 370. Fig. 374,

X. — Trooare una terza proporzionale a due distanie Qp
M N delle quali la prima Qp maggiore della seconda. Si de-
8criva (fig. 371) un arco A p B di centro Q e di raggio Qp; dal
centro p, con raggio M N si descriva 18 semi-circonferenza
BAS; la distanza A S sara la terza proporzionale domandsata,
Cidé si ayra -

pQ:pA=pA:AS

Xk — Dato il lato AB costruire un poligono regolare di nu-
mero dato di lati, fra quelli che 3i possono iscrioere net cer-
chio, Si descriva (fig. 372) con ragsgio ABls cu_-conferenza di
centro A e vi si iscriva nel modo indicato un poligono regolare
simile a quello richiesto, per esempio un pentagono, e sia Bb
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il lato di questo poligono. Si cerelii una terza proporziorete
fra R b e il raggio A B (vedi N. X.) vale a dire dai centri A
E con raggio Bb si descrivono due archi segantisi in X;ii

M

Fig. 372

circolodi centro X e di raggio Bb seghera in Fil circolo AB
e risultera:

XA:AB=AB:BY

Con BY come raggio e dai centri A e B si determinail
punto V. il circolo descritto da V con raggio B Y sara il cir-
colo circoscritto al pentagono A BL M N di lato AB.

Costruzioni di radici quadrate. Segniamo i vertici
B, C, D, E, H, G dell’esagono regolare iscritto. Con il raggiO
B D descriviamo gliarchi MDHN , MCG N ,D V, H V. Por-
tiamo AMin BF ed ABin F T (flg. 373. Avremo:

AB=1 AM=V2 BD=V3

BE = y/4=3 ET= V5 M V=\/6 c V=*\/ 1

BV=V9=3 TV~WO



27 —Qnkksi.  Alauiit- C1P1E
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Volando costruire la V n si sottrae n dal quadrato inme
diatamente superiore m* e sio mt—n”"k.

Si descrive allora un circolo con raggio \/k di centrog, e
dagli estremi d’'un suo diametro T, R si tracciano con ragjo
m due archi che determinano P; sara EP=*\fn.

Esempio. — Abbiasi la fig. 374 tracciata come la flg. 3Baoc-
giiasi trovare \/n. Si ha 16— 11 = 5; quindi da E con raggo
ET?= v 5si descrive il circolo e se ne segna I'altro estrenil
del diametro TER, Da T ed R con raggio VZ=4= st

termina P e si ha cosi EP = VIli.

~ Pati i punti di mezzo dei lati d'un poligono art
nesso, di numeri dispari di lati trovarne i verticie 9 @
struisce il parallelogramma FG H 1 sara | il punto di nezo

A

Fig. 376

della diagonale A D. Si avra quindi E come vertice opposto
ad | nel parallelogramma KILE , AD come parallela a
K L, ecc. Come si vede, il punto | si puc ottenere col compasso
coi raggi F G, G Il ; parimente E ; D coi raggi | D= LK e

KD= KE, ecc.
Analogamente si procederebbe per numero maggiore di lati.
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Con riga e squadra.

‘Usando solamente riga e squadra si possono tracciare per
punti molte curve quali le cubiche unicurssli, le quartiche uni-
bursali, ecc: Indicherd per alcune fra le pit note di tali curve
i modo di generazione che meglio si presta per costruirle con
luso di detti strumenti esclusivamente. In generale € possibile
del pari, imponendost tale vincolo grafico, costruire Ia tangente,
ole tangentt, in un punto dato della curva (1).

[ bR

Y P

Q/B S

Consideriamo due rette ortogonali ¥ e OC e su questa i punti
4, B, C dati. Conduciamo per C una retta qualunque CP e da
A, la berpendicolare ad essa A P che seghera y in Q; la con-
Slungente Q C seghera 1a perpendicolare abbassata da P sulla
0Cin un punto M il cui luogo ha per equazione polare;

2
peosSw=qa—b+4 ZT?F%T%?'E"

-

. nena quale:

A
04 =q OB=1b AC=c BM=p MBC = o

L’equazione riferita ad assi ortogonali é:
D@DV Py = (a + ¢ — byar &'+ (a - D) D' Y*

Essa ¢ p equazione generale delle cubiche unipursallrrzi:eé
U8ndo si assumono per origine il punto doppio 6 pe

\
‘ome ¢ de Uéque .
1) G, de Longebamps « Essaf swr la géométrie de Ia régle et de Véquerre »

Y




delle y I’asse di simmetria. Si possono ottenere molte cuade
notevoli, facendo variare la disposizione dei punti OfA,fl,C.
Le tangente in un punto M della curva si puo determirare
assai facilmente notando che le tangenti in P ed Afai luogh
descritti da questi punti si segano sulla retta QS (t).

E noto ch<o U're a normate in un dato punto Sd'una arica
d’una enniAo 6 Un an&0,° retto ruota attorno ad un puto S
passa uer un Jertice» la corda intercetta nella oconica

SSToi?. 1 silual0 sul,s normale in s n

Bastera dunque considerare due posizioni FSG . WSt ir
I’angolo retto, per avere il punto | come intersezione
corde FG, HL. La S/ sara la normale in S.

(1) Vedasi per altri esempi) il | sulle « curve

notevoli ».
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? ,;rette qualunque A C, B C ed una parallela ad A B che le sega
: pin M, N. Unendo il punto O intersezione di M B, N 4 con C si

:ha F punto medio di A B; e unendo S, intersezione di M B
ed ¥VF,con C si ha G tale che B G:—%— A B. In modo ana-
‘ilogo si trova I'altro punto H di trisezione di A B.

; Ossercazione. — Evidentemente, 8i ha FG = :; A B. Appli-

. cando lo stesso procedimento alla trisezione di B G si potra
- dividere A B in 9 parti uguali, in 18, ecc.



DIVISIONE DELLA CIRCONFERENZA
IN PARTI UGUALI

Il problema della divisione della circonferenza del circolo
in parti uguali venne studiato fin dalla pig remota antichita,
come era ben naturale.

Gauss ha dimostrato che tale divisione é possibile» con rigs

e compasso, per oghi numero primo della forma

f«
P=2 +1

mentre 0 impossibile per tutti gli altri numeri primi e per
tutte le potenze di numeri primi.

Cosi, per esempio, per m= 2 si ha p=2*+i =16\ 1=1T
dunque il poligono regolare di 17 lati si puo iscrivere nel cir-
colo con riga e compasso.

Cosi pure quello di 223f- 1= 257 iati, quello di 24-(-I=65537
lati. Per:

m=5 m=6 m=7

non si hanno numeri primi. Finora non si é constatato se par
rri = 8 si abbia o no un numero primo, e tanto meno lo si &
fatto per m > 8

La costruzione dei poligoni regolari di 7, 9, 13 lati, ecc;, di-
pende da problemi di terzo grado, e siccome si dimostra che
tutti i problemi di terzo grado si riducono a quello della tri-
sezione dell’angolo, ne segue che i detti poligoni si possono
costruire mediante riga, compasso ed un trisettore.
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ed anche per quello di {7 lati ia cui co-
lunga, si ricorre in pra-
te. Ma prima di pos-
o note, due

f* Per questi poligoni,
-sruzione regolare é eccessivamente
{ica a costruzioni empiriche approssima
‘mre a queste ne indichero alcune di rigorose poc
;;.lelative. al pentagono (1) ed una relativa al decagono.

f{vﬂl\,'& N

Pentagono regolare,

Costruzione di Schroeter.
I - Siano AB, CD due diametri ad angolo retto, in una

irconferenza di centro O; Cc=4 O A una parallela ad A B;

Fig. 379.

AB; cd una retta che

Dd= B0 una parallela ad
lle rette sega

tonferenza in E, F; CE, CF de
Per questi punti conduciamo le corde 3 € 4,
colari ad A B. La figura A 3254 & un pentagono regolare.
I — 1 triangolo formato da due 1ati adiacenti d'un penta-
20no regolare e dalla diagonale, & isoscele,
uguali & uguale al segmento maggiore della

seghi 1a cir-
nti ABin e, f.
9 f 5 perpendi-

e ciascuno dei lati
pase diviso in

media ed estrema ragione.
pa refta qualungue un seg-

Basta quindi prendere sopra u
n media ed es

mento qualunque, dividerto i

con sola riga.

(1) Vedasi pure a pag. ¥07 18 costruzione eseguita

e

trema ragione e co-
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struire un triangolo isnscele aven s la retta congiderata com
base e di cut gli aitri due Inti siano ugusli al segmento mag
giore della bsse. L’sngolo al vertice O di questo triangol
sara I’angolo d'un pentagono regolare. Ma per semplificare ls
costruzione si potra prendere in luogo d'una retta qualunqus,

una retts particolare della figura., Ecco una costruzione chs
da il lsto cercato,

Fig. 380.

All’estremita A del diametro A O B si conduce la tﬁnge‘,“e'
sulla quale si portano je lunghezze A C e poi DD "g“f“n al
raggio. Si conducono le rette p O, D B che segano la circol .
ferenza rispettivamente in G ed H; si tracciano la retta CH
e la circonferenza di centro D e di raggio U G che inconirs

CHin I;1a retta A J sega la circonferenza date in M; AMé
il lato del pentagono.

Decagono regolare. .

E ben nots la costruzione
decagono regolare come se
in media ed estrema ragi

Che serve ad ottenere il lato del
gmento maggiore del raggio diviso
one. Meno nota é forse la cosiru-
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§Bione, che vuolsi conosciuta dai matematici greci, indicata
£ 3ella figura 3815 la perpendicolare sul punto di mezzo di BV
gella Chiocciola trisettrice di Pascal sega la curva stessa in

Fig. 381,

quatiro punti C , C, , J, R che proiettati da V sulla circon-

; ferenza di centro V e di raggio V B, danno:

DP=PB=KU= UZ=at

:
£ Come e facile dimostrare (V. Trisezione del’angolo)-

COSTRUZIONI APPROSSIMATE.
etti generali,
posti e molte

Metodi generali. — Varii sono i metodi cosid
netrico, nei

per dividere la circonferenza in parti uguali, pro
volte dati come esatti (1) nei Corsi di Disegno geol

Manuali di Geometria applicata alle industrie, ecc. _
Esporrd qualcuno di tali procedimenti, con {*indicazione dei
cost particolari nei quali essi danno risultati geometricamente

esatti e dell’approssimazione che permettono di ottenere ne~
gl altri,
dividere il diametro

Metodo Rinaldini (1). — Consiste nel dit an
A B in tante parti ugusli guante sOno quelle nelle quali si vuol

(1) Questo metodo & riprodetto nelle Nouvelles Annales de Mathématiques,
Veol. XII (1853) pag. 77 in un articolo di Housel senza indicarne l'autore; e
nel Trattato di Geometrin & Catalan (pag. 277) & indicato come dovuto »
Biou : ma la costruzione & d'un nostro Geometra, it Rinaldini,
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divisa la circonferenza e nel congiungere il secondo puntodi
divisione col vertice C del triangolo equilatero ABC, tale
congiungente determina ’arco B D cercato. Poniamo:

AMC=2 ACM=¢ DOB=y r=1{

O 0 3N s W N

— G-
-3

>

Fig. 382,
Dal triangolo M CA si ha:

sen x 1

sen € ) 2 b
“n
e dsl triangolo DMO:
sen a _ 1 li
sen (x — ) *i—- 4 (2
n
Si ha quindi:
sen x {
sen (120°— a) 2 3




6 ponendo cosy = x sara l’equazione di secondo “rado.

U- xf.[n- 4 _(a-JE_+Xx,_ Z"tn~-9-
37?7-—————- “ n

B+ (@a—4x' —6n(n—4 +2(n* 4

Risolvendo :

o3+ (a- 4

o ) ) .. darebbe coseni negativi per
Si rigetta il segno negativo eh

valori di n sufficientemente Picc® *icati j vaiori dell’angolo y
Nella seguente tabella ?°”° ~ tengono col metodo Rinal-

esatti e quelli approssimati c e inclusivamente.

dini, per valori di n fra d *
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Il metodo é esatto per il triangolo, il quadrato e I'esagom,
ma per gli altri poligoni é assai meno esatto del metodo Bar
din che ora indicherd.

n Valori l Valori Differenze
di y esatti di 7 approssimati angolari
3 1200 1200 0
4 90° 90° 0
o 720 710 57° 12" — 548
6 600 | 60° 0
7 510 25’ 43" 51° 31’ 5" 5 22"
8 450 i 450 417 14" TRty
9 i 400 16’ 40" 16’ 40"
10 360 360 21’ 24" 21’ 24"
1 320 43’ 38" 33 8’ 52" 25’ 14"
12 30° 300 297 45" 29’ 45"
13 270 42’ 32" 280 12’ 30 3’ 58"
14 250 427 52" 260 15’ 48" 32" 56"
15 240 240 34’ 30" 34" 307
16 220 30’ 230 5’ 54" 35' 54
17 210 10’ 357 | 210 477 12" 36’ 37"

Metodo Bardin. — Si divide il diametro A B in tante part
uguali (n) quale sono quelle nelle quali si vuole divisa la cir-
conferenza. 8i conduce il diametro C D perpendicolare ad AB
e si porta una delle n parti del diametro sul prolungamento
di tali diametri, in M ed N. La retta M N seghera la circon.
ferenza in P; unendo questo punto col terzo punto di divi~
sione del diametro a partire da A si avra il lato del poligon®
regolare iscritto di n lati, esatto od approssimato a second®
del valore di n (fig. 383).




La formola generale che rappresenta tale segmento e:

| f=~yn- 8n+48- (n- 6 Vn*—4n- 4

< P
| Il radicale \/ril—4n —4 diviene immaginario per valori di n
| inferiori al 5 quindi il metodo Bardin norie applicabile thE
liper ns 5.

Nella seguente tabella sono indicati i valori dei lati dei po-
loni che si ottengono con tale metodo per valori di n dal 5 al
Dinclusi, con le relative differenze dai lati esatti ; vi 9ono pure

indicate le differenze fra gli archi di e &l archi sottesi

dalle corde approssimate (i)-

, J )~ . esatto soltanto per n= 6.
Come si vede il metodo da risultato

() Nel periodico Mathrsis (1% pag. 156) € tudicata una costruzione che uon
~cceuno qui perché troppo poco approssimata.



Valori din

= Ol

Lunghez. Lunghez.

esatta 0 approssi- Differenza
Cgéf°|§‘tt§ mata del n pid
(r=1) lato 0 in meno
11756706 11661904 - Q009801
1,0000000  1,0000000  — 0000000
08677673 08675198  — 00002480
0765360 07646179  — 000074
0,6840400 06331215 - 00002185
0,6180340 0,6169825 — 00010515
056651 05624619 - 000100%2
05176380 05167340  — 00009040
04786312 Q4773463 - 00007848
045417 04443797 - 0000650
0AI58233 0415798  — 00006441
j 03001806 0389760  — 00004346
i 03649  0FB7I6E8 - 00003HBL
| 0347296 0MMEB  — Q000461
I 0329180 0,3290223 - 00001657
0312860 Q3721 — 00000068
OZE0B#4  OZEDAB  — Q000349

0,2846297 0,2846491 -~ 0000014
02723331 0,2724006 + 00000675
0610524 02611618  + Q0001094
0,250654 0,2308129 4- 00001464
0241072 024152 4 Q0001791
021858 02232  + 000074
j 02230288 0241614  4- 0000236
| 021623 02165042 4. O00P6E63
I 02000670 0,2003303 + 0002733
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Soluzioni meccaniche.

1.-11 eircolo-dicisore. - E uno strumento assai semplice
de pud essere utile a chi abbia frequente occasione di divi-
ckre circonferenze in parti uguali (disegni di ingranaggi, &
eTpio). . _

Gasiste in un regolo A sul quale sono segnati dei gradi.
i 23 Questo, regolo pud rotare attorno ad un pernio

Fig. 334

‘ si collochera nel centro del circolo da dividere. Un cor-
o scorrevole sul regolo porta un tratto inciso che si fa ¢ -
Pendere, per esempio, col 9 del regolo se in 9 parti ai vuol
«dere la circonferenza.il corsoio porta un piccolo gaietto £
itenuto in una staffa e girevole attorno ad un asse g come
a ruota. Questo piccolo gaietto € munito d una punta che
& a tracciare, a ciascuna sua rivoluzione, i punti che indi-

llo le divisioni delia circonferenza.
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Il. —Quest’altro apparecchio é dovuto ad un tedesco, sath

la Remie du Geénte militaire.

Essendo dato un angolo MON (flg. 33), supponiamo ded
applichino su questo angolo due serie identiche di pardlde
equidistanti A, B,C,D, -—-- ed a, b,c,d . tracate
su due fogli di carta trasparente e in modo tale che la pina

I’antrolo8 fi ouSCUaa serie si sovrapponga ad uno dei lati dei-
di losano-hA t if6 inee si segheranno formando un reticolato
solarmente ™ tte,,dentiche * cui vertici saranno ripartiti re-

alla bisettrice J rispettivamente parallele e perpendicolari
rrsia 0S 0 * gele ~ Bastera’ per e.Zmg£o. di rife*
[ ] .V - '-

le rette nnrnjjajaf ° 1 differenza consPSRIL RICRb&ifTrE

parallele con linee curve B cD E (flg. 33)che intercet-
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tao su degli archi descritti da un centro comune O ea par-
tire da ura retta A, degii archi tutti uguali ad una lunghezza
arbitraria. Si opera nello stesso modo a partire da una seconda

Fig. 3%.

Qo fatto, per dividere I'angolo M ON in un numer 9 da
e di parti uguali basta sovrapporre i due ogi m
far coincidere i centri O, o col vertice dall ango o
Aedaconi lati OM ed ON. | due sistemi di
wnreticolato di losanghe cur-
vilinee, i cui vertici sono rego-
larmente distribuiti su degli ar-
chi concentrici col vertice del-

I'angolo; basta dunque cercare
la serie che contiene n+ 1di
questi vertici per trovarvi i
punti di divisione dell’arco in n
parti uguali. N

L'inventore costruisce le det-
te curve su dei settori traspa-
renti SS, (flg. 387). attraversati
nei loro centro da un pernio
attorno al quale gira un’alidada,
ma & chiaro che si puo adot-  Fig- 3
tare qualsiasi altra disposizio-
ne, come —per esempio —quella te due fogli di carta

che consiste nel servirsi semp I, stabilire piu esattamente la
da calco il che permetterebbe di stabilir

coincidenza dei centri.
*8 - Ghkru. - Matetn.

no
curve



Ettagono.

1* — E noto che I'iscrizione dell’ettagono regolare si fiar+
duce olla soluzione di due equazioni, I’'una di secondo gracbe
I'altra di terzo. Ora, la soluzione di una equazione di tazo
grado (che ha le sue tre radici reali) pud sempre ricondurs
olla trisezione d’un angolo. Su tali considerazioni & besatala
seguente costruzione di Collins.

B
Fig. 338

Siano A OA? e fi O B' due diametri derpendicolari I’ uno al*
I"altro ; prendiamo dal lato di A, O0O'—— OA'; sia AEIl

6
sesto della circonferenza ; conduciamo E C parallela ad A A
e che incontri BB> in b; dal punto O' come centro descriviamo
I'arco b Fb> (essendo b’ su B B’). Sia b D il terzo di quest'arco.
Prolungando fino all’incontro del primo circolo in Z, una per-
pendicolare abbassata da D su A A\Il'arco A Z sard approssi-
mativamente il settimo della circonferenza proposta.
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I, — Costruzione del)’ Autore. 1l lato dell’ ettagono stellato
(corda dell’arco g— ><36'0°) corrisponde ad = 1,5636627 e quello

defl’undecagono a I, = 0,5634651. La differenza é:

Trovato dunque un segmento che si approssimi al lato del~
lundecagono bastera aggiungervi il raggio per avere il lato
dell’ettagono stellato da cui sara facile ottenere quello dello
- etlagono convesso dividendo per meta I’arco da esso sotteso.

Einversamente, trovato un segmento che approssimativa-
¥ mente corrisponda al lato dell’ ettagono stellato di cui sopra
& bastera diminuirlo del raggio per avere il lato dell’ undeca-
8000 approssimato,

# Applicando questo metodo ho trovato che il iato dell’unde-
.C8%0no ottenuto con la costruzione Pasquini (vedi fig. 3%t a

P2g. 439) aumentato i 1, & 1,5636970 che differisce da quello
¢ Gel’ettagono stellato per 4 0,0000343. 1l lato dell’ ettagono
£ 'C00ves80 corrispondente risulta differente dal calcolato per

S0l 0,0000247 cios per un angolo di 5, 66.

< g,

e

S e

AR

Ennagono.

3 b—1lato dell’ennagono convesso ¢ uguale alla differenza
£ dei lati dei que ennagoni stellati,

! — 1l cubo del lato del trisngolo equilatero ¢ uguale al
5 "inlo prodotto dei lati dei tre ennagoni regolari iscritti nella

3 Stessa circonferenza. .
3 m, — L’apotema dell’ennagono regolare convesso € uguale :
i 8lla sommg degli apotemi degli ennagoni regolari stellati.

V. — 1l cubo dell’apotema del triangolo equilatero ¢ uguale

Fi 8l prodotto dagli apotemi dei tre ennagoni regolari iscritti
. Bella stessa circonferenza. ) -
f. Ve — La somms dei quadrati dei lati dei tre ennagoni é
Uguale al sestupto del quadrato del raggio. )
b VL - 14 som‘;na deiqquadmti degli apotemi é uguale a tre
L Volte la metd del quadrato del raggio.
. VL — Qostrugione di Howe (). Sia:

HCB=6pc AD=2370 DM=15 DE=EFEF=CD
-
) Inserita nel fsscicolo 1 (Agoato) del Vol. V. (1849) pag. 12 degli Annals of
Mathematics dell’ Upiversits dello stato di Virginis (8. U).
amay

B T
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Descrivansi gii archi EL EG di centro Ce si conduca H
parallela allo C G. Unendo | | con C risultera :

icb= 459 31",3
e quindi :

ACM= 400 28", 6

(o erenza ® dungue di 28" , 6l e, per tutto il perinetro,
1 lunghezza del Iato dell’ennagono risulta e
cedente per O(IIII)Z"g

«e«.ut circonferenza), dividendola in 9 parti uguali e determi
nando col procedimento Péraux l'arco che corrisponde ad un
di tali segmenti si trova per questo arco il valore :

3> 59 52" |, 47

ossia una differenza in meno, da 40», di 7" , 53 La corda COi

rispondente risulta 06340080 che differisce in meno dal lat
dell’ennagono regolare per 0,0000340.

o Siano A , C, N tre vertici consecutivi dell’ esagon
iscritto e D il punto medio del raggio M N, Conduco DA*

N A ; questa retta sega D C nel punto Odal quale come centr

descrivo un circolo di raggioy ossia DM. Questo circolo seg
la A Din B tale che si ha:

A B - 0634057
con differenza, in meno, dal lato dell’ennagono di 00000143
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Fig. 390.
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X- - Descritti (fig. 391) gii archi PO T, CA, Afi, CST
tracciato il raggio O M perpendicolare ad FH e condotte .
M H e la M C, si porta su questa il segmento A B daMinS
La retta FS determinera R tale che, approssimativamente:

TR = TH

Sara dunque RH il lato approssimato dell’ennagono, L' aw
ri8u a di 3»59 59", A6 con differenza, in meno da 4;

di 0 , 0A corrispondente ad dell’ intera circonferenza,

N\ R R de”’ ennagono cosi trovato differisce da quelo
calcolato di soli 00000004 per difetto.

ortando R H nove volte sulla circonferenza |’ errore tode

risulteiebbe di di essa circonferenza, per difetto, e

i« QI8POM%ere~ke ad un centimetro in una circonferenza d
me n, ossia a mm. 01in una circonferenza di m. 13drca,

pare possa quindi ritenersi la mia costruzione come lagu
Prof ya ~ue”e finora proposte, compresa quella cH

il vilni® <H°We gia indicata a pag. 43, sulla quale ha pue
aggio d'una possibilita maggiore di esattezza grafica.

Poligono di 11 lati.

Costruzione P. Pasquini. Nella flg. 32 il circolo di ean
tro S e di raggio fi K determina sulla circonferenza data i
punto T tale che si9ha fi r = 05638970 con differenza in piada

calcolato di 0,000231

Costruzioni dell’Autore. E facile a costruire geome
tricamente un’ espressione numerica la quale fornisce unva

lore del lato dell’'undecagono iscritto che differisce dal calco
lato per — 000001328, L'espressione é:

-i- 2— 2n ossia
ERZEARE

111. — La costruzione gia indicata sopra per |’ ennago
(flg. 391) puod servire, con un piccolo tracciato supplementai
ad ottenere un segmento H E cfie differisce dal lato dell’u
decagono, per difetto, di soli 000001336 (flg. 393.



Fig- 392-
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mv * — Si puo ottenere sufficiente approssimazione conqete

costruzione assai semplice. Sia BQ un arco di 9 e QCna
di 60 (flg. 394).

Conduciamo la perpendicolare C S sul mezzo del raggio 0Q
e portiamo la corda di B C (iato dei dodecagono) da OinA
sul raggio OB La A Q seghera la CS in R e risultera:

KEIHS+sa'=j/!-f* +u =1

R Q « 056801625

che differisce dal lato dell’'undecagono per 000044886 in difetto.

— Costruzioni Howe. Sia AB—3x , CD= cAe
descrivasi da C come centro l'arco D E fino all’ intersezione
in E con la parallela condotta da B al raggio CA. Risultero
£>CE = 33* 3 20" (flg. 395).

\i\ Pre*" ~"Owe °~rva (1) che se si fosse preso come ragg*0
120 del ra8”'° anziché 110si sarebbe trovato DCE = 348 13%®
minore di — per solo ——

H 473

0) Anoals of MatUeu.atic of Virginla) Im> Vo, y . u.
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L -1 .
R

f - Questa costruzione offre un esempio di quei tentativi del

P genere. di nessuna praticdta, che tanto abbondano. Infatti,

eome ottenere quei ——— del raggio
ELn costruzione seguente pecca pure alquanto in tal senso.

E 8

_ ;
i c
i D A
aFer Fig. 395.
(113
% VL — Se un triangolo ha per lati 6, 10 e 11, ’angolo opposto
$5: ol 1ato 6 riesce di 32 457 507, che differisce da i per2’ 11/, 818.
115
‘ ? Poligono di 13 lati.
=§5 " Costruzione dell’Autore. — L’espressione
4 4
;_ (2 Vet 1) = 0,4785634
: differi , 360° — 0,00007881
: isce alla corda dell’arco —— per soti )
La costruzione & facilissima
Pougono di 17 lati.
] -
— La costruzione assai semplice

) Costruzione dell’Autore.
indicate nella fig. 396 ci da:

HS=1 —-%—\/Em 0,367564468
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La differenza con la corda dell’'arco e di + QB o

una differenza angolare di 9" , M; cioé, per tutta la droofe
renza, di 2 42" , 18

Per una circonferenza di un metro di raggio I’ errore totale
sarebbe di metri 0000403

Osservazione. — La forinola :

f '/«

puo essere costruita, piu semplicemente col procedimento delia
Prof. Sig.¥ Ersilia Bisson Minio che consiste nel dividere m

parti uguali due raggi perpendicolari, e considerare la cod-
giungente del primo punto di divisione dell’uno col terzo punto
di divisione dell’altro, o, in altri termini, |'ipotenusa d’un trian-

golo rettangolo di cateti o €3 del raggio i; tale ipotepu»6

sard espressa da -i- Vi(> eppero il lato cercato si avra come

differenza tra il raggio e P ipotenusa stessa.



Poligono di 19 lati.

I. —Costruzioni dell’Autore. Le costruzioni della fig. 397,
accissime ad eseguire, ci permettono di ottenere, in quattro

Q

Fift. 397.

modi di.erel, uno stesso cemento le cui espressioni calcolate
8ono, per r = t, le seguenti :

DE = 3 -7/ 1 OR = Vo
_3'2(t+y'3) V2 @2+ y/3)
/i
N MN y/n___
MV — > VA _yTT77

22 W 3)
2 (2 4-V 8)
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al ., -t e Vjwwtinuy 4L menuy,
wa figura sopraindicata e facile dimostrare geonetrica

mente I’ uguaglianza dei triangoli CDE , OVM, CMN, BJ
e quindi quella dei loro lati DE , VM ; MN , VM, ecc.

Come si vede nella flg. 36 le costruzioni relative sararoi
due diametri perpendicolari BS , PQ, e poi, rispettivamente.

Per DE : Arco COF, corde CF, CB, SP.

Per MN : Arco COF, arco OH, corde CF, CQ, BH.

Per VM : Come per MN oppure ~arco COF, arco QA are
CF,CQ, AF. V

Per OR : Arco COF, arco OA, corde CF, PS e cogiugent
di E con O e di A con G.

**e — Sj sa costrurre esattamente I'icosagono regolare isxitio,

il cui angolo al centro é = 18°; si conosce quindi la cack
m dell arco di 360 ossia di 162, che sarebbe il lato &
I’icosagono stellato di terza specie. Ora si ha ’\6 =0,32%
mentre il lato del poligono di 19 lati € 039180 ; dunque- j

differisce per soli - 000004038 dalla corda dell’arco —

Poligono di 21 lati.

Costruzione dell’Autore. L’espressione :

di facile COSUU?R)'P]%’, corrisponde a | = 02980475 mentre b
corda dell'arco 5" € ¢ = opogmad. Quindi ¢ — 1= 0000467,



LA TRISEZIONE DELL’ANGOLO

Dividere un dato angolo in tre parti uguali.

Q,“ej“o problema famoso fino dalla remota antichita, non si
p!;)o risolvere con riga e compasso cioé con rette e circoli.
er il teorema di Moivre (1), le radici dell’equazione:
3 ” ('
8000 : a2 =cosa+1senz )
2z
3

a+2m . 2427
&= cos ————3~——*+zsen —

% .
&L, = CO8 -§~+ { sen

o’t,z

( 4T
00813-{—411' +isen z+3

le quali (fig. 308 geometricamente sono i vertici d’'un trian-
{ e col centro

Bolo equilatero iscritto nel circolo di raggio nt
nell’origine. L'equazione (') € dunquée I’ enunciazione analitica
deila trisezione dell’angolo.

Se ’equazione (*) fosse riducibile, Lesse
nel prodotto di due polinomii & coefficienti razionali, dovrebbe
essere possibile di esprimere una sua radice in funzione ra-
zionale di cos = e sen x; funzione che non st altererebhbe mu-

ciogé si potesse scomporla

e ———

) V. Klein - Giudice. Counfereuze SOpra alcuine ques
hentare, pag. 13

tioni di geometria ele-
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tando a in a4- 2% Ora nessuna delle tre radici rimaré irg*
terata quando, variando in modo continuo, a passa a \dae
X + 2t poiché allora &, passa in xt, &, in & ed X, ini,;
abbiamo cioé una permutazione ciclica delle radici. Nessury
di esse pud dunque rappresentarsi come funzione razionaled
cos ae sen «. Ne segue che SB3= cos X-\- I sen X ¢ irmid.dihile
cioé non puo risolversi con numero finito di radici qedde,

eppero la trisezione dell’angolo non € eseguibile, in eia
rate, con riga e compasso, ma solo per taluni valori pertico’

lari di a, come -|-,7r, ecc.

Ma questa impossibilitd si ha solamente con tale limitazione
ché il problema puod risolversi graficamente ricorrendo alk
coniche, o ad altre curve, che tutte si possono tracciare co
{strumenti speciali in sostituzione del comune compasso d
circoli.

Del resto la soluzione grafica di questo, ed altri simili prc
blemi, ha interesse piu che altro scientifico, teorico ; ché i
pratica, nei rari casi in cui occorra applicarla, ben diffidi
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. mente chi deve farlo é in grado di ricorrere ad alcuno dei tanti

. metodi noti, i quali in ogni modo riescono generalmente assai

; piu lunghi e fecondi di inesattezze grafiche, delle semplici so-

| lnzioni per tentativi

_ Questo problema venne risolto dai geometri dell’antichita
per mezzo di varie curve quali I’iperbole, 1’ elica, la spirale,

- Io quadratrice, la concoide ; forse anche con la chiocciola, la
ticloide ed altre curve.

Indichero alcune soluzioni fra le tante che il problema com-
ports, cominciando dalle due citate da Pappo, di autori ignoti.
L~ Sia ABC I'angolo dato; da.un punto qualunque M di BC
¥ abbassa la perpendicolare MN su AB. Sia O un punto di MN

Y| F /
' C
/ N
3 ’ \'\
! N
/ X
! AN
N / / \
/ R \.
. | M .
H V7 =
/
5 [' =
— ! < A
G\ W
U
.y
Fig. 399.

tale che la BO segando in S la parallela da M ad A8 risulti

1
0S =2 BM; si avra allora ABS =—g" ABC.

eterminazione del punto S il

Tutto si riduce dunque alla d
ione rappresentata anali-

che pud farsi mediante una costruz
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ticamente. Sia la tangente dell'angolo dato- cosstruaTo
I’iperbole xy = ab ed il circolo:

(X - a*+ (g- Vf= 4(a+ b)
Se indichiamo con x la maggiore delle ascisse dei purti

intersezione, si ha MS = x —a e T rappresenta la taene
«

dell’angolo uguale al terzo dell’angolo dato:

L' altro punto d’'intersezione F del ramo M dell'ipatde
col circolo determina il punto Z tale che:

YBZ= -A- YBC

m . 1 8 8 trisezione dell’angolo complemento del dip

i- 8rz0 Punto d’intersezione G dell’iperbole cd dr
1 ai punto V (0 W) cui corrisponde I’angolo:

DBN= -1- DBC

ossia uguale al terzo del supplemento dell’angolo dato. Hort
E >F, G costituiscono il solito triangolo equilatero. 1 qam
punto d’intersezione U dell'iperbole col circolo non gio®
poiché non é altro che il simmetrico di M rispetto a B
Nota. — Si puo osservare che nel circolo M si hanno questo

rela2|8n| fra i varll archi considerati, indicando con a I'&-
golo

FH~ TFU: (7-'—+:£

G r=1y TFVC = y_(27|-+ a)

U. - Soluzioni di Pappo e di Newton. Si tracci una iper
bole deccentncda 2 Siano O il suo centro, a , Ni vertici'
B, M i fochi, il cerchio descritto su AB come corda, in m°d

che il segmento AFB sia capace dell’angolo dato, seghera |



!
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iperbole nei punti E, F, T (vertici d’un triangolo equilatero)
t ei quali corrispondono le tre soluzioni del problema, cioé:

-
BFE:T BFA

T e A = R

BAF= —%—(fr — BFa) BFT ~ —;—— (= ~ BFA)

=3

ne del eircolo AEBF con la per-

Sia D il punto d’intersezio
e si descriva

pendicolare condotta sul punto di mezzo di AB,

C
G

v

1 a SO
al M ' TR 8 X
o AR q
N
o (7
Y
Z
ste ‘ P
AR~ {
i L
Fig. 400. \\
il circolo D (DA). Esso seghera V’iperbole in tre punti H, Z,L
(vertici d'un triangolo equilatero), cui corrispondono gl angoli:
A\ ‘ /N
BDH= ~§~ BDA ossia (= BFA)
A~
per- BDZ=— @ = + BDA)
cié \ R
1040 BDL {corrispondente all’ arco BZL) = —~ (4 + BDA)
ale
em. dilett.

N TNZR

29 — Gagrst. — Mat

W




mll. — Si pud considerare I’'iperbole di cui nelle solancti
precedenti, come luogo dei punti S che si ottengono aodir
cendo dai due punti fissi A, B. delle rette come AC, tali de

BAC = a e come BS, tali che ABS 2 <t Naturalmente si &
MA = AO—ON=NB=a

essendo M e B i fochi, O il centro ed A, N i vertici dla
iperbole. La sua equazione in coordinate polari (polo A) e

" sen 2u 6a sen mcos &
pssod --—--

SS
sen 3 3sen a cos* &—sen’ «

e in coordinate cartesiane (assi Ax , Ay,):

y*= 3x {a —2a)

Riferita invece al suo centro O e ai suoi assi principali
Osa, Oy e

y*= 300 —a)

Gli assintoti hanno per equazione:

y=+x\/ 3

La circonferenza descritta su AB come corda, in modo de
il suo segmento ADB sia capace dell’angolo da trisecare, &
ghera diperbole in altri tre punti B , F , T ai quali corrispon-

dono (essendo ~BFG —a l’angolo dato) :

~ — Jy—2 = n
BAF ~ — BA 3
ossia :

a+ 2n

MAT—-*JLéI il BAV

ossia :
BAE= -?~a.- AFB
3 3

Questa soluzione, le due precedenti e quella classica del
Chasles (V. pag. 422, N. V1) sono le piu semplici.
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«* IV, — Bolugione di Descartes. Questa soluzione si riduce
: e determinazione dei punti d’intersezione d’un circolo e di
: una parabola le cui equazioni sono rispettivamente:

é z’+g’——1‘3—m+4my=0 y'::—}—:v

Le ordinate di tali punti sono date dall'equazione:

: by*=3y—m

di cui la minore delle radici positive é il seno di %~ dell’ an—
- 8olo il cui seno e uguale ad m.

_' 1 V — La seguente soluzione viene attribuita a Clairaut.

¥ Sia _PQR 'angolo dato; si prendano sui suoi lati lunghezze
£U8usli QA , QB e da Q come centro si descriva un circolo di

C
o) N

D p
R m| /IS A

b
-4
a1
;
£
5

Fig. 401.

&
]

reggio QA. Si trecci la corda AB e la si divida in tre parti
: uguali nei punti R, S;si conduca la bisettrice QC dell’an-
| 8010 AQB. Si avra: \

i e
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Si descriva allora un’iperbola avente un foco in A, il vertice
corrispondente in S e per direttrice la QC. Sia N il punto di
intersezione del ramo S dell’ iperbola col circolo Q. Si conduca
da N la perpendicolare sulla QC; essa seghera in O la circon-
ferenza Q. Si avra allora, per le proprieta della direttrice e
del foco:

AN AS 2
‘ND ~ SM ~'1

da cui AN = 2ND e, per simmetria, AN = NO = OB e quindi:

AQN= NQO = 0OQB

V1. —Soluzione di Chasles. — E la soluzione classica, che
si ottiene coi metodi della Geometria proiettiva, e che si puo
ricondurre a questa proposizione:

L'arco di circolo AB, di centro 0, e diviso in tre parti uguali,
nella sua intersezione con l'iperbola equilatera che ha per
diametro OB e che passa per il punto d'intersezione ili OA
con la tangente al cerchio in B.
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Ecco ora la relativa costruzione data dal Cremona nel suo
celebre trattato di Geometria proiettiva.

Nella circonferenza data (flg. 402], prendasi, a partire da A,
un arco arbitrario AN, e a partire da B, ma in senso opposto,
un arco doppio BN'. Condotta la tangente BT, gli angoli AON,
TBN' sono uguali ed opposti di senso; ossia, se i punti N , N’
variano simultaneamente, i raggi ON , BN' generano due fasci
inversamente uguali Il luogo del punto Mad essi comune sara
dunque un’iperbole equilatera i cui assintoti hanno le direzioni
delle bisettrici SX , SY degli angoli delle AO, BT ; giacché
queste rette sono raggi corrispondenti (sono quelle posizioni
de’ raggi mobili ON,BN’, per le quali gli archi AN , BN' sono
nulli). Il centro dell’iperbole & il punto di mezzo C della retta
OB congiungente i centri dei due fasci. Costruita I'iperbole,
per mezzo del teorema di Pascal, si ottiene un punto P ove
essa attraversa l'arco dato AB; ivi coincidono due punti cor-
rispondenti N , N', epperdo P é il panto cercato di trisezione
dell’arco dato; I'arco AP é la meta di PB.

L’ iperbole incontra la circonferenza in due altri punti R , Q;
il punto R da la trisezione dell’arco BF che con AB completu
la semi-circonferenza. Il punto Q da la trisezione dell’arco che
si ha togliendo AB dalla circonferenza intera, cioé di AFB.

VI1l. — Soluzione di Bourdon. La formula trigonometrica per
calcolare il seno del terzo d'un arco in funzione del seno di

quest'arco é:
4sen3 X —3sen——a+ sena= o0
Ponendo:,

sen —g—X — 0 sen X = s

e ristabilendo I'omogeneita, si ha:

4a3—3r3a; +r2s= 0 Q)
Facendo allora:
so*= Iy @
risultera :
4wy —3r=e+rs=0 3)

Conduciamo pel centro O (vertice dell’angolo) due rette or-
togonali, una delle quali OX passi per l'estremo A dell’arco
AB dato.
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L’'equazione-(2) ¢ quella d'una parabola coll’asse principal
diretto secondo OY ed il cui parametro & uguale ad r; gesta
curva é tangente in O all’asse delle ascisse. La sua oot
zione ¢é facile poiché si hanno per y=0,r,2r........ ise-
guenti valori di an

#=0 +r dbr\zZ~V-

L’equazione (3) ¢ quella d’una iperbola avente per assin-
toti le rette :

D=0 _ 3r
4

ossia I'asse delle y ed una parallela all’asse delle X distaute
da esso di: 3
.

4

O: =
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Facendo nell’equazione (3) y = o si ha:

BP - ocC oD

E dunque facile costruire anche questa conica, mediante le
seganti uscenti da C.

Il ramo inferiore dell’ iperbole sega la parabola in due punti
M, M', mentre il ramo superiore la sega in un punto soia*
"‘merte M”. Abbassando le perpendicolari da tali punti sul-
I'asse delle m, si hanno in ON, ON1, ON" le tre radici del-
I'equazione (1).

Questi valori, due positivi e uno negativo, esprimono dei seni;
occorre quindi riportarli sull’asse OY da O rispettivamente in

R’, R» e condurre poi le parallele RS,R'T,R" U all’asse
OX Gli archi AS , AT , AU rappresentano :
* It —« T4 «

" 3" 3 3

che sono i tre valori della terza parte d’ un arco di dato seno-
lpunti S, T , W costituiscono i vertici del triangolo equila-
tero di cui si é trattato precedentemente (vedi pag. 49 e vi

corrispondono :
= -r- '= -Q- ? '=
AS= -r ABT g 6I ? ABU U

' #k ~ Soluzione di Delbceuf. — Sia VAX —9l'angolo dato

S 404. Tutto si riduce a costruire un triangolo AKL nel
gquale 6sia I'angolo esterno, e I'angolo K doppio di L. La bi-
settrice di K incontra AX in un punto B equidistante da K
eda / ; la perpendicolari BC , BG abbassate su A K, KL sono
uguali. Se si da il punto B, e si considera solamente la condi-
zione BK= BL il punto G descrive un luogo geometrico defi-
nito da questa costruzione :

Gal punto B come centro, con raggio arbitrario, si descrive
una circonferenza DEE' D'; si prendono i punti di mezzo
Af>Z, T, p delle corde DE , ED' , D’E' , E' D che uniscono i
punti d' intersezione della circonferenza coi lati dell’angolo
Ya x . Questi punti determinano un’iperbole equilatera che
sega in G il cerchio descritto da B come centro, tangente ad
AF;la perpendicolare BG in G sara la base del triangolo

cercato AKL.



La curva ausiliaria & un*iperbola equilatera perche laQV]
congiungendo 1punti di mezzo delle corde DD', DE, si hg;

DCM = DD<E DBE = MBE

dunque le rette CM, BM ruotano con la stessa velocita, in
senso contrario, attorno a C e B. Quando il cerchio DEE'D1
passa per A i punti di mezzo delle corde D'E, D'E', DE' coin-
cidono rispettivamente con B, A , C. Essendo AB e AC due
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* &orde suppleinentari deil’ iperbola, gli assintoti sono paralieii

J dlle bisettrici degli angoli YAX, YAX'; essi fanno dunque
g ¢on BC gli angoli :

1 1
R A

i ;-.;;Coysideriamo ora gli altri due punti d’incontro del circolo
§ ‘:oon’xperbola, diversi da C avremo:

~ ~ A . —
BSR-—-BRS:BRA:% YAB = _31_3_.9_

FNB=FTB= cTg = _?..’.‘_3::9_

F " le basi dei tro triangoli AKL , ARS , AIN formano
S COD AXY gl angoli:

1
i ,%(7:-—-6)., @r—8

. 08Si8 I'iperbolg ¢ trisettrice dei tre angoli 0, = —0, 27— "

Questa soluzione differisce da quella classica di Chasles(vedi

& .40, pag. 459, solamente per il punto di partenza, ma in so-
; stan.za ¢ identica ad essa, i

. Gii angoli GRY. + GBK , KBC essendo uguali tra loro, ’iper-

L gbola realizza la trisezione dell’angolo CB X' che indiche:«:
I b ‘on 8. Parimente P'angolo CBA = m — 8" e ’'angolo rientran

g UBX =2n g sono divisi in tre parti uguali da Bl e BF,

¥ tero come gip <« 4 . 6
g1a si ¢ veduto (vedi pag. 446). o
i Quando Piperbolg equilatera é data, si traccera il diametro

g §BR ¢ BH. 1 punti F » G, H sono vertici d’un triangolo equila-

q 1 i urra €A
3 £¥ B¢ facente con un assintoto l'angolo 5 g/ si cond

Perpendicolare g CB, nonché la corda AB, ecC.

IX. — Con 1a chiocciols di Pascal. — Sia I'angolo CAB da

158 dividere in tre parti uguali (ig 405). A destra e sinistra del ver-

lice 4, sopra AC e il suo prolungamento, si prendono lunghezze

& Uguali 40 e AD; dal punto O come centro e con raggio O

Sl descrive una circonferenza ; poi Si'dfs‘;‘:”; lz;aslua pedale
rispetto gl punto D; questa & la chiocciola di Pascal,
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Dal punto B in cui il lato AB incontra tale curva, s cod
una tangente BT alla circonferenza OA; la retta Archer
il vertice dell’'angolo al punto di contatto forma I'angolo:

CAB
3

CAT —

Infatti, il punto B della pedale é il piede della papadoo
lare abbassata da D sulla tangente BT ; ora, se si prolungai
raggio OA d'una lunghezza uguale alla sua e se dal putdl

C

cosi ottenuto si abbassa una perpendicolare sopra uma

gente BT, congiungendo il piede B al punto A si ottiene &
punto un angolo:

ABD = -i- OAB
ppiché il triangolo BAT riesce isoscele, eppero :
A
A _ BAT
ABD= " = Aro = CAT

(Vedasi oltre : Soluzioni dell’Autore),



W

X. - SaPOQ l'angolo dato. Descriviamo, dal vertice come

jetro, un circolo che seghera OP in A 0OQ in B e il suo
prolugamento in C. Se si potesse determinare su CP un

putto M esterno al cerchio, tale che *6ffr ebbe risolto
sultasse il segmento MN uguale al raggio *

A problema, poiché si avrebbe :

oSic = 4~

Infatti, essendo isosceli i due triango'i «fsrn SOC, si ha:

c=»-ia ossia  fE§—r—Jja = «—MOQ

da cui:
a= M° Q

ciie gli antichi determinavano

La posizione del punto M ‘ottenere del pari con le coniche

mediante la concoide, si puo



X1. — Con la trisettrioe di Maciaurin. —Riferiamoci al*@
struzione indicata a pag. 348 flg. 303

Dato un angolo POB, per trisecarlo si traccera con ceo
nel suo vertice O una circonferenza rispetto alla quale Sa
scrivera la trisettrioe nel modo sopra indicato. Essa sgwaa

in P il iato OP dell'angolo dato e conducendo da esso latay
gente al circolo, si avra:

pffiw= T POB

Si avrebbe parimente:
P Qfi:
Q 3 POB

e siccome OP sega la trisettrioe in altri due punti che dreno
x e £ 8 avrebbero da essi le altre due soluzioni del pddera
come ivo indicato in soluzioni precedenti.

XI1l. Con la strofoide (1i. —Si ¢ gia scoperto un gran numero
di belle proprieta della strofoide e si sono anche irdaa
molte questioni nelle quali essa rende grandi servizi). M
credo che non sia stato finora osservato come si possa gy
caria alia trisezione dell’angolo e alla soluzione del prddera
di Deio (2); vale a dire come essa appartenga ad un teno
gg%igﬁtegoria delle curoe settnci e a quella delle curoe dpi-

Il che si rileva da uno studio attento di due passaggi cHla
inesauribile corrispondenza di Cr. Huygens.

Nella lettera indirizzata dal matematico tedesco Kinnera
cr. Huygens il 18 luglio 1683 si legge il seguente procedimento
per dividere un angolo in tre parti uguali: «Sia
« dato ; si applichi una riga passante pel centro D di quest’arco
« in modo che essa seghi la corda AC in E e i'arco ABC infi
« cosi da avere CcE = cF. Dico che I'arco e il triplo di Cf*-

AChI™ llam® infattf G la seconda estremita_ del diametro FD
(flg. 407) e uniamo il punto a ai punti F e G. Ponendo:

CEF= CFE = X

SI avra ECF= mr—2x GEA
CAFz -|9T~
2~— = -y ACF

(1) Nota del Prof. Ciao Loria iu pathesiq idii
(@ Vedi : Duplicazione del cubo. athesio 19 pu o
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Qurd l'arco di AFe doppio di CF, ossia CF e 1l terzo di AC
tore Kinner aveva asserito.

Per applicare questa osservazione alla trisezione dell’arco
ABC, é evidentemente sufficiente trovare |I'intersezione del

Fig. 407,

Creolo £) con una curva generata nel seguente modo. « Con—
*dotta per D una trasversale arbitraria che seghi in X la
*corda AC, si prende su questa trasversale un punto Y tale da
eavere CY = CX\ il luogo di Y e la curva di cui si tratta »

| 'equazione della curva, prendendo l'origine in D e lasse
delle x parallelo ad AC, e:

(x'+ y)W + bafl 2axy by*=0

nella quale a e b sono le coordinate del punto fisso G



Siccome ii luogo rappresentato € una cubica drcolare j
un punto doppio a tangenti rettangolari, la curva trisdtii’
€ una strofoide ; essa sega il circolo, oltre che inC e repes
circolari all'infinito, in altri tre punti L, F, H, il de ani-
?g'&?%? ﬁé grado del problema della trisezione d'un arcofr

CF=~CA

CBL » |_ « <X + 2II’) CBH= ~

0 (éX 4 Kif)

gia*aiOdetto' *** SOno *vertici dun triangolo equilatero, am

flaa/wVi*" la Concoide di Nicomede. —Abbiansi un prto
Sudi in” ed Una ret”a ds8a m>distante da OE=i

«a- ra”"”° uscente da O, e segante la m in S, patiaro
" ?\ due 8ensik un segmento costante ST=SU =hl

sariy in r-1 =>unti ~, _ Quando varia il raggio uscente daQ
sara la™Concoide di Nicomede.

in curva presenta in O una cuspide; se-a>fcsih>
nndn na n° come nella figura; se b< a la curva mnha

r'erma ~U8pide’ ma un punto doppio isolato in O.
L equazione della curva é:

da «

(z* + /4* (x —a)l= b*x*
as88int°to, comune ai due rami della curva, é# =fl-
all’ inpni oOZS} fattorﬁcga?" fy* ci dice che la curva @

au Infinito pel punti cic
colo di’\w ANA>rangolo da trisecare ; tracciamo il dr-
pu ntit 8 dl raggio SO Esso 8&Sa la concoide indio

nell’'origine i n 8 ”° eatranei al*a soluzione i due che cadoro

trovasi mt’LTO b Z T " '1 <pulU oicl,oi] e “ P*"* Cclj
vertici del trianedo e.nlii!”~00 allrl tre M, P ,*

rato, corrispondono le tre ~ ~ preeedentemente GBI
rando infatti il nUnto m» ® *“zloni del Problema. Consid*

OBM , MBR dai ouali si r_f' hanno 1 due trjan oIIi isosceli
n 4qua, s, rileva appunto essere ’anggo o:
3

«
AéM = JL
AOC ossia I'arco vBbT=— Va

d’'onde ;

tAN= @27 vA) 14
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XIV. — Soluzioni dell’Autore. —Fra le tante soluzioni d ge
sto problema varie ve ne sono dipendenti fra loro, chenainij
€ occorso di vedere opportunamente coordinate, ma smpe
esposte isolatamente. Pure, tale coordinazione o dpencbee,

non essendo senza interesse, ho creduto farla qui rilevare, pep
che ho toccato I'argomento.

Fig. 40t

Cominciamo dalle soluzioni indicate dal Chasles (v. pag. $
N. Vi) e dal Loria (v. pag. *60 N. XIl). Ripetiamo nella fig-
la prima costruzione (vedi flg. 402), con le stesse lettere, in
dicando con a I'angolo dato BOA.

Assumiamo come polo d'inversione il punto B, con una po-
tenza arbitraria - k'. Al circolo o (OA) corrispondera um
retta * perpendicolare ad OB, e I'iperbole equilatera si tra-



domrera in una strofoide obliqua, le cui tangenti m , n nel
puto doppio B sono parallele agli ossintoti dell’ iperbola. Ai
ptiP,Q,R comuni al circolo OA e all’iperbole, che ci
caro la trisezione degli angoli BOA, ecc., corrisponderanno
ipti P', Q', Ri comuni alla retta x e alla trofoide.

G triangoli BR< G , BOB abbiamo :

(m—a)

Analogamente si trova :

BQ'G= -i- BdQ = AOQ = — (2n- *)

BpG-=~ BOP= AOP = 2

i Cosicd® il risolvere il problema della trisezione dell’angolo
“rediante le intersezioni d'una retta con una strofoide rinviene
Ifll risolverlo mediante quella d'un circolo e d'una iperbola
|equilatera, secondo la classica soluzione.

i - Osserviamo ancora, che se il circolo O (OA) fosse stato
Bdescritto dal centro B e si fosse considerato dato I'angolo:

TBS=1ti- x= B

| s sarebbero ottenute le soluzioni del problema mediante le
| intersezioni p , g, r del circolo con I'iperbola, simmetriche
Mi P >Q, R rispetto al centro di essa C, per cui:

TBp= ROH— fi
rBP1= AOQ=  (2tc+ 3)

gBP'—AOP = j- (A™+,5)

L’inverso del circolo B (BO) sara un circolo ad esso

centrico, segante la strofoide nei puntip ,<7 >r ~“nspon
dentiap a r Dunque la soluzione accennata dall Huygens

e sviluppata dal Loria (v. Pag. 460 N. XIl) si pud ottenere essa
pure, per inversione, da quella classica.
30 — Ohkbbi. — Hatem dilit.
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- La strofoide e la retta (o il circolo, rispetto a undt
angolo, sono individuati nel modo che risulta dalla inversi»
sopra considerata, ma possiamo usarli per la sduziae t
problema, indipendentimente dalle linee dalle quali fucd;
generate. Sia infatti SBT = a lI'angolo dato. Descritta cH

Fig. 410

vertice come centro una circonferenza, che sega SB in
conduciamo per B e C due perpendicolari BD , CE al lato S
dell’angolo dato. Avremo in G il polo, in CE l'assIntoto dHi*

strofoide, e in m , n, bisettrici dell’'angolo;

PBD= v ~ a e SBD-~y +&

le tangenti nel suo punto doppio B. La curva seghera lldroda
nei punti L , M , N tali che si avra:

TBL1«s N

u
TBM'= -g- 2k + a) (convesso) TIBN' = -y- (* * +

Infatti si ha dai triangoli isosceli BDL , BGL e dal triangolo
rettangolo BDI:

DBG -+ GBL + BDI=



7 Bui= 4- CSL e DBG=4 —a
per cui
~nf —X+ -‘S’- G)I/évL - ossia G)I/BSL —-j2- a
jper cui:
rBl'=~ a ecc.

- Parimente, la strofoide sega la perpendicolare innalzata
su punto di mezzo di BP nei punti P , Q, R tali che si ha .

BRZ = 4o~ @
BRZ=4~(4Tt+ a)

BQZ=~(21t+ z)

La dimostrazione & assai semplice: il P“nt° ,, “nortando'su

si ottiene conducendo pel polo Gia retta G abbiamo;
essg, apartire da V, i segmenti VR= VR —~/
GBz)+ DBR+ 4" 3"G~ ~2*
asiccome :
GB DvR= B*G=~m Z
avremo;
ossia BRZ =

- »+ 2BR.?+ BRZ—\

e analogamente :

BQZ: BRA + 3 19rr J- i

SPiT*=BRA+ % = 4237 * 7
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— Passiamo ora a studiare |'inversa d un altra sduwiag
quella di Pappo (flg. 400 a pag. 449. Sia dunque Rpatda
(flg. 4ii) d’eccentricita 2, della quale A ed N sono i wertici,B
un foco, O il centro ; I'angolo degli assintoti € di 67, ecc.
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Saars il segmento di circolo capace dell’angolo dato; le
sdwion del problema corrisponderanno ai punti d’ interse—
)dgedgl circolo con I'iperbola, A esclusa, cioe ad e , 7, F.

ara;

BE=-~ BEA
BET ~ ~ {2~ + BEA) BEF = ~ (4it+ BEA)

Org, assumendo come polo d’inversione il foco B, si 0
il circolo ABF invertito in una retta x, e I’iperbo a in
chiocciola di Pascal; le intersezioni ¢ , v , L diques ac
on U retta x risolveranno il problema, eccettuando ¢
fv. rispondente ad A. Si avra quindi:

J3L BHV=-* <2* —a BLV — -5- I*
infatti, dai triangoli B c 1, BXxE Si ha:
BG/=Bcv =— BXE = — x-"N “ 3

e analogamente per B1iv € BLV. considera

- Nella soluzione di Pappo (v. flg. *00 a pag. le yarco
pure un circolo di centro b e di raggio v a,

dSB risulta capace dell’angolo Wg=« Fa Sue Interseziory

a.b,ccon I'iperbola risolvono il problema }one tafe
angolo, ma anche rispetto ad «. Nella nos .m no,r
circolo si trasforma nella retta 4, le cui intersezion

con la chiocciola di Pascal danno gli ango :

N g
mBV —ABa - -j~

nBV = ABI>— 6(77+ ) rBV —ABc —  {it—2)

come é facile vedere. Questa soluzione si ottiene direttamente
quando, dato I'angolo x — vB v si consideri la chiocciola di
Pescai come luogo geometrico del punto m nel quale la corda
variabile vy v e segata dal raggio sq facente con quello fisso

BVv angolo uguale ad *e
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— Consideriamo ora la stessa soluzione di Pappo (flg. 4Dna
assumiamo come polo d’inversione il vertice A dell’ ipatda
e una potenza qualunque. Nella flg. 412 si é fatto 6,5
sendo AN = + 2; risulta percio AM = —3 Il circolo X ¢
scritto su AB come corda, e coi segmento AZB capace -
I'angolo a diventa la retta &, mentre I’ iperbola si trasfama

in una trisettrice di Maclaurin. Alle intersezioni E, F 1/
circolo X con l'iperbola corrispondono i punti d intersezioo
G, L, Hdella &con la trisettrice. Risultano quindi, secon
la dimostrazione data nei casi precedenti :

MAG—~5 MAH— MAL=40-(2w-*I



v

- S consideriamo anche qui, come nel caso precedente, il
droolo D (DA) che ha per inversa la retta d, le Intersezioni

m, n, r di questa con la trisettrice ci daranno:

AnV=~ AmV = F—(tt + X) ArV —-y-(fr—%)

- Anche I'ipocicloide tricuspidale &€ una trisettrice. Infatti
(lg 413, sia dato I'angolo CJR = a da trisecare ; descriviamo
il drocolo J {JL), tangente alla corda CR; si tratta di trovare

Fig. 413

P.«toTafLS[Sod.U. tansente coir ipodo.old. e .tome-
trico di A rispetto a B; descritto dunque un circolo J (JG),
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essendo CG = CR, si otterra il punto E come intersezione d

questo_circolo coll’ ipocicloide ; la tangente da E al circolo JI
ci dara:

BJC"=z-~oc rTe =~ 2ir- @  B?C'= ~{2irfa)

— Osserviamo ora che, se la soluzione precedente era caa
dalle tangenti comuni al circolo J (JT) e all’ ipocicloide, quah
si considerino invece le rispettive curve polari reciproche -
conica fondamentale, circolo J (JA) — cioé il circolo JJS)ela
trisettrice T di Longchamps (v. flg. 312 a pag. 33 si otterranno
le soluzioni del problema mediante le intersezioni di ese

Dato dunque I'angolo RJC si costruisce il polo K della cata
RC e si descrive il circolo J (JK) che saga in un punto S (wd
flg. *13) la curva trisettrice T. La tangente SB al circolo far
damentale determinera I'angolo :

A 1
BJC" = -J-a

Si pud anche osservare che :
SJC"= ~ a
0

Quindi, se in luogo del circolo J (JK) relativo ad un angolo *,
si costruisce quello relativo ad un angolo 2a (come wecks
nella flg. 312 a pag. 380 mediante la tangente PQ in P (essendo
POQ = g, si risparmia la costruzione della tangente SB (flg- M

ottenendosi direttamente dalle intersezioni S, T, Udi tfi®
circolo con la T:

A A 1
AOS= BOZ——5 *
4

BOT = —(*_«) SOV= _*)
Daltronde, per Lequazione della T (veai pag. 361, si ha:

0Q = R

cos 3 QO0z
ed essendo:

R
OQ= _53ilT  ne segue che Q&g =
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— Consideriamo ancora I'iperbota di eccentricita 2, e il circolo
di centro O e raggio DB (fig. 414). La polare reciproca dell’iper-
boia, rispetto ad un circolo di raggio k avente il centro in un
suo foco B, sara un circolo S (SV), la cui pedale é la chioc-
ciola di Pascal, inversa dell’iperbola dsl polo &’ inversione B,
con potenza K.

La polare reciproca del circolo D sara una parabola le cui
h_mgenti comuni col circolo S (diverse da quelle in V, polare
di A) saranno le polari dei punti a, b, e, intersezioni del cir-
colo D con Iiperbola, che risolvono il problema della trise-
zione dell’angolo ADB. Tall tangenti, che costituiscono un trian-
g’olo equilatero circoscritto al circolo S (SV) ed iscritto nel-
§ Dnitro S (SB) ci darebbero esse pure la trisezione di ADB.
Nﬂ§u~raimente, poi, esse segano la chiocciola di Pascal nel
§ punti G, ', L nei quali essa & segata dalla retta inversa del
circolo D, corda comune ai circoli D e B.

. Dato dunque un angola ADB da trisecare, gi descrive un

circolo D (DA) dsl vertice come centro; si divide in N, 0 la
' ford"‘. ABin tre parti uguali e stabilita una potenza K% si
raccia il circolo § (SV) inverso di quello avente il diametro
NA. Si costruiscono poi le tangenti comuni al circolo S {SV)
e alla parabola che ha per asse BD, per foco B e per tangente
nel vertice la perpendicolare da V alla DB. Le perpendicolari
da B sulle tre tangenti comuni (diverse da quella in A) seghe-
ranno il circolo D nei punti a , b, ¢, €cC-

— Analogamente {fig. 414) consideriamo la chiocciola di P&~
scal BV sia I’iperbola NA la pedale da B della reciproca P
di detta chiocciola rispetto al circolo B; alle retta G VHL,
inversa (da B, k% del circolo D, corrisponde il suo polo R,
altro estremo del diametro BD. Le tangenti condotie da R
alla curva P (diverse dslla RA) cioé Ra , Rb , Re facenti fra
loro angoli di 1200 determinerebbero 1 puntia, b,¢ sulla cir-
conferenza BAR, che risotvono il problema. Tali tangenti sono
parallele a quelle comuni al circolo S (SV) e alla parabola.

A costruzioni ansloghe si perverrebbe, ma meno semplici,
scegliendo come centro d’ inversione, & quindi come centro del
circolo fondamentale per la trasformazivne polare, un vertice
dell’iperbola o un punto non particolare di essa. o
Abbiamo dunque quatiro soluzioni del problema, intima-

mente dipendenti l'una dall’altrs, cioé :
1i.s Intersezioni dell’iperbola col circolo D.
2.0 Intersezioni della chiocciola con la retta GHL.
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3. ®Tangenti comuni al circolo S (SV) e alla paratc
di foco B, ecc.
4, ® Tangenti dal punto R alla polare reciproca

chiocciola.
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- SaMNO I'angolo dato (fig. 415. Tracciamo un circolo S
qeute, che seghera MO in /ed NO in T; conduciamo TAf

«d7,Vche si segheranno in G. Abbiamo:

MON = MGN + 2 MTN
&, descrivendo la circonferenza N (NT), G coincidesse con
wnpunto di essa, evidentemente si avrebbe :

MON 3MTN
Qg e per i circoli variabili S aventi la corda c

/«ostruano il punto G, troviamo che il suo luogo e u , CUj
equilatera di centro R, punto di mezzo della cor a '’ je€j
sssintoti sono paralleli alle bisettrici dell ango _or_

«wosupplementare Inoltre, se sullasegantevara 1 1 remO
tomo, nei due sensi, in OH ed OK, U “ ~tatersezlone delle

umstrofoide come luogo dei punti H , K. I, m gem-
die cune risolve il problema, non certamen e
Plice modo. Y,Y, idei

*

Le due curve s'intersecano in quattro pun 1 « ' oblerna:

quali soli 1 tre primi corrispondono a soluzioni

VTN= -y MON

NTX - 46NOI = £\1N(18°»- MON)

jVjy = -i- <88 - MON)

] ,>irronferenza ™ una
—Portiamo tre volte (fllg. *16> sul a b stesso seg-
corda AB, da A in B, C, P e portiamo ancora

mento da 0 in M sul raggio OD. ottenere facendo

Il luogo dei punti M che si possono polare & ipoio O,
variare AB ¢ una trisettrice la cui equazione p

P=OW OA=r):
,—2Tr sen -FO

lvalori di o passano dallo zero a 2r fra ww= 0ed « » 3s per
stornare a zero, per w= 6tc>eco.



— 476 —

Per un dato angolo AOFE = z si hanno le seguenti cords,
corrispondenti agli archi indicati:

OM--n—;—o: OG-.-.-—;~(z+z;
1 . i

OF s o (27 + 2 OF v 4 (3 —1)

OP..-..; (27(_._1) OH.-..—-;—(:%TZ-.Q)

Fig. 416.

Soluzioni meccaniche.

Tralasciando Qi occuparci del corncoidografo di I\IiccumedeoFhe
serviva pure per la soluzione del problema della duplicaziont
del cubo, ma non era punto pratico, daremo un cenno Su"’l'
cuni strumenti piu semplici ideati per risolvere meccanice”
nicamente il problema della trisezione dell’angolo (1).

(1) Le articolazioni indicate in nevo nelle tigure sono quelle che rimangont
fisae nei movimento del sistema articolato,
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I. - Trisettori di House-Ball. — Sia MOB I’ angolo dato
(flg 41). Su carta trasparente tracciamo una retta e portiamo
ad essa un segmento PQ=2 0B essendo OB qualunque.
Rer Bconduciamo la perpendicolare e la parallela ad OM. Si

modo_che 8"

trattera allora di adattare il trasparen" -i,,r>ettivamente
estremi P e Q del segmento P Q coincidan oas8i per O.
con la BR e con la BQ. e che la retta stessa
S avra in tal caso MOQ = -y MOB. N \{ON l'an-
H-—Si traccia su carta da decalco fld uno dei suoi
golo da trisecare ; si traccio una para e braccio del T.

lati ON, distante da esso della lunghezz
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tangente all’arco di circolo di raggio OC —MP, fino adeQ
poggi sulla parallela a CN distante da CN di VN= MP.

Risultera:
Afich- ~ MON

a ' *1 ~ di8po8iziorJe della figura precedente si pud nud-
ca]j™ ™edo (flg. ~20); Tracciata la squadra su ¢
" ul foglio, si traccia un semicerchio OQN di raggio CC

e si porta OS —OC. Si fa poi scorrere la squadra in modo de
un suo lato passi per S e Il'altro sia tangente al semicerchio,
mentre il vertice M si fa coincidere col lato RO dell’ angolo
dato RON. La figura mostra chiaramente, mediante la PU>

teggiate, come SAIO risulti uguale ad un terzo di MON.
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? V.- S pud modificare ancora la disposizione precedente
| costruendo due semicerchi di ugual raggio e tangenti, come
| «desi nella flg. *2t ; si raccordano con la tangente comune in
| BEsxb da avere la figura DSNO. Facendo allora scorrere una

f~«quadra AMB, in modo che i suoi lati si mantengano tangenti
, alle due semi-circonferenze, fino a fare coincidere I'estremo P
di un segmento MP - OC, segnato su uno di tali lati, col lato

CR dell'angolo dato RON, si avra CPO = -j- RON.

VI. - Trisettore di Ceva (169). E costituito da “na
articolata OBAC coi lati OB , OC prolungati e

deste scanalature scorrono dei corsoi (galletti) uniti ad altre
«e sbarre AM , AN articolate in A. L'angolo MON é uguale
1terzo dell’angolo MAN quando si abbia AM —AN = AC.



VIlI. — Trisettore di Laisant. — Il sistema articolato rapp
«entato nella fig. *23 € composto di due losanghe OAEF,ORCU
i cui vertici E , C sono scorrevoli, nelle guide costituite di
prolungamenti dei lati OD , OF , mentre i vertici A, D,F,.B

Fig. 48 7

Der ~ chiarO cfle uno spostamento del lato O
defnrrrfl0 r 8etto ad OC tenuto fisso dara luogo ad ua
ermorA* z one del,e losanghe, che rimarranno pero sempre ;;

vertice iro ""0 86mpre uguali tra loro i tre angoli aentil

U“ tiltro «eterna articolato, simile a quelli diCevee

Consta A: a* °VUtO al BflU ed e rappresentato nella fig.
nata di due losanghe ACBO , OBMD col iato comune (B

Fig. 42

articolate ai vertici; di questi, O ed M sono scorrevoli re
scanalature praticate nella AM. Bastera far corrispondere
articolazione A col vertice dell’angolo dato DAC e far c™*
cidere i vertici C e D rispettivamente sui lati dell’ ag
stesso, per avere ;

DAO = OAB~ BAC* ~ D*c



J IX - Trisettori di Sylvester. — In questo strumento sono
} oppresse le scanalature, ma esso riesce troppo complicato
| pardé costituito da ben 14 sbarre ; esso richiede inoltre una
| articdlaziore settupla nel vertice O dell’angolo, poco pratica.

F
ii X. - il Ball propone la modificazione in e sbarre
.1 che e basata sullo stesso principio e richie ere vertice O.

11 d meno ed un'articolazione quintupla solamen

che in questa disposizione, quando venga fissata
« punto o» deve muoversi nella direzione stessa di on, « ha

cosi una guida di dodici sbarre la cui teoria e assai facile.
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X1&. — Un trisettore pia semplice venne studiato da! Sylvester,
rappresentato nella fig. 427. In esso si ha EO' = 0C' - B¢

dal che risulta EB = BO e quindi BEO = ".:T BEF.

A

A
Fl . \.
\ \\
>
\ \ U
. \\
— — ‘\ AN
T - \\ \
— .
-
B 7 O
» A Y
- / % “
Flg. 427, \ N
\
\
A Y
4
.
o D

Il punto B descrive la perpendicolare sul punto me‘di.o di %ﬁ‘
base flssa. In figura A, C, B, D, rappresenta la posizione
parallelogramma ABCD relativa all’angolo B, EF;.

Eq

Fig. 428.

XIl. — Trisettori di Kempe. — Il triplo-parallelogramma dell®
fig. 428, ideato da Kempe, ha il difetto di richiedere nel ver-
tice O dell’angolo dato un’articolazione quadrupla.

st
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Xiil, — Se nella guida gdi Kempe si fa:
FC::FH:EA:CD::BC"'z
AD=AB=V 5 4 DE = EF = AH=1\5 — 1
siha la fig. 429 pellq C 1
0 quale HCF = — BC
3 BCH.

A

X1IV. — Trisettore di Hart. 1l sistema
articolato (flg. 430) puo servire come
trisettore quando si faccia:

C AG=GF = AN=1%

AB= BC==6 CE=EF=2
AD=CD =3

poiché in tal caso si ha:

ACN = -33 26N
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XV . — Nel sistema della flg. 431 nel quale:
AS- RS=CS-h AB = BM—BC«4
A/0= OG = 3 RG =fi risulta CMO=y GG

esterna A B sia uguale al raggio B O. Nel triangolo isosc«le
ABO si avra BAO = BOA =a e l'angolo esterno CBO = 2«
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NH triangolo isoscele BCO si avra pure BCO = 2a e infine:

COD+ BOA = 4a ossia COD= 3a

Efacile realizzare un trisettore basato su tale proprieta, che
erappresentato, inferiormente, nella fig. 42 Tre regoli uguali
AB, BO, OC sono articolati in modo che O possa scorrere
(il permo essendo foggiato a scorsoio! in una sbarra scanalata
AX articolata in A con AB, e C possa scorrere nella scanala-
tuapraticata nel prolungamento di AB. Il tutto, come si vede
pLb ripiegarsi in modo da occupare pochissimo spazio.

.WIi. —in modo analogo si pud usare il trisettore di Otto
Fréhlich (ftg. 433), costituito da due sbarre collegate da una

terza DO articolata in D ed Oe da una quarta *barrQ f C
tonga quanto OD e articolata essa pure in O. Dtsponen 0 P

Esulti-*1’0 c°me €& indicato nella ftg. 434 e facile vedere come

BEC = j BOC
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XVIH. — Questo trisettore, di lamierino, ebanite, carareg)
bristol, ecc., non ha bisogno d’altra spiegazione quandos sgd
che deve essere costrutto in modo da avere AB* 8C=Q
che il semicerchio BID ha per centro C e che BH é mpmt
dicolare su AD. Per farne uso si fa corrispondere il puntoi
su un lato dell'angolo da dividere POQ, spostandolo iti nab
che il lato BH passi pel vertice 0 dell’angolo e cheMio

lato di questo riesca tangente al semicerchio, al che si Py’
viene per tentativi, naturalmente.

XIX. Trisettori dell’Autore. — Abbiamo veduto a paf'
fig. 306, un modo di generazione della trisettrice di Maclaurin
che si presta assai bene alla costruzione d’un trisettore sera*
plice, che puo nello stessp tempo servire per il tracciamento
della trisettrice stessa.

Abbiasi una squadra a T (fig. 439 nella quale OA ™ "C-
Fissata una spilla a modo di pernio in O, e fissato un sottile
elastico, per un estremo in M e per l'altro in C, bastera far
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rotare la squadra attorno ad O fino a che |’ intersezione del
apiato A Pcon Ih 3/Ccada sul lato SO dell’angolo dato KOb;
s haallora:

50A = -i- KOB come pure SA/O = KOb

Il luogo di S € la trisettrice di Mac Laurin.

un filo fissato in C, che

All' elastico si potrebbe sostituire 1 mantenuto teso con

Scorresse su di una spilla fissata in

es0. . .

% in"un modo che nell’altro, non si potrebbe tracciare con
continuo un arco di trisettrice, ma solamente segnare

foglio dei punti di essa. Sostituendo invece al filo o all’eia-
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stico (flg. 437) una sbarra rigida articolata in C,che sfac&
poggiare costantemente sulla spilla infissa in 3 si potdd*,
poggiando la punta della matita nel vertice S dell'aydoMVy
tracciare un arco di trisettrice in modo continuo.

Questo compasso, per la sua semplicita, é facilmente esyi
bile in cartoncino o lamierino rigida (molla d'acciaio,ps
crudo, ecc.).

XX. — Sia XAY Tangolo da trisecare (flg. 437). Costr™ »
il segmento A CDB capace di detto angolo. Se i due p
D di quest’arco risolvono la questione si avra:

YAC= CAD = DAX
La CD e parallela ad AX e:
AC= CD= DB
La retta OE é perpendicolare sul mezzo di CD.
AC=BD=2x CE—2x DE K
Consideriamo tutti gli angoli di vertiee A aventi un lato &

comune. Se facciamo passare per B tutti i segmenti capaci
questi diversi angoli, la retta OE restera invariabile e siccome
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d hanrno le uguaglianze (a), i luoghi dei punti C e D sono due

Sicché, in un caso parti-
colare qualunque i punti C
eDsaranno all’ intersezione
d questi due archi di iper-
bola con un arco di circolo
d raggio HA e di centro H,
essendo H il punto d'incon-
tro di OF, direttrice comu-
re, con la perpendicolare
condotta ad AY da A.

Si pud dunque usare, per
la soluzione del problema,
uno strumento (una specie di
squadretta-garbo) costituito
da una squadra e da una
lastrina profilata secondo i
due rami iperbolici di cui
sopra, nel modo indicato
nella flg. 430.

Non ai avra che da con-
durre in A la perpendicolare
sd AF; collocare il triset—
tore come in figura e descri-
vere I'arco di circolo di cen-
tro H e di raggio HA sino a
bolici.



LA QUADRATURA DEL CIRCOLO

Qua>é 7 geomeétra che tutto s’afjtge,
Per misurar lo cerchio, e non ritrooa.
Pensando, quel principio ond’egli indige;

Tale, era io, a quella cista nuooa ;
Veder ooleoa come si concenne
L'immago al cerchio., e come ci s'indoea,;

Ma non eran da cio le proprie penne.

Dante - Paradiso, ultimo canto.

U Problema.

Trovare il lato de™ quadrato equivalente a un dato circolo.

Ecco il famoso problema che da lunghi secoli affatica tante
menti, e che per tanti altri ancora continuera ad affaticarne
e ad ottenebrarne, nonostante qualsiasi dimostrazione dell'i®
possibilita della sua soluzione.

Fino al 18® tale impossibilita non era dimostrata', Lambert
nel 1761 aveva dimostrato che il rapporto della circonferenza
al diametro é incommensurabile, e nel 18BLegendre dimostro
che anche il quadrato di w & incommensurabile. Ma solo rel
1882 Lindemann riusci a dimostrare che tt @ un numero tra-
scendentale, vale a dire che non pud essere la radice d uma
equazione di grado qualunque a coefficienti intieri o formati
di irrazionali algebrici (vedi pag. 492.
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Dal'®in poi non si sarebbe dungque dovuto piu assi» er
daoua fioritura di quadrature.....e invece t
Einprevisione che la serie dei quadratorl non sia pe
reande dopo la data storica del 183 é purtroppo 8
stabilire. Molti pseudomatematici, tra la numerosa falé6ng
coloro che per essere riusciti a comprendere la dimos razi
H ponte delfasino — denominazione volgare del teorema
Pitagora — si credono dei saccentoni, molti ancora ®gta
che,pur non comprendendo talvolta neppur la natura e pr
Uerg, procureranno lavoro alle Tipografie per *fn®iare 8
capo scientifico la loro soluzione da aggiunuersi alle
* ga messe fuori dai loro colleghi ora morti o ancora VIM®
B, in generale, manifestano o una grande commiserazii
ownsupremo disprezzo per i loro predecessori che, pove
rella ioro ignoranza crassa, accecati da preconce i
tamente erronei, non sono riusciti a trovarla. E ver
ota di queste geniali trovate, la soluzione del pro e™8 con-
senpre da trovarsi, ma che importa questot C i po
vincerli che non fossero da cio le loro penne f
Per gli autori di quelli aurei opuscoletti, dove in p
gine sono accumulati i pia esilaranti strafalcioni m ~
la soluzione € innegabilmente trovata; peggio p
arriva a comprenderne la dimostrazione !
Ame é occorso, p. es,, di trovare io «» volurM»* '
guesta preziosa osservazione: » ..... dal moni mfl, potete
*drato me lo dite circoscritto ad un circo , diametro del
«poi ammettere l'uguaglianza del su0. ° .. tener calcolo
«circolo? Eoidentemente avete dimenticato ~
«della grossezza delle rette lati del qua ra r“enga a tale ca-
lo spero che nessuno dei miei Lettori ap di farmene
tegoria di matematici ; lo spero, pere e vedermi gratificato
con queste righe un nemico o almeno  ” speranzadi con-
di tutto il suo disprezzo, senza la piu ebbe infatti a dire :
vincerlo del suo errore. Un dua~rAA , impossibile ed io me
«Provatemi soltanto che il problema e m
ne occupero subito » t , ,apena di seguire i qua-
perdero tempo nella fa-

Cio premesso non mi daro ] :
dratori nelle loro eiucnbrszion Vedremo invece, in
te- fatte in proposito,

Cile bisogna di dimostrarli
breve, quali indagini serie sia

»

»

non

eenere
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Dell’impossibilita di risolvere il problema.

Dalla risoluzione, in senso negativo, del problema cHlai
dratura del circolo data da Lindemann col dimostrare lata
scendenza del numero n, risulta che, non solamente la astru
zione di 7r ¢ impossibile con riga e compasso, ma che rgpue
esiste alcuna curva superiore definita da un’equazione dge
brica a coefficienti interi, un punto della quale abbia I'ad
nata uguale a r e I’ascissa razionale. E neppure pud aas
una curva algebrica tale che w sia I'ordinata d’'un puntoda
corrisponda a valore algebrico dell’ascissa.

« Se (1) tutte le curve algebriche fossero tracciate nd gag
«quelli dei loro punti d’intersezione che corrispondono aa
«lori algebrici dell’ascissa, sarebbero condensati cowmg
nel piano ; nessuno tuttavia dei medesimi avrebbe adrda
« uguale a . Perché si possa costruire mediante curve dge
« briche un qualsiasi numero trascendente, bisogna desa
dato innanzi (aggiunto, come s’usa dire in analisi, al e
« di razionalita) un conveniente numero trascendente (oed-
« samente il numero aggiunto deve essere legato agrica
«mente al numero da costituirsi)».

Una vera costruzione di n pud dunque solo eseguirsi ne
diante una curva trascendente, cosicché (trattandosi d \aa
costruzione) per poterla effettuare dobbiamo aggiungere
compasso e riga un’istrumento, trascendente, che dia tal ana
in un tratto continuo. Un siffatto istrumento € v integr~e
(planimetro), che fu recentemente inventato e disegnato i
I’ingegnere russo Abdank - Abakanowicz e[fu costruito i
Coradi di Zurigo.

Di una data curva y = f(x), cuna dijferemiale, Si pud
struire con questo istrumento la corrispondente curaci
graie Y = F (x), dove :

«

«

F(x) = Jf(x) dx

A questo scopo, si guida I’Integratore in modo che una sLa
punta, la punta descrivente percorra la curva differenzielen
una seconda punta, la punta disegnante (la matita od il tifa"

(1) F. Gumica. Traduzione delle « Confera . L
metri* elementare di F. Klein » pag. 69."' p’e alcune questioni di Go*
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lmeg), traceis allora la curva integrale. Per una descrizione
;i;‘;goga?eggiatﬂ deil"ingegnoso istrumento rimandiamo al

ot qu;}gol::ile (pubhlicato in tedesco da Teubner nel 1889).
dela cures dif?::-o da_me solamente il principio. Per ogni punto
foric, ohg enzzale’ v =f(2) costruiscasi il triangolo au-
Lipotentea di-roercriicl L punti @, ), (2, 0), (@ —1, 0l
delle ascisse nl quisto tx:xangolo rettangolo forma con ’asse
J. Percio questzno'om ai tangente trigonometrica ugusale ad
&uroo z‘nt:e ral ipotenusa € parallela alla tangente alla
grale nel punto corrigpondente (X , Y). 11 compito

Y y

AN

_/ -rgn
2
-rsw

!

Fig. 440.

's
332 1strumento consiste quindi nel fare che la punia dise-
bil nte camming sempre parallelamente alla direzione gar;a-
¢ della nominata ipotenusa, mentre la punia descripente
bercorre 1o curpa differensiale. 8’ ¢ ottenuto cido in gquesto
Modo semplice ; 1a punta disegnante é collegata ad una rotella
8 margine tagliente, il piano della quale di dispone sempre
Paralielamente all’ ipotenusa suddetta.
Questa rotella & premuts sempre fortemente contro il foglio
del disegno per mezzo di un peso, e percio al suo punto di
Contatto non & possibile di muoversi se non nel pianc della

rotella,
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L’ Integratore e utilizzato molte volte in pratica perildm
colo di integrali definiti : per noi & di particolare interessi
riéaﬁi)oper la costruzione di it. Se la curva dffeerdal

suo_im
é un c
+ y* = f*
la curva integrale e
Y = "\/r*—x* dx = ~ are sen -f-y I/r- xf

La curva consta d'una serie di rami congruenti. | punti din

contro con la retta mediana sono 0, + m - ean

le rette laterali sono r* R r ’\4 y oo - - POPRAM r=ie
le ordinate dei veiwiiéi, oppure eei punti d’ intersezione conil
linea mediana; ei daramn®d 83 # ed i suoi multipli.

Importa osservare, che questa curva viene disegnata ddl'a>
cennato istrumento non difficilmente ed imperfettamente, na
con molta facilita e precisione, specialmente se nel luogo ddlo
punta disegnante si ponga un tiralinee.

Abbiamo cosi una vera costruzione della quadratura del @
chio e precisamente nel senso in cui fu cercata dai georetri
greci; perché manifestamente la nostra curoa integrale roe
che una modificazione della quadratrice prima considerata.

Come la duplicazione del tubo e la trisezione dell’'atda
cosi la quadratura del cerchio i Greci cercarono d'ottereria
per mezzo delle curve superiori (1).

Consideriamo, per esempio, la curva y -mare senx, cheéle
sinusoide disposta verticalmente. Dal punto di vista della Go
metria wé una ordinata di questa curva, invece dal puitod
vista della teoria delle funzioni essa e un valore particolare
della nostra funzione trascendente. In seguito chiamereno
macchine trascendenti -quelle che servono a tracciar le cune
trascendenti. Una macchina trascendente, che disegni la sirlJ
soide, ci da una effettiva costruzione di ir.

Oggidi potremo denominare la y —are sen x , curoa inte-
gr@é%,ri%%tgndosi definire y come I’ integrale d una funziore

_dax

SO%

(1) Klein giudice. Opera citata, Pag. 47.
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| Ua curva dedotta dall’ anzidetta proprietd veniva detta

Qwdratrice o TSTpayan?0°®®F Specialmente nota e la yu

trice d Dinostrato (circa 380 anni
a/ @), la quale pero gia prima
gastata costruita da Ippia d' Ella
(dra 40 anni av. Cr.) per la tri-
seiare dell'angolo,

Geometricamente essa viene de-
finta come segue : Sulla retta OB
(flg 440 e sullarco AB si muo-
vaD de punti M ed L con ve-
ladta uniforme. Essi incominciano
contemporaneamente il loro movi-
merto in O ed A rispettivamente
egiungono in S nello stesso tem-
@ S tiri poi O L e per M la pa*

Fig. 441

nella

ralda ad O A, la quale tagli OL in P; «ara P » n.Pproporzio-

quedratrice. Da questa definizione segue, che y
0_ JI, cosi abbiamo « = -f

reie a 8 Siccome pery= 1 €
ed essendo :

8 = are tag

d ottiene come equazione della curva:

\'

N
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1 punto, dove 18 curva taglia I'asse delle x, & dato da:

isT vy

dove si deve fare y = 0. Siccome per piccoli valori latgé
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quedratrice con I'asse delle x. La quadratrice puo dunque ser-
vire alla rettificazione del cerchio, eppero sussidiariamente
dlaquadratura di esso. In fondo perd questa non e c e u
formulazione geometrica del problema della rettificazione, nn
tato che non abbiasi un istrumento, col quale si possa
«rivere la quadratrice con tratto continuo.

Terendo eonto della forma della curva si arriva alla ttg.J -
doei rami successivi nascono facendo variare 9 oltre tie w
rispettivarrente. E manifesto che ia quadratrice di Dinos ra
rnneé cosi comoda céme la curva y = are sen X\ sem ra u
tavia, che quest'ultima non sia stata utilizzata nell an ic u
per il detto scopo. .. .

- Lacostruzione seguente di Giovanni Bernouilli perme
pure di ottenere la quadratrice (ftg. 443.

Sa ABC un triangolo isoscele. Abbassiamo laperpen ico
SSsopra A C e la perpendicolare CD sopra AF
CL= CD e proiettiamo C in E su DL. Facciamo CM —

proiettiamo Cin F sulla EM , e cosi di seguito........ 1P
sono punti di una quadratrice che seg

ACinun punto R tale che lI'arco di raggio CR e aven e
golo al centro ACB ha uno sviluppo uguale ad AB.

p

Le origini e il concetto matematico
del simbolo «e

U ~ simbolo geometrico. — Come simbolo de™ ™PP,uso

tra la circonferenza e il diametro del circo o,p gecolo fl)>
della lettera greca iz sia stato introdotto ne ., ia) 0 Sel-
lale lettera e I’ iniziale della parola «ee”e®10 v
l'altra *VgeTQOoS (perimetro). . dopO Ber-
W. Jones nel 146 usava tale lettera , P Cc.nej 172
nouilli usava la c; Eulero nel 174 la P ®” infine d’'uso ge-
Cr. Goldback usava di nuovo la w che Eulero,
n calcolo

aerale dopo la pubblicazione dell’ Ana isi
Calcolo di t.. —Due sono i me ° * . ede venne seguito

di ir. Uno geometrico, dovuto ®,..alente come un rapporto
Per la ricerca di rt considerato p adottato dai matematici
geometrico. L’'altro, moderno, ven

d) Nelle opere <ih» key o/ the Mathematica». Lo»<lon 1647, di Oughtred, e
* laaaei Barrava - Matematico» lectionca habitat» in scholia publicia Accademica
c«ntabrigensia ». Londini, 1634

- Ghrrsi, — ciiteM.
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che considerano n come simbolo di un numero che figura»
solo in geometria, ma anche in altri rami dell'ardis nate
m atica, cioe indipendentemente dal suo valore COI’TEngmD
della circonferenza al diametro.

Nel primo caso la determinazione del suo valore rUTEIO
non ha che un interesse relativo, bastando nella pratime‘d
suo uso un numero di decimali assai limitato.

E Invece interessante il riscontrare resistenza di tAent
mero in taluni problemi, specialmente di probabilita.

Esempio : Qual’é la probabilita che m intieri, scelti a@x
siano primi tra lorot

Essa e rappresentata dall’ inversa di:

L e ST

Perm—2 4......... si trova :

Supponiamo che 50 persone scrivano ciascuna 5 ogpped
numeri a ceso; tra queste se ne troverebbero 154 costituite ch

numeri primi tra loro, il che corrisponde a:

6 N~ 14

n' 220
da cui si deduce n= 3129

Del resto, dato che il valore di n e unico, tanto s lo ®

consideri come un rapporto geometrico, che come unnrureo
derivante da considerazioni matematiche d'altra natura, 9
puo valersi di queste ultime per determinarlo, come nel &
guente esempio.

Si taglia un pezzo d’ago, ben cilindrico, lungo circa 2am,
sopra un grande foglio di carta si tracciano una serie di rette,
parallele ed equidistanti, in modo che la distanza delle rette
successive sia doppia della lunghezza del frammento d'ago.

Si getta allora, a caso, I'ago sulla carta, un gran numero d
volte, mettendo alcuni fogli di carta bibula sotto il foglio d
carta, per evitare rimbalzi troppo forti. Si contano il numero
totale delle prove, e il numero dei casi nei quali I'ago cace
attraverso ad